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Хорошо известно, что эксплуатационные свойства изделий из металлов и сплавов опре-
деляются главным образом мезо- и микроструктурой последних. Структура материалов фор-
мируется и претерпевает существенные изменения в процессах изготовления деталей и конст-
рукций методами термомеханической обработки. Важным параметром, определяющим физи-
ко-механические характеристики материалов, является зеренная структура (размер, форма, 
взаиморасположения зерен и включений различных фаз). Особое внимание в последние деся-
тилетия в связи с этим уделяется процессам интенсивной пластической деформации (ИПД), 
позволяющим получать зеренную структуру субмикро- и нанокристаллического строения, обес-
печивающую существенное повышение эксплуатационных свойств изделиям из металлов и 
сплавов. Разработка технологий ИПД в современных условиях немыслима без математическо-
го моделирования рассматриваемых процессов; важнейшей составляющей при разработке 
такого «инструментария» являются определяющие соотношения (или – более широко – кон-
ститутивные модели). В связи с вышесказанным последние должны обладать возможностью 
описывать эволюционирующую структуру на различных масштабных уровнях. До настоящего 
времени в практике деятельности разработчиков технологий переработки материалов преобла-
дает применение макрофеноменологических моделей, основанных на классических контину-
альных теориях пластичности, вязкопластичности, ползучести. Со второй половины ХХ в. и до 
настоящего времени предлагаются различные усовершенствования конститутивных моделей 
указанного выше класса, в которые вводятся дополнительные параметры и кинетические урав-
нения для них, описывающие те или иные характеристики структуры материалов. Как правило, 
такие модели позволяют получить адекватную картину изменяющейся структуры, однако – для 
конкретных материалов и способов термомеханической обработки. При этом подобные моде-
ли, к сожалению, не обладают необходимой универсальностью, при изменении материала или 
способа обработки их приходится существенно «подгонять» под конкретные условия, вплоть до 
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полного изменения входящих в модель соотношений. Краткий обзор работ, посвященных
созданию и применению моделей данного класса, приведен в предыдущей статье авторов.
Наиболее перспективными и обладающими значительной степенью универсальности, по 
мнению авторов, в настоящее время являются многоуровневые конститутивные модели, 
основанные на введении внутренних переменных и физических теориях пластичности (упру-
говязкопластичности). Обзор работ, в которых рассматриваются различные аспекты по-
строения, модификации, численной реализации и применения таких моделей, предлагается 
в настоящей статье. Основное внимание уделено моделям, ориентированным на описание 
изменения структуры материалов, обусловленных дислокационно-дисклинационными меха-
низмами; приведена краткая справка о моделях, в которых учитываются термически активи-
руемые диффузионные механизмы, за счет которых реализуются процессы возврата и рек-
ристаллизации. 
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It is well known that the performance properties of products made of metals and alloys are 
determined mainly by the meso- and microstructure of the latter. The structure of materials is 
formed and undergoes significant changes in the processes of manufacturing parts and struc-
tures using thermomechanical processing methods. A very important parameter that determines 
the physical and mechanical characteristics of materials is the grain structure (size, shape, rela-
tive positions of grains and inclusions of various phases). In recent decades, in this regard, spe-
cial attention has been paid to the processes of severe plastic deformation (SPD), which make it 
possible to obtain a submicro- and nanocrystalline grain structure, which provides a significant 
increase in the performance properties of products made of metals and alloys. The development 
of SPD technologies in modern conditions is unthinkable without mathematical modeling of the 
processes under consideration; the most important component in the development of such a 
"toolkit" are constitutive relations (or, more broadly, constitutive models). In connection with the 
foregoing, the latter should be able to describe the evolutionary structure at various scale levels. 
Until now, the practice of developers of materials processing technologies has been dominated 
by the use of macrophenomenological models based on classical continuum theories of plasticity, 
viscoplasticity, and creep. From the second half of the 20th century to the present, various im-
provements to the constitutive models of the above class have been proposed, in which addi-
tional parameters and kinetic equations are introduced for them, describing certain characteristics 
of the structure of materials. As a rule, such models make it possible to obtain an adequate pic-
ture of the changing structure, however, for specific materials and methods of thermomechanical 
treatment. At the same time, such models, unfortunately, do not have the necessary universality; 
when changing the material or processing method, they have to be significantly “customized” to 
specific conditions, up to a complete change in the relationships included in the model. A brief 
review of works devoted to the creation and application of models of this class is given in the 
previous article by the authors. The most promising and possessing a significant degree of uni-
versality, according to the authors, are currently multilevel constitutive models based on the in-
troduction of internal variables and physical theories of plasticity (elastoviscoplasticity). A review 
of works that consider various aspects of the formulation, modification, numerical implementation 
and application of such models is proposed in this article. The main attention is paid to models 
focused on the description of changes in the structure of materials due to dislocation-disclination 
mechanisms; a brief note is given on models that take into account thermally activated diffusion 
mechanisms, due to which the processes of recovery and recrystallization are realized. 

 
© PNRPU

 
Основные обозначения 
θг – гомологическая температура; 
θ – абсолютная температура; 
D – размер зерна; 
d – средний размер субзерен; 
σ – интенсивность напряжений; 
m – показатель скоростной чувствительности напря-

жения течения; 
μ – модуль сдвига; 

b – модуль вектора Бюргерса; 
ε  – интенсивность скорости деформации; 
R – газовая постоянная; 
Q – энергия активации пластического деформирования; 
φ – объемная доля рекристаллизованных зерен; 
D – тензор деформации скорости; 
f – градиент места; 

o
  – оператор Гамильтона, определенный в отсчет-

ной конфигурации. 
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Введение 
 
В настоящее время неоспоримым фактом является 

весьма значимое (а во многих аспектах – определяю-
щее) влияние мезо- и микроструктуры металлов и спла-
вов на весь комплекс физико-механических характери-
стик образцов и готовых изделий из данных материалов 
[Хоникомб, 1972; Панин и др., 1982; Полухин и др., 
1982; Белл, 1984 а, б; Рыбин, 1986; Кан, Хаазен, 1987; 
Лахтин, Леонтьева, 1990; Лихачев, Малинин, 1991; Па-
нин, 1998; Носкова, Мулюков, 2003; Кривцов, 2007; 
Романова и др., 2017; и др.]. Одними из наиболее важ-
ных характеристик структуры являются параметры зе-
ренного строения поликристаллических материалов, 
описывающие форму, размеры, законы распределения 
ориентаций кристаллитов. Например, один из наиболее 
важных параметров поликристаллических материалов – 
предел текучести – весьма чувствителен к размеру зер-
на, что отражено в известном законе Холла – Петча 
[Hall, 1951; Petch, 1953]. Влияние зеренной структуры 
на комплекс физико-механических свойств поликри-
сталлических металлов и сплавов, технологии их полу-
чения и эксплуатационные характеристики изделий из 
них отмечены в предыдущих обзорах авторов [Остани-
на и др., 2020; Трусов и др., 2022], в которых приведен 
и соответствующий список литературы. 

Наиболее распространенными методами формирова-
ния требуемой структуры поликристаллов являются раз-
личные виды интенсивного пластического деформирова-
ния (ИПД), наиболее часто реализуемые в процессах об-
работки металлов давлением (ОМД). Разработка новых и 
совершенствование существующих методов ИПД с по-
мощью эмпирического подхода чрезвычайно ресурсозат-
ратна, в связи с чем для решения указанных проблем в 
настоящее время практически всегда используются раз-
личные математические модели [Vinogradov, Estrin, 
2018]. Базовой составляющей последних, от которой в 
наибольшей степени зависит качество, адекватность мо-
делей, являются определяющие соотношения (ОС), или 
конститутивные модели (КМ). Значительная часть моде-
лей, используемых в практике работы технологов, осно-
вана на применении макрофеноменологических теорий 
пластичности [Ильюшин, 1963; Качанов, 1969; Васин, 
1971; Зубчанинов, 2000; Бондарь, 2004; и др.]. Модели, 
использующие указанный класс ОС, внесли значитель-
ный вклад в развитие технологий ОМД, однако они не 
позволяют анализировать эволюцию структуры материа-
лов в процессах их обработки. В связи с этим в послед-
ние десятилетия все большее распространение и развитие 
получают многоуровневые модели для описания поведе-
ния поликристаллических металлов и сплавов [Horste-
meyer et al., 2005; Horstemeyer, 2009; McDowell, 2010; 
Roters et al., 2010 a,b; Roters, 2011; Diehl, 2017; Beyerlein, 
Knezevic, 2018; Knezevic, Beyerlein, 2018; Трусов, Швей-
кин, 2019; Yang et al., 2020; и др.], базирующиеся на вве-
дении внутренних переменных [Rice, 1971, 1975; Mandel, 
1973; Halphen, Nguyen, 1975; Жермен, 1983; Horstemeyer, 

McDowell, 1998; McDowell, 2005; Ашихмин и др., 2006; 
Maugin, 2015; и др.] и физических теориях упругопла-
стичности и упруговязкопластичности (ФТП) (см., на-
пример, обзор [Трусов, Волегов, 2011а, б, в]), включаю-
щих явное описание физических механизмов и их «носи-
телей». Модели данного класса позволяют анализировать 
и происходящие при термомеханических воздействиях 
изменения зеренной структуры (см., например, [Latypov 
et al., 2016]). Настоящая статья посвящена обзору суще-
ствующих многоуровневых моделей, включающих под-
модели для описания изменения зеренной структуры. 

Можно выделить три основные группы моделей 
данного класса: статистические, самосогласованные и 
прямые. В статистических моделях [Taylor, 1938; Lef-
fers, 1994; Estrin et al., 1998; Hines et al., 1998; Tóth et al., 
2002; Van Houtte, 2009; Li, 2009; Dancette et al., 2010; 
Tóth et al., 2010; Trusov, Shveykin, 2013a; Toth, Gu, 2013, 
2014; и др.] элементы мезоуровня (кристаллиты) рас-
сматриваются относительно независимо друг от друга; 
«объединение» элементов мезоуровня в элемент макро-
уровня осуществляется для части характеристик на ос-
нове принимаемых гипотез кинематического или стати-
ческого типа, по остальным параметрам осуществляется 
статистическое осреднение. В самосогласованных мо-
делях [Lebensohn, Tomé, 1993; Beyerlein et al., 2003; 
Lebensohn et al., 2007; M’Guil et al., 2009; Beyerlein et al., 
2011; Lebensohn et al., 2012; Kim, Oh, 2012; Frydrych, 
Kowalczyk-Gajewska, 2016; Guo, Seefeldt, 2017; и др.] на 
мезоуровне рассматривается поведение отдельных эле-
ментов мезоуровня в окружении матрицы материала с 
эффективными характеристиками, определяемыми ите-
рационным путем по свойствам элементов мезоуровня с 
применением той или иной процедуры осреднения по-
следних. В прямых моделях [Raabe et al., 2002; Buchheit 
et al., 2005; Rezvanian et al., 2006; Wu et al., 2006; 
Rezvanian et al., 2007; Estrin, Kim, 2007; Chang et al., 
2010; Lemiale et al., 2010; Roters, 2011; Ding et al., 2012; 
Quey et al., 2012; Kumar, Mahesh, 2013; Trusov, Shveykin, 
2013b; Ardeljan et al., 2014; Cantor et al., 2015; и др.] реа-
лизуется решение краевых задач на мезомасштабном 
уровне (в подавляющем большинстве работ применяет-
ся метод конечных элементов). Применение самосогла-
сованных и тем более прямых моделей связано с чрез-
вычайно большими вычислительными затратами, по-
этому для моделирования реальных технологических 
процессов термомеханической обработки материалов в 
ближайшее время наиболее перспективными представ-
ляются статистические модели. В то же время для ис-
следования особенностей поведения металлов и сплавов 
(в основном – на уровне представительного макрообъе-
ма) и «тонких» аспектов эволюции микроструктуры 
часто используются прямые и самосогласованные мо-
дели. Следует отметить, что в самосогласованных мо-
делях обычно все параметры принимаются однородны-
ми в пределах зерна, а форма зерен – канонической (как 
правило – эллипсоидальной). В прямых моделях зерна 
представляются совокупностью (от десятков до сотен) 
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элементов (кристаллитов), форма зерен может исполь-
зоваться любая; в пределах элементов параметры обыч-
но принимаются однородными, но в пределах зерна эти 
параметры могут существенно изменяться. При этом в 
число указанных параметров входят тензоры ориента-
ции решеток кристаллитов, изменение которых описы-
вается физически обоснованными эволюционными  
соотношениями. В связи с вышесказанным трансфор-
мация зеренной структуры в прямых моделях определя-
ется непосредственно из решения краевой задачи. Заме-
тим, что прямые модели основаны, как правило, на ла-
гранжевом подходе; при исследовании интенсивных 
неупругих деформаций связанные с материалом конеч-
ные элементы (КЭ) претерпевают значительные иска-
жения, что приводит к возрастанию численных погреш-
ностей. В связи с этим обстоятельством при реализации 
прямых моделей, как и при использовании классиче-
ских континуальных теорий упругопластичности (упру-
говязкопластичности), возникает необходимость пере-
строения КЭ-сетки; с подходами и методами перестрое-
ния сеток можно познакомиться, например, в статье 
[Sedighiani et al., 2021]. 

Следует отметить, что на изменение зеренной струк-
туры влияет широкий спектр физических механизмов, 
действующих на различных структурно-масштабных 
уровнях; их относительный вклад зависит от условий 
обработки заготовки, физико-химического состава, ис-
ходного состояния материала. Как представляется, отде-
лить эти механизмы друг от друга, исходя из основных 
параметров внешних воздействий (например, температу-
ры, скорости и степени деформации) и состояния мате-
риала в отсчетной конфигурации (количество и геомет-
рия фаз, законы распределения зерен и субзерен по раз-
мерам и ориентациям), практически невозможно. В связи 
с вышесказанным для классификации процессов транс-
формации зеренной структуры и математических моде-
лей описания последней можно использовать подобное 
разделение только по превалированию, ведущей роли 
того или иного механизма (или нескольких основных 
механизмов). Из анализа известных авторам результатов 
экспериментальных и теоретических работ [Останина и 
др., 2020] можно констатировать, что значительная часть 
исследователей в качестве основного механизма прини-
мает движение и взаимодействие дислокаций и дискли-
наций, их самоорганизацию с образованием субструктур 
с пониженным уровнем внутренней энергии. Подобные 
механизмы и соответствующие им носители перестройки 
структуры характерны для деформирования при относи-
тельно низких температурах (ниже 0,2–0,3, θг – гомоло-
гическая температура). Для краткости указанные меха-
низмы и модели, в которых эти механизмы принимаются 
основными, будем называть дислокационно-дисклина-
ционными. 

Однако значительная часть процессов ОМД (особен-
но – труднодеформируемых сплавов) осуществляется 
при температурах, превышающих (во многих случаях – 
существенно) указанные выше гомологические темпера-

туры. Кроме того, даже при реализации процессов ОМД 
при невысоких температурах, последние часто сопрово-
ждаются различными операциями термической обработ-
ки (отпуск, отжиг, т.е. выдержка изделий при повышен-
ных температурах в течение длительного времени). При 
температурах, больших 0,5 θг, в поликристаллических 
материалах, испытавших и/или испытывающих большие 
неупругие деформации, на изменение структуры оказы-
вает влияние альтернативный (при определенных усло-
виях – превалирующий) механизм, осуществляемый за 
счет атомарной диффузии. В этих условиях в металлах и 
сплавах реализуются процессы перестройки зеренной 
структуры за счет возврата, статической и динамической 
рекристаллизации [Хоникомб, 1972; Лахтин, Леонтьева, 
1990]. Для краткости в дальнейшем указанные механиз-
мы и реализуемые процессы перестройки структуры бу-
дем называть диффузионными, а модели для их описа-
ния – диффузионно-ориентированными. 

Как отмечено выше, провести четкие границы меж-
ду рассматриваемыми двумя основными механизмами 
трансформации зеренной (субзеренной) структуры по-
ликристаллических материалов представляется невоз-
можным. Движение и взаимодействие дислокаций и 
дисклинаций также являются термически чувствитель-
ными процессами, в которых диффузия играет важную 
роль. При этом следует учитывать, что диссипируемая 
при неупругой деформации внутренняя энергия (по 
разным оценкам – от 50–60 до 98 % от подводимой ме-
ханической энергии) ведет к повышению температуры и 
увеличению влияния диффузии; при этом возрастание 
плотности дислокаций и точечных дефектов (в первую 
очередь – вакансий) в процессе неупругого деформиро-
вания также ведет к возрастанию интенсивности диф-
фузионных процессов (в том числе за счет «туннель-
ной» диффузии). С другой стороны, процессы возврата 
и рекристаллизации ведут к перестройкам дислокаци-
онной субструктуры, в значительной степени уменьша-
ют плотность дислокаций и дисклинаций. Заметим, что 
с энергетической точки зрения движущей силой реали-
зации обоих основных механизмов является стремление 
системы понизить уровень внутренней энергии, накоп-
ленной на дефектах различных структурно-масштабных 
уровней. В связи с этим используемую в дальнейшем 
классификацию рассматриваемых многоуровневых мо-
делей на два основных класса следует воспринимать 
с определенной степенью условности, устанавливаемой 
по превалирующим механизмам. 

 
1. Многоуровневые модели, ориентированные 
на описание дислокационно-дисклинационных 
механизмов изменения структуры 

 
Как отмечено во введении, в последние десятиле-

тия весьма интенсивно развиваются многоуровневые 
модели для описания поведения поликристаллических 
металлов и сплавов, которые базируются на явном 
рассмотрении физических механизмов неупругого де-
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формирования кристаллитов; последнее определило 
использование для ФТП в англоязычной литературе 
термина crystal plasticity. 

В работе [Leffers, 1994] отмечается, что в широко 
распространенных самосогласованных моделях, ис-
пользуемых для описания формирования текстуры, не-
посредственное взаимодействие соседних кристаллитов 
не учитывается, рассматривается поведение отдельных 
кристаллитов в окружении матрицы с эффективными 
свойствами. В цитируемой работе предлагается модель 
для описания деформирования поликристаллических 
материалов в процессе листовой прокатки. Модель в 
значительной мере опирается на экспериментальные 
данные, согласно которым при плоской прокатке зерна 
подразделяются на блоки ячеек в форме тонких полос с 
определенной ориентацией по отношению к осям обра-
ботки. В соответствии с этими данными автором пред-
лагается представить каждый кристаллит совокупно-
стью семейств из двух прилегающих полос, для кото-
рых записаны условия совместности деформаций. Для 
осредненных по двум полосам семейства деформаций 
используется гипотеза Фойгта (Тейлора). Деформиро-
вание в каждой из двух полос семейства реализуется по 
различными системам скольжения. Во избежание нало-
жения материала соседних полос или появления пустот 
(в силу различия сдвиговых деформаций) предлагается 
модифицированная модель ротации, принуждающая 
полосы семейства разворачиваться вокруг одной оси в 
разные стороны, обеспечивая выполнение условия 
сплошности. Приведен пример применения модели для 
прокатки поликристаллических листов, результаты де-
монстрируют менее острую, чем модель Тейлора, тек-
стуру, что согласуется с экспериментальными данными. 
Детальное изложение предлагаемой модели приведено 
в статьях [Leffers, 2001a, b]. 

В работе [Butler, McDowell, 1998] со ссылкой на ра-
нее опубликованные результаты теоретических и экспе-
риментальных (нагружение трубчатых образцов из  
чистой меди сжатием – кручением) исследований при-
ведены характерные особенности формирования дисло-
кационных субструктур в процессах пластического де-
формирования. Сопоставление экспериментальных и 
теоретических (полученных с использованием двух-
уровневых статистических моделей, основанных на ги-
потезе Фойгта или гипотезе «смягченных ограниче-
ний») данных показывает более «острые» текстуры, 
полученные расчетным путем, что авторы связывают с 
принятыми кинематическими гипотезами. Отмечается, 
что быстрый рост плотности дислокаций ведет к само-
организации последних в низкоэнергетические структу-
ры типа плотных стенок дислокаций, микрополос, по-
лос сдвига. С ростом деформаций микрополосы и стен-
ки, «захватывая» образующиеся дислокации (в первую 
очередь – геометрически необходимые дислокации 
(ГНД)), образуют тонкие слоистые некристаллографи-
ческие границы, отделяющие разориентированные (на 
15–20о и более) области кристаллита (зерна) – так назы-

ваемые «геометрически необходимые границы (ГНГ)». 
Образование ГНГ ведет к замедлению процесса тексту-
рообразования, поскольку новые границы служат в каче-
стве «носителей» дополнительных механизмов диссипа-
ции и накопления энергии. Одновременно ГНГ затруд-
няют движение дислокаций, что приводит к повышению 
напряжения течения. 

Для описания процесса образования субзерен в 
мультипликативное разложение градиента места мезо-
уровня вводится сомножитель, отвечающий за искажение 
кристаллита за счет ГНД, и дополнительная внутренняя 
переменная, характеризующая расстояние между стен-
ками ГНД (в дальнейшем эта величина принимается рав-
ной среднему размеру субзерна); для описания скорости 
изменения этих параметров предлагаются феноменоло-
гические соотношения. Данная модификация статистиче-
ской модели позволяет уменьшить резкость текстуры, 
учесть дополнительную релаксацию напряжений за счет 
вклада ГНД, однако не дает возможности определять 
реальную структуру разориентированных на определен-
ные углы субзерен (фрагментов). 

В работе [Hines et al., 1998] рассматривается процесс 
измельчения зерен (называемый авторами рекристалли-
зацией за счет прогрессирующей разориентации (рота-
ции) субзерен) в полосах сдвига, наблюдаемый во мно-
гих материалах при высокоскоростных нагружениях. 
Приведен краткий обзор результатов экспериментальных 
исследований высокоскоростных (3·104–4·104 с–1) испы-
таний образцов из различных материалов (меди, танта-
ла, алюминия, никеля). Отмечается, что в полосах сдви-
га температура и продолжительность процесса недоста-
точны для реализации рекристаллизации за счет 
диффузионных механизмов. Тем не менее данный про-
цесс действительно имеет черты рекристаллизации: 
в полосах сдвига образуются новые субзерна, отделен-
ные от исходной матрицы высокоугловыми границами 
и с низкой плотностью дислокаций внутри. Из экспери-
ментальных и теоретических результатов, описанных в 
обзоре, отмечается возможность коалесценции ячеек за 
счет их разворотов и утонения дислокационных стенок, 
что приводит к укрупнению субзерен. Приведены также 
данные о существенной зависимости процесса фрагмен-
тации от скорости деформации. 

Для теоретического анализа используется модифи-
кация вязкопластической модели типа Тейлора, упру-
гими деформациями пренебрегают. Рассмотрение про-
цесса эволюционирующей разориентации субзерен 
предлагается осуществить на основе модели бикристал-
ла, две части которого в отсчетной конфигурации разо-
риентированы относительно друг друга на небольшие 
углы (не более 2–3о). На общей фасетке границы кри-
сталлов заданы условия сопряжения по компонентам 
градиента скорости перемещений и вектора напряже-
ний, для нормальной составляющей последнего допус-
кается, что компоненты девиатора напряжений могут 
терпеть разрыв, компенсирующийся скачком среднего 
напряжения. Для остальных компонент тензоров гради-
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ента скорости перемещений и напряжений в каждой 
паре субзерен принимается правило смесей. Спин ре-
шетки определяется разностью тензора вихря и анти-
симметричной части тензора скоростей сдвига. Приве-
дено описание алгоритма численной реализации моде-
ли. Представлены результаты расчетов для простого 
сдвига различным образом ориентированных относи-
тельно осей нагружения образцов бикристаллов меди 
(ГЦК) и тантала (ОЦК-решетка). 

В статье [Mika, Dawson, 1999] для исследования 
эволюции разориентации кристаллитов на меж- и внут-
ризеренных границах использована прямая вязкопла-
стическая модель. Работа осуществлена на поликри-
сталлическом образце, содержащем в анализируемой 
области 172 зерна в форме 12-гранников (ромбических 
додекаэдров); для устранения краевых эффектов данная 
область окружена 144 аналогичными элементами. Об-
разец деформируется в условиях стесненной плоской 
осадки, по мнению авторов, воспроизводящей условия 
плоской прокатки. Каждое из зерен аппроксимировано 
576 конечными элементами в форме тетраэдров. Приве-
дены результаты расчетов в виде функций распределе-
ния ориентаций межзеренных и внутризеренных границ 
(относительно характерных осей нагружения) и углов 
разориентаций между соседствующими кристаллитами 
для различных степеней осадки (от 0 до 50 %). 

Физические теории упругопластичности позволяют 
не только получать информацию о сдвигах по системам 
скольжения (СС) и поворотах кристаллической решетки 
зерен, но и исследовать формирование и эволюцию 
дислокационных субструктур; один из вариантов такого 
типа моделей представлен в статье [Ortiz, Repetto, 
1999]. В первой части цитируемой работы с использо-
ванием формализма классической неравновесной тер-
модинамики приведена вариационная постановка зада-
чи упругопластичности, рассмотрен ее инкременталь-
ный вариант. В соответствии с последней траектория 
деформации (приращения сдвигов) определяется из ус-
ловия минимума приращения энергии деформации на 
шаге. Данная формулировка далее применена для физи-
ческой теории упругопластичности; отмечается потеря 
выпуклости функционала вариационной постановки 
(«псевдоупругого потенциала») при кинематическом 
разупрочнении (вследствие вращения решетки) и учете 
латентного упрочнения. Отмечается, что известные экс-
периментальные данные свидетельствуют о существо-
вании в кристаллитах областей, деформируемых оди-
ночным скольжением и отделенных друг от друга  
тонкими прослойками дислокационных субструктур 
(плоскими скоплениями, стенками и др.). В предлагае-
мой модели переход к локальному одиночному сколь-
жению («пятнистому сдвигу») и образование тонкой 
микроструктуры связывается с потерей выпуклости по-
тенциала вследствие латентного упрочнения. 

В работе используется мультипликативное разло-
жение градиента места [Bilby et al., 1957; Kroner, 1959; 
Lee, Liu, 1967; Lee, 1969]; скорость изменения пласти-

ческой составляющей в кристаллите pf  определяется 
скоростями сдвигов по СС. Следуя данным [Nye, 1953], 
вводится тензор плотности дислокаций p, который оп-

ределяется через pf , 
o

p= p f   (
o
  – оператор Гамиль-

тона, определенный в отсчетной конфигурации), кото-
рый в конечном счете выражается через сдвиги по СС. 
Кристаллит далее рассматривается как совокупность 
областей однородно деформируемого материала (пла-
стическое деформирование реализуется однородным 
одиночным сдвигом), отделенных тонкими прослойка-
ми – границами. На границах упругая и пластическая 
составляющие градиента места терпят разрыв, градиент 
места f удовлетворяет условиям совместности в слабом 
смысле (почти всюду, кроме прослоек, где градиент 
места может испытывать разрыв по сдвигам вдоль гра-
ницы). По величине разрыва пластической составляю-
щей градиента места с помощью приведенного выше 
соотношения устанавливается плотность дислокаций в 
прослойке; таким образом, граница представляется ди-
польной стенкой дислокаций, принадлежащих двум СС 
по обе стороны от прослойки. 

Предусматривается возможность образования мно-
гоуровневых границ-прослоек, для чего используется 
модель бинарного дерева (ветвящегося графа, из каждого 
узла исходят либо 2, либо 0 ветвей; градиент места в уз-
лах равен среднему градиентов места, приписанных вет-
вям; на нулевом уровне («корне») градиент места равен 
среднему для кристаллита). Наличие многоуровневых 
прослоек, в которых допускается сдвиг, позволяет при их 
достаточном количестве обеспечить любую предписан-
ную деформацию за счет одиночных сдвигов. Приведены 
примеры определения различно ориентированных границ 
в ГЦК-кристаллах, которые согласуются с эксперимен-
тально наблюдаемыми субструктурами при различных 
видах нагружения. В заключительной части статьи при-
веден способ внесения в модель абсолютных масштабов 
тонкой структуры, основанный на введении в полную 
энергию аддитивной добавки от собственной энергии 
дислокаций; приведены примеры вычисления размеров 
ячеек дислокационных субструктур, результаты нахо-
дятся в хорошем качественном и количественном соот-
ветствии с экспериментальными данными. Детальное 
изложение алгоритма реализации предлагаемой модели 
представлено в работе [Ortiz et al., 2000]. Результаты 
применения модели к анализу эволюции микрострукту-
ры образцов из сплава Al–Cu, обработанных в процессе 
равноканального углового прессования (РКУП), показы-
вают удовлетворительное соответствие эксперименталь-
ным данным [Sivakumar, Ortiz, 2004]. 

Для теоретического исследования процессов разво-
ротов зерен (субзерен, фрагментов) в работе [Delannay, 
2001] использованы две модели – прямая упругопла-
стическая модель и LAMEL [Van Houtte et al., 1999]; 
отметим, что именно с формированием разориентиро-
ванной структуры автор связывает измельчение зерен. 
В прямой модели каждое зерно описывалось одним ку-
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бическим (в отсчетной конфигурации) элементом с во-
семью узлами (точками интегрирования). Исследова-
лось влияние начальной ориентации нескольких выде-
ленных зерен и различных распределений ориентаций 
остальных зерен, входящих в представительный макро-
объем (1200 зерен), на средние ориентации и разориен-
тации в пределах зерна, определяемые по ориентациям 
в точках интегрирования. Значительная часть работы 
посвящена анализу экспериментальных данных по из-
мельчению зерен при холодной прокатке образцов из 
алюминиевого сплава 1050. Результаты теоретических 
расчетов с использованием прямой модели демонстри-
руют удовлетворительное соответствие с эксперимен-
тальными данными. Показано качественное соответст-
вие результатов расчетов с помощью обеих моделей – 
прямой и LAMEL. 

Сопоставлению результатов применения различных 
моделей (типа Тейлора – Бишопа – Хилла (ТБХ) и За-
кса, их модификаций [Raabe, 1995; Mao, 1998] и пря-
мой) для анализа формирования текстуры и разворотов 
субзерен поликристаллических материалов с ГЦК-ре-
шеткой (на примере алюминия) посвящена статья 
[Raabe et al., 2002]. Результаты расчетов сравниваются с 
экспериментальными данными, полученными авторами 
на образцах, прокатанных до обжатия в 95 % (логариф-
мическая деформация сжатия вдоль нормали равна 3). 
Показано, что лучшее (по сравнению с классическими 
моделями типа ТБХ и Закса) качественное и количест-
венное соответствие с экспериментальными данными 
обнаруживают текстуры, определенные с помощью 
прямой и модифицированных моделей Закса и Тейлора. 
Полученные результаты свидетельствуют о существен-
ной зависимости текстуры от учета взаимодействия со-
седних зерен; особенно сильно данная зависимость про-
является для кристаллитов с неустойчивой ориентаци-
ей, т.е. таких, для которых незначительные изменения 
внешних воздействий влекут резкое изменение актив-
ности СС. В то же время разделение зерен на субзерна 
зависит главным образом от исходной ориентации зерен 
по отношению к осям обработки, влияние соседних зе-
рен на этот процесс менее значительно. 

В работе [Barnett, Montheillet, 2002] для описания 
процесса измельчения зеренной структуре при круче-
нии образцов из алюминиевого сплава 1050 использует-
ся вязкопластическая статистическая модель с показа-
телем скоростной чувствительности m = 0,05, что при-
ближает ее к пластической модели типа Тейлора – 
Бишопа – Хилла (ТБХ). Принята гипотеза Фойгта, ис-
пользуется модель ротации Тейлора. В отсчетной кон-
фигурации принимается, что зерна включают агрегаты 
субзерен, разориентированные по отношению к номи-
нальной ориентации зерна случайным образом (с нор-
мальным законом распределения) на углы в пределах 1о. 
Показано, что при больших деформациях (превышаю-
щих по эквивалентной деформации 2) большая часть 
малоугловых границ превращается в большеугловые с 
осями разориентировки, преимущественно ориентиро-

ванными в радиальном направлении образцов. Теорети-
ческие результаты подтверждаются полученными авто-
рами экспериментальными данными. 

Результаты исследования процесса холодного 
РКУП ГЦК-поликристаллов с использованием самосо-
гласованной вязкопластической модели представлены в 
[Beyerlein et al., 2003]; упрочнением пренебрегалось. 
Исследованы известные наиболее распространенные  
4 маршрута РКУ: А (без поворота заготовки), ВА (кан-
товка на 90о после каждого прохода в противоположных 
направлениях), ВС (кантовка на 90о после каждого про-
хода в одном направлении), С (кантовка на 180о после 
каждого прохода); расчеты для каждого маршрута про-
ведены для четырех проходов. Для описания измельче-
ния зерен предлагается простая геометрическая модель, 
состоящая в следующем. Каждое зерно аппроксимиру-
ется эллипсоидом с длиной осей L (наибольшая),  
M (средняя) и S (наименьшая). В процессе деформиро-
вания зерна испытывают аффинные изменения конфи-
гурации, т.е. сохраняют форму эллипсоидов. При вы-
полнении условий (L/S > R, M/S < R/2) зерно разделяется 
на два, при выполнении условий (L/S > R, M/S > R/2) – на 
четыре новых зерна; здесь R – эмпирически подбирае-
мый параметр. Показано, что выбор маршрута оказыва-
ет существенное влияние на распределение зерен по 
ориентациям, геометрии (равноосности) и размерам. 
Отмечается, что для более точного описания процесса 
измельчения зерен необходима разработка более «тон-
ких» моделей, основанных на рассмотрении формиро-
вания ячеек и фрагментов. 

Результаты детального исследования влияния ко-
личества и размеров конечных элементов, аппрокси-
мирующих зерна поликристаллического материала, с 
применением прямой упруговязкопластической моде-
ли содержатся в [Buchheit et al., 2005]. Исследования 
проведены для образцов из поликристаллической меди 
(ГЦК-решетка), подвергаемых одноосному растяже-
нию. Количество элементов («субзерен»), аппрокси-
мирующих зерна, изменялось в широких пределах – 
от 1 до 512. Для описания ротации решеток субзерен 
принята модель Тейлора; при достижении значитель-
ных углов разориентации соседствующих субзерен 
последние можно рассматривать как новые зерна. От-
мечается, что более детальное разбиение зерен не при-
водит к существенному изменению зависимости на-
пряжений от накопленных пластических деформаций. 
Хотя измельчение сетки позволяет более детально 
описать формирование текстуры, особенно – для зерен 
с неустойчивыми ориентациями, качественно полюс-
ные фигуры, полученные на мелких и крупных сетках, 
можно считать аналогичными. 

Дисклинационная модель для описания измельче-
ния зерен предложена в работах [Орлова и др., 2005; 
Enikeev et al., 2007] (в работе [Орлова и др., 2005] – 
в плоской, в [Enikeev et al., 2007] – в объемной поста-
новке). Полагается, что дисклинации, расположенные 
в стыках зерен, порождаются несовместностью дефор-
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мации зерна и окружения. С использованием известных 
экспериментальных данных принимается, что при дос-
тижении стыковых дисклинаций критической мощно-
сти (примерно 1~3о) они могут прорастать в тело зерна 
с угла малоугловой границы. С накоплением угла раз-
ворота субзерен из исходного зерна получается 4 новых 
зерна. В статье [Орлова и др., 2005] приведен также 
энергетический анализ процесса дробления зерен. Для 
анализа пластического деформирования используется 
самосогласованная упруговязкопластическая модель. 
Результаты исследования процесса РКУП (маршрут С) 
показывают, что совместное использование самосогла-
сованной упруговязкопластической и дисклинационной 
моделей позволяет более адекватно описать формиро-
вание текстуры [Enikeev et al., 2007]. 

В [Nazarov et al., 2006] для описания измельчения 
зерен предлагается использовать дисклинационную 
модель в сочетании с самосогласованной вязкопласти-
ческой моделью. Каждое зерно аппроксимируется эл-
липсоидом; для использования дисклинационной мо-
дели зерно вписывается в прямоугольный параллеле-
пипед. Скорость накопления дисклинаций полагается 
пропорциональной разнице деформации скорости од-
нородного континуума (матрицы) и зерна. Деформи-
рование ведет к образованию в плоскостях, содержа-
щих по паре главных диагоналей параллелепипеда, 
дислокационных стенок и разворотов двух из четырех 
формирующихся субзерен. Развороты субзерен описы-
ваются дисклинациями. Дальнейшее деформирование 
приводит к увеличению углов разориентировки (мощ-
ности дисклинаций); при достижении углов разворота, 
соответствующих переходу от мало- к высокоугловым 
границам (10–15о), каждое из субзерен рассматривает-
ся как отдельное зерно. Приведены и обсуждаются 
результаты моделирования поликристаллического аг-
регата из 230 зерен, подвергнутого простому сдвигу. 

В работе [Wu et al., 2006] для исследования измель-
чения зерен в процессе РКУП (по схеме С) предлагается 
использовать прямую упруговязкопластическую мо-
дель, подробное описание которой приведено в статье 
[Wu, Lloyd, 2004]. Задача поставлена в плоской поста-
новке; процесс деформирования рассматривается как 
последовательные этапы знакопеременного простого 
сдвига. В отсчетной конфигурации исследуется область, 
состоящая из 10×10 квадратов, имитирующих зерна 
поликристалла (алюминиевый сплав AA6111-T4). Каж-
дое из зерен аппроксимируется совокупностью субзе-
рен – конечных элементов (от 4×4 до 8×8 на зерно) 
квадратной в отсчетной конфигурации формы. Прини-
мается, что при достижении определенной минималь-
ной разориентировки рассматриваемого субзерна с ок-
ружающими элементами критического значения θс 
(в расчетах принято θс=11о) данное субзерно рассматри-
вается как отдельное зерно. Получены результаты по 
распределению ориентаций, текстуре и эволюции раз-
мера зерен. Отмечается, что измельчение зеренной 
структуры происходит преимущественно в первых про-

ходах РКУП. Численные результаты находятся в каче-
ственном согласии с экспериментальными данными. 

Описание процесса измельчения зерен, основанное 
на прямой упруговязкопластической модели, рассмот-
рено в [Rezvanian, 2006; Rezvanian et al., 2006, 2007, 
2008]. Для определения скорости изменения напряже-
ний использованы гипотеза аддитивности упругой и 
пластической составляющей тензора деформации ско-
рости и изотропный гипоупругий закон с производной 
Зарембы – Яуманна [Zaremba, 1903; Jaumann, 1911] тен-
зора напряжений Коши и «пластическим» спином. Пла-
стическая составляющая тензора деформации скорости 
определяется по скоростям сдвига, последние – из вяз-
копластического закона, учитывающего влияние темпе-
ратуры. Используется подмодель ETMB (Estrin, Tóth, 
Molinari, Bréchet) [Mughrabi, 1983, 1988; Estrin et al., 
1998; Tóth et al., 2002], согласно которой исследуемый 
материал полагается состоящим из двух «фаз» – ячеек и 
стенок между ними; предложены эволюционные урав-
нения для определения изменения плотностей дислока-
ций в каждой из этих подобластей и объемной доли ка-
ждой из «фаз». Следует отметить, что неустойчивость 
равномерного распределения дислокаций, их склон-
ность к образованию низкоэнергетических структур 
(стенок, ячеек) интенсивно исследовалась как экспери-
ментально, так и теоретически еще с середины ХХ в. 
[Nabarro et al., 1964; Nine, 1967; Kuhlmann-Wilsdorf, 
Nine, 1967; Holt, 1970; Kuhlmann-Wilsdorf, Hansen, 1991; 
и др.]; авторы указанных работ отмечают, что процесс 
формирования и топология ячеек существенным обра-
зом зависят от свойств решетки, энергии дефекта упа-
ковки, температуры, действующих напряжений. При-
нимается, что скорости сдвигов по СС в ячейках и в 
стенках одинаковы; при этом не поясняется, что следует 
понимать под СС в стенках, представляющих собой 
тонкие области с высокой плотностью дислокаций (из 
контекста следует, что СС в стенках считаются просто 
продолжениями аналогичных систем в ячейках). Сдви-
говые напряжения на СС принимаются равными взве-
шенной (с объемными долями) сумме напряжений в 
ячейках и стенках. Критические сдвиговые напряжения 
в каждой из «фаз» определяются по суммарной плотно-
сти статистически накопленных и геометрически необ-
ходимых дислокаций. Приведены кинетические уравне-
ния для определения изменения плотностей статистиче-
ски накопленных (СНД) и геометрически необходимых 
(ГНД) дислокаций в каждой из «фаз»; отдельно рас-
смотрено соотношение для определения изменения 
плотности зернограничных дислокаций (ЗГД). 

Детально описаны алгоритмы и численные схемы, 
использованные для реализации модели. Для описания 
зеренной структуры использован метод многогранников 
Вороного. В основу методики положен метод конечных 
элементов в плоской постановке. Приведены результа-
ты решения (характеристики НДС, значения углов по-
ворота решеток зерен, плотности СНД, ГНД и ЗГД, 
размеры ячеек, скорости накопленных сдвигов по СС, 
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критические напряжения на СС) нескольких задач (о 
прокатке алюминиевой полосы, одноосном растяжении 
медного образца). Приведены результаты исследования 
влияния размеров зерен и их разориентации на эволю-
цию микроструктуры и поведение материала. Отмеча-
ется удовлетворительное соответствие численных и 
имеющихся экспериментальных данных. 

В рамках прямой упруговязкопластической модели в 
работе [Aoyagi, Shizawa, 2007] вводятся две дополнитель-
ные переменные: тензор плотности ГНД, определяемый 
градиентом сдвигов по СС, и так называемый тензор 
«геометрически необходимой несовместности (ГНН)», 
устанавливаемый вторыми градиентами сдвигов и харак-
теризующий плотность дислокационных диполей. Оба 
тензора входят в соотношения для определения упрочне-
ния, причем ГНН используется для описания возврата за 
счет аннигиляции дислокаций диполей. Предлагаемая мо-
дель реализована в плоской постановке методом конечных 
элементов (МКЭ); показано возникновение в процессе 
деформирования мало- и большеугловых границ в зернах. 

Результаты, полученные с применением упруговяз-
копластической модели тейлоровского типа для ком-
мерческой и высокой степени чистоты α-титана (ГПУ-
решетка), представлены в статье [Wu et al., 2008]. Неуп-
ругая составляющая градиента скорости перемещений 
принимается равной сумме скоростей сдвига и двойни-
кования, умноженных на соответствующие ориентаци-
онные тензоры. Величина скоростей сдвига по каждой 
СС определяется степенным законом; скорость сдвига 
по системам двойникования определяется произведени-
ем фиксированного сдвига двойника и скорости изме-
нения объемной доли двойников каждой ориентации, 
последняя также определяется степенным законом. При 
достижении критической объемной доли двойников 
(в цитируемой работе – 0,4) предполагается, что зерно 
испытывает фрагментацию с образованием нескольких 
«потомков», сохраняющих параметры достигнутого 
упрочнения, но различающихся ориентациями, опреде-
ляемыми ротациями решетки при двойниковании. Разо-
риентированные фрагменты в дальнейшем рассматри-
ваются как отдельные зерна. 

Описаны состав используемых материалов, методика 
экспериментов для определения полюсных фигур (вклю-
чая установление начальной текстуры) и идентификации 
модели. В качестве образцов использовался листовой 
материал после глубокой прокатки и термообработки. 
Для идентификации и верификации модели проводилась 
серия испытаний по осадке образцов в трех взаимно-
перпендикулярных направлениях (в направлении про-
катки, поперечном и по направлению нормали к плоско-
сти листа). Показано хорошее соответствие результатов 
расчета кривой σ–ε с экспериментальными данными по 
осадке в направлении прокатки, не использованными на 
стадии идентификации. Сравнение теоретически полу-
ченных полюсных фигур и соответствующих экспери-
ментальных данных также обнаруживает удовлетвори-
тельное соответствие. 

В работе [Li, 2009] для качественной оценки степе-
ни измельчения зерен поликристаллических образцов с 
ОЦК-решеткой в процессах равноканального углового 
прессования (РКУП) при углах излома 90о и 120о ис-
пользована статистическая вязкопластическая модель 
типа Тейлора – Бишопа – Хилла (ТБХ). Рассмотрены 
три маршрута: А, В и С. Основываясь на эксперимен-
тальном факте наличия связи между фрагментацией и 
накоплением избыточных дислокаций одного знака 
(ГНД), с одной стороны, и увеличением плотности ГНД 
при возрастании числа активных СС – с другой, автор 
предлагает связать степень измельчения зерен с количе-
ством новых активируемых на последовательных про-
ходах СС. На основе полученных данных делается вы-
вод о наибольшей эффективности для измельчения зе-
рен маршрута В, несколько более низкой – маршрута А; 
наименьшую эффективность демонстрирует маршрут С. 

Результаты исследования влияния начальной разори-
ентации соседних зерен на развитие текстуры при про-
стом сдвиге поликристаллического образца с ГЦК-
решеткой представлены в [Chang et al., 2010]. Задача рас-
сматривается в плоской постановке. Для анализа исполь-
зована прямая упруговязкопластическая модель со сте-
пенным законом течения и анизотропным упрочнением в 
сочетании с МКЭ, реализация модели осуществлена с 
применением пакета ABAQUS. Исследуемая квадратная 
в отсчетной конфигурации область покрыта 400 (20×20) 
подобластями – зернами, каждое зерно подразделяется на 
3×3 субзерна, в отсчетной конфигурации все субзерна 
каждого зерна имеют одинаковую ориентацию. Анали-
зируются два варианта разориентаций соседних зерен 
(при неизменной общей для области функции распре-
деления ориентаций): а) с преимущественно малыми 
(90 % зерен имеют углы разориентации с соседними 
зернами в интервале 10–20о); б) с преимущественно 
большими (90 % зерен разориентированы на 50–60о) 
разориентировками. При деформировании субзерна 
имеют возможность вращаться относительно соседних 
зерен и субзерен. Показано, что с ростом деформации 
средние углы разориентировок между субзернами воз-
растают. В то же время с увеличением накопленной 
деформации имеет место «размытие» начальных пиков 
функции распределения углов разориентировок; при 
этом для варианта б) темп «размытия» выше, чем для 
варианта а), что объясняется большей неоднородно-
стью деформаций и более сильными взаимодействия-
ми между зернами для варианта б). 

Модификация упруговязкопластической модели 
тейлоровского типа представлена в серии работ [Tόth 
et al., 2010; Toth, Gu, 2013]. Для описания деформаци-
онного упрочнения принята ячеистая модель кристал-
литов, приведены эволюционные уравнения для плот-
ностей дислокаций внутри и в стенках ячеек, при этом в 
стенках дислокации подразделяются на статистически 
накопленные и геометрически необходимые. Особое 
внимание уделено описанию фрагментации зерен. Со-
гласно предлагаемой модели фрагментации полагается, 
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что внутренность зерен испытывает повороты как жест-
кое целое, тогда как на их периферии ротация тормо-
зится окружающими зернами, в результате чего решет-
ка приграничной области накапливает искажения (кри-
визны–кручения). С искажениями решетки авторы 
связывают так называемые дислокации, генерируемые 
кривизной (решетки). При описании поликристалличе-
ского агрегата каждое из рассматриваемых зерен куби-
ческой формы подразделяется на 27×27×27 кубических 
элемента (три последовательные генерации с разбивкой 
по три элемента на ребро); следует отметить, что при 
этом истинная геометрия зерен не описывается, модель 
является статистической, хотя и с привнесением при-
знаков прямых моделей в части отслеживания инфор-
мации о взаиморасположении и взаимоориентации эле-
ментов. В начальной конфигурации все элементы,  
принадлежащие данному зерну, имеют одинаковые 
ориентации и параметры, определяющие деформирова-
ние. В каждой генерации из 27 элементов центральный 
кубик испытывает повороты, определяемые градиентом 
места; до достижения критического значения разориен-
тации (в работе в качестве такового принято отклонение 
кристаллографических направлений в 5°) все элементы, 
входящие в агрегат соответствующей генерации, счи-
таются имеющими одинаковую ориентацию и упрочне-
ние по системам скольжения. При достижении элемен-
том разориентации (с центральным элементом своей 
генерации) критического значения в дальнейшем он 
рассматривается как отдельное зерно. Модель исполь-
зована для исследования эволюции зеренной структуры 
и напряженно-деформированного состояния образца из 
технически чистой меди, подвергаемого РКУП. Показа-
но, что результаты расчетов распределения размеров 
зерен, разориентаций, полюсных фигур и упрочнения 
удовлетворительно согласуются с экспериментальными 
данными. Результаты применения модели для анализа 
измельчения зерен и формирования текстуры при мо-
дифицированном процессе углового прессования 
(с уменьшением диаметра выходного канала) образцов 
из коммерчески чистого алюминия приведены в работе 
[Gu, Toth, 2012]; показано значительное уменьшение 
размеров зерен по сравнению с обычным РКУП. В ста-
тье [Toth, Gu, 2014] приведен также краткий обзор наи-
более распространенных методов получения ультра-
мелкозернистых материалов, обсуждаются особенности 
формирующейся микроструктуры, связи последней 
с механическими характеристиками. 

Детальное изложение модели, основанной на прин-
ципе виртуальных скоростей, псевдоконтинууме Коссе-
ра и прямой вязкопластической модели, представлено 
в [Kim, Oh, 2012]. Для описания процесса измельчения 
зерен предполагается возможность появления внутрен-
них поверхностей разрыва спина, т.е. появления разори-
ентированных частей кристаллита; скорости перемеще-
ний принимаются непрерывными. Для определения мо-
ментных напряжений, действующих на поверхностях 
разрыва, используется энергетический подход; поверх-

ностная энергия аппроксимируется линейной функцией 
угла разориентировки. Проверка адекватности модели 
проведена на тестовом примере стесненной осадки (на 
20 %) монокристаллического образца в плоской поста-
новке. Предполагается, что разделение монокристалла 
на разориентированные субзерна (зерна) осуществляет-
ся по априори намеченным границам. Детально иссле-
дуется влияние на эволюцию структуры материала  
начальной ориентации кристалла, энергии дефекта упа-
ковки, параметров, входящих в определяющие уравне-
ния. Показано, что измельчение зерен приводит к 
уменьшению работы на пластических деформациях, что 
позволяет использовать критерий минимума работы. 

Модификация самосогласованной вязкопластиче-
ской модели, ориентированная на описание эволюции 
разориентации частей зерен (в дальнейшем – субкри-
сталлов) и формирования измельченной зеренной 
структуры, рассмотрена в работе [Ostapovets et al., 
2012]. Следуя мнению [Wu et al., 2010], возникновение 
разворотов субкристаллов связывается с дислокацион-
ными реакциями, в результате которых образуются си-
дячие дислокации; дальнейшее неупругое деформиро-
вание приводит к формированию в окрестностях сидя-
чих дислокаций дислокационных скоплений (стенок), 
которые можно рассматривать как малоугловые грани-
цы. Продолжающееся пластическое деформирование 
ведет к увеличению углов разориентации, формирова-
нию большеугловых границ и разделению исходного 
зерна на субзерна. При этом каждый субкристалл 
в рамках самосогласованной модели рассматривается 
как эллипсоид, находящийся в матрице с эффективны-
ми характеристиками. Приведены соотношения для оп-
ределения приращений углов поворота вокруг осей, 
ориентация которых в кристаллографической системе 
координат (КСК) определяется типом упомянутых вы-
ше дислокационных реакций, в зависимости от прира-
щений сдвигов по системам скольжения. Модель при-
менена для исследования процесса РКУП монокристал-
лического образца из технически чистого магния для 
двух ориентировок КСК относительно характерных 
осей обработки. Результаты расчетов по распределению 
ориентаций и долям границ с различным числом совпа-
дающих узлов сопоставляются с данными проведенных 
авторами экспериментов; соответствие результатов 
можно считать удовлетворительным. 

Методика и результаты детального эксперимен-
тального и теоретического исследования фрагмента-
ции поликристаллического алюминия, подвергнутого 
стесненной осадке при температуре 400°С, содержатся 
в [Quey et al., 2012]. Осадка осуществлялась в несколь-
ко этапов (до степеней деформации 0,19; 0,42; 0,77) 
с промежуточными разгрузками до достижения сум-
марной деформации 1,2; между указанными этапами 
деформации осуществлялось перестроение сетки с ис-
пользованием методики, изложенной в [Quey et al., 2011]. 
Для теоретического анализа в качестве основы приня-
та прямая упруговязкопластическая модель, изложен-
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ная в статье [Marin, Dawson, 1998a, b], с разбиением 
каждого зерна в среднем на 600 десяти-узловых эле-
ментов на начальной стадии деформирования и на 
1250 элементов – на завершающей стадии. Результаты 
расчетов и экспериментальные данные показывают, что 
фрагментации подвергается лишь часть зерен (от 10 до 
20 %), в остальных развороты частей зерен в среднем 
следуют общему тренду. При этом наибольшую склон-
ность к фрагментации испытывают зерна, симметрий-
ные элементы которых близки к плоскостям симмет-
рии образца (соответствующим симметрии нагруже-
ния). Отмечается, что доля фрагментированных зерен 
растет примерно пропорционально деформации, дос-
тигая при степени деформации 1,2 значения 20 %, что 
находится в удовлетворительном соответствии с экспе-
риментальными данными. 

Прямые модели, позволяющие учитывать неодно-
родность деформирования и ротаций в пределах зерен, 
требуют больших вычислительных ресурсов, в связи 
с чем исследователями предлагаются различные вариан-
ты более эффективного описания негомогенности де-
формаций кристаллитов. В серии статей [Arul Kumar et 
al., 2011; Arul Kumar, Mahesh, 2012, 2013] рассматривает-
ся одна из таких моделей для описания неоднородного 
деформирования и измельчения зерен поликристалла. 
Приведен обзор литературы по подходам и методам ис-
следования измельчения зерен в процессах неупругого 
деформирования. Считается, что дробление является ре-
зультатом формирования в зернах полос сдвига, микро- и 
макрополос деформации. Для их описания каждое из 
зерен предлагается представить совокупностью полосо-
вых областей, в каждой из которой приняты условия од-
нородности; в качестве базовой используется жесткопла-
стическая модель типа Тейлора – Бишопа – Хилла, рота-
ции кристаллической решетки определяются с помощью 
модели Тейлора. Для поликристаллического агрегата и 
каждого зерна принята гипотеза Фойгта (Тейлора); для 
описания возникновения полос неоднородности вводятся 
случайные отклонения ориентаций решеток полос. Пока-
зано, что при определенных ориентировках зерен по от-
ношению к характерным осям деформирования между 
полосовыми областями развивается значительная разо-
риентация решетки; сформулирован критерий для опре-
деления границ неустойчивых разориентировок. Прини-
мается, что полосы сдвига могут менять ориентацию от-
носительно кристаллической решетки; для определения 
ориентации используется критерий минимума мощности 
диссипации на сдвигах. Предложено описание формиро-
вания дислокационных стенок и связанного с этим про-
цессом упрочнения СС. Приведены примеры применения 
модели для нагружения в условиях плоской деформации, 
показано качественное соответствие теоретических 
и экспериментальных результатов. 

В работе [Li, 2013] приведены результаты исследо-
вания влияния различных маршрутов РКУП на формиро-
вание текстуры и измельчение зерен поликристаллов 
с ГЦК-решеткой. Используется комбинированный под-

ход, согласно которому на первом этапе с помощью мак-
рофеноменологической теории пластического течения и 
МКЭ определяется история деформирования для всей 
исследуемой области. На втором этапе для нескольких 
характерных точек поперечного сечения заготовки осу-
ществляются расчеты характеристик, описывающих по-
ведение представительных макрообъемов (выделенных 
точек), с применением самосогласованной вязкопласти-
ческой модели при определенном на первом этапе кине-
матическом нагружении. По аналогии с данными [Li, 
2009] для качественной оценки степени измельчения зе-
рен используется критерий количества новых СС, акти-
вируемых в последовательных проходах. 

Результаты подобных исследований приведены в 
статье [Li et al., 2013]. Рассмотрен процесс РКУП об-
разцов с ГЦК-решеткой (алюминиевые сплавы, медь) 
при углах излома канала 90о и 120о; исследованы мар-
шруты прессования (8 проходов) с углами поворота 
образцов вокруг продольной оси от 0о до 180о с шагом в 
15о. Нагружение рассматриваемого образца (представи-
тельного макрообъема) в каждом проходе осуществлено 
простым сдвигом, величина сдвига задана из аналити-
ческого решения. Для теоретического исследования 
использована самосогласованная вязкопластическая 
модель. Получены результаты расчетов с использовани-
ем геометрической модели измельчения зерен, предло-
женной в [Beyerlein et al., 2003]; показано, что данная 
модель не позволяет корректно описать наблюдаемые 
на практике тенденции изменения размеров зерен при 
различных режимах (углах излома канала и углах пово-
рота образцов). По мнению авторов, для качественной 
оценки степени измельчения зерен и их разориентации 
более приемлемым является параметр, характеризую-
щий относительную долю «новых» активируемых сис-
тем скольжения (отнесенную к общему числу активных 
СС на каждом проходе), осредненную по всем прохо-
дам. Для исследуемых углов излома канала получены 
наиболее эффективные (с точки зрения измельчения 
зеренной структуры) значения поворотов образцов ме-
жду проходами. Для верификации модели авторами 
проведены эксперименты по прессованию образцов из 
технически чистой меди; показано удовлетворительное 
качественное соответствие результатов экспериментов 
и расчетов. 

Комбинированная модель, включающая прямую 
упругопластическую подмодель и клеточный автомат 
(КА), рассматривается в работах [Svyetlichnyy, 2013; 
Svyetlichnyy et al., 2015]. Алгоритм реализации модели 
основан на пошаговой процедуре. На основе информа-
ции о плотностях дислокаций на каждом шаге нагруже-
ния анализируется состояние ячеек КА, покрывающих 
сетку конечных элементов, используемую в прямой 
подмодели. При достижении критической плотности 
дислокаций на СС в соответствующих ячейках автомата 
формируются дислокационные стенки, трактуемые как 
малоугловые границы. Дальнейшее деформирование 
приводит к разворотам ячеек, преобразованию малоуг-
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ловых границ в большеугловые, образованию субзерен 
и новых зерен меньших, чем исходные, размеров. При-
ведены примеры применения предлагаемой модели для 
исследования интенсивного деформирования образцов 
из алюминия и некоторых сталей; сопоставление чис-
ленных и экспериментальных результатов показывает 
их удовлетворительное соответствие. 

Гибридная модель, основанная на МКЭ в упруго-
пластической постановке и подмодели ETMB для 
описания эволюции дислокационной субструктуры, 
рассмотрена в статье [Hassani-Gangaraj et al., 2015]. 
В качестве базовой модели материала использована 
классическая теория упругопластичности (теория тече-
ния с изотропным упрочнением и критерием Мизеса). 
Средний размер ячеек (трактуемый как размер зерен) 
принимается обратно пропорциональным корню квад-
ратному из суммарной плотности дислокаций. Указан-
ная дислокационная подмодель, управляющим пара-
метром в которой, определяющим эволюцию плотно-
стей дислокаций в стенках и ячейках, является 
интенсивность пластической составляющей тензора 
деформации скорости, применена для расчета напряже-
ния течения. Для численной реализации модели исполь-
зованы МКЭ, пошаговая схема нагружения, итерацион-
ная процедура (для определения плотностей дислока-
ций, напряжения течения и приращения пластических 
деформаций на шаге нагружения) и явная схема интег-
рирования. Модель применена для анализа напряженно-
деформированного состояния (включая остаточные на-
пряжения), изменения по глубине структуры (размеров 
ячеек, плотности дислокаций) и физико-механических 
характеристик материала (сталь AISI 4340) приповерх-
ностных слоев образца, подвергнутого поверхностной 
обработке (обдувкой дробью). Исследовано влияние на 
указанные характеристики скорости, радиуса и твердо-
сти дроби, «степени покрытия» (отношения суммарной 
площади отпечатков к площади обрабатываемой по-
верхности). Результаты проведенных авторами экспе-
риментов (включая исследования микроструктуры с 
помощью электронной микроскопии) находятся в удов-
летворительном соответствии с расчетными данными. 

В работе [Frydrych, Kowalczyk-Gajewska, 2016] для 
анализа измельчения зерен предлагается 3-уровневая 
вязкопластическая модель. Элементом верхнего уровня 
является представительный макрообъем поликристалла, 
состоящий из большого количества (нескольких сотен) 
зерен. В качестве элемента второго структурно-
масштабного уровня принимается зерно. Каждое из зе-
рен представляется совокупностью (в работе – 100) 
«субзерен» (элементов 3-го структурно-масштабного 
уровня), разориентированных относительно друг друга 
в отсчетной конфигурации по случайному закону на 
небольшие углы (не более 1о). Для связи переменных 
соседних уровней рассматриваются в разных комбина-
циях два возможных подхода: применение «полностью 
стесненной» модели Тейлора (гипотезы Фойгта) и само-
согласованной модели. На нижнем уровне используется 

вязкопластическая модель со степенным законом тече-
ния и анизотропным законом упрочнения (с насыщени-
ем). Трехуровневая модель применена для исследования 
деформирования образцов из чистого алюминия и алю-
миниевого сплава в процессе равноканального углового 
(РКУ) прессования (4 прохода с кантовкой на 90о в од-
ном направлении после каждого прохода). Показано, 
что различие в начальных ориентировках субзерен при-
водит к отличиям в активности СС, что обусловливает 
нарастание разориентировок. При достижении опреде-
ленной разориентировки субзерна по отношению к 
средней ориентировке зерна субзерно рассматривается 
как новое зерно. В работах [Frydrych, Kowalczyk-
Gajewska, 2018; Frydrych, 2019] на основе результатов, 
представленных в цитируемой выше статье, для связи 
параметров представительного макрообъема и зерна 
использована схема Тейлора, для связи переменных 
уровня зерен и субзерен – самосогласованная модель. 
В работе [Frydrych, Kowalczyk-Gajewska, 2018] предло-
жена модификация модели для учета процесса двойни-
кования в металлах и сплавах с ГПУ-решеткой; для 
описания двойникования субзерен использован вероят-
ностный подход. Приведены результаты применения 
модели для анализа холодной прокатки образца из ти-
тана. В [Frydrych, 2019] представлены результаты рас-
четов для случая интенсивного неупругого деформиро-
вания образцов из нержавеющих сталей аустенитного и 
ферритного классов. 

В [Lebensohn et al., 2016] указывается, что стан-
дартная самосогласованная вязкопластическая (ССВП) 
модель [Lebensohn et al., 2012], оперирующая только 
осредненными по зернам параметрами (первыми мо-
ментами), не позволяется анализировать неоднородные 
поля напряжений, деформаций, поворотов решетки в 
пределах кристаллитов, в силу чего не дает возможно-
сти рассматривать измельчение зерен. В связи с этим 
были разработаны различные модификации ССВП-мо-
дели, наиболее математически корректной из которых 
авторы считают схему второго порядка, рассмотренную 
в работах [Ponte Castañeda, 2002; Liu, Ponte Castañeda, 
2004; Lebensohn et al., 2004, 2007], включающую в рас-
смотрение вторые моменты (осредненные флуктуации) 
полей, определяющих напряженно-деформированное 
состояние в каждом зерне. С использованием последней 
в цитируемой статье [Lebensohn et al., 2016] авторы 
подробно описывают встроенный в ССВП-модель алго-
ритм вычисления вторых моментов поля скоростей ро-
таций решетки в каждом из зерен. Удовлетворительное 
качественное соответствие результатов, полученных с 
помощью предложенной модифицированной ССВП-
модели, с данными экспериментальных исследований и 
результатами расчетов с использованием прямой моде-
ли свидетельствует о возможности применения данной 
модификации для описания фрагментации. Процедуры 
численной реализации предложенного подхода подроб-
но рассматриваются в работе [Zecevic et al., 2017].  
Приведены примеры применения модифицированной 
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ССВП-модели (растяжение медного и стесненная осад-
ка алюминиевого образцов). Сопоставление теоретиче-
ских результатов с экспериментальными данными под-
тверждает приемлемость модели для описания фраг-
ментации. 

Дальнейшему развитию рассматриваемой модели 
посвящена статья [Zecevic et al., 2018]. При определе-
нии вторых моментов принимается, что флуктуации 
напряжений в зернах обусловлены: 1) различием 
свойств зерен, входящих в поликристаллический агре-
гат, и 2) флуктуацией ориентации решетки в пределах 
зерен (при этом принимается линейная зависимость 
флуктуаций напряжений от флуктуаций ориентаций); 
аналогичные предположения приняты при определении 
флуктуаций спинов решетки. Приведено подробное 
описание процедуры определения необходимых вторых 
(ковариационных) моментов флуктуаций. Интегрирова-
ние флуктуаций спинов на каждом шаге интегрирова-
ния позволяет определить флуктуации разориентаций 
(в ориентационном пространстве) на следующем вре-
менном слое. В каждый момент процесса деформирова-
ния определяются главные векторы и главные значения 
ковариационной матрицы флуктуаций разориентации. 
При достижении первым (наибольшим) главным значе-
нием этой матрицы критического значения считается, 
что «родительское» зерно разбивается на два новых, 
разориентированных на угол, определяемый по величи-
не указанного главного значения, с осью поворота, на-
правленной вдоль соответствующего главного вектора. 
Приведены примеры применения предлагаемой модели 
для исследования одноосного растяжения и стесненной 
осадки (плоскодеформированное состояние) ГЦК-по-
ликристаллов. Сопоставление результатов по распреде-
лению внутризеренных разориентаций и текстуре с экс-
периментальными данными и результатами расчетов с 
использованием прямой модели обнаруживает удовле-
творительное соответствие. 

В работе [Guo, Seefeldt, 2017] для описания фраг-
ментации предлагается модификация самосогласован-
ной вязкопластической модели, согласно которой в зер-
не допускается возникновение узкой полосы интенсив-
ного сдвига. Возникновение уступа на границе зерна и 
окружающей матрицы приводит к возникновению в 
соседних зернах микрополос сдвига и двойников, т.е. 
локализованных разориентированных областей (полос 
переориентации). Модифицированная модель была 
применена для анализа эволюции текстуры в процессе 
прокатки (обжатия на 30, 50 и 80 %, температура 300 К) 
и одного прохода РКУП (температура 473 К) образцов 
из технически чистого титана. Для оценки адекватности 
модели численные результаты сопоставлялись с данны-
ми экспериментов, проведенных авторами. Показано, 
что модифицированная модель дает лучшее согласова-
ние экспериментальных и теоретических данных по 
сравнению с обычной самосогласованной моделью. 

В работе [Sheikh, Ebrahmi, 2017] представлены ре-
зультаты теоретического исследования экструзии с про-

тиводавлением прутков прямоугольного поперечного 
по схеме знакопеременного сдвига. Согласно указанной 
схеме в первой половине рабочей части инструмента 
материал испытывает простой сдвиг в одном направле-
нии, в результате которого поперечное сечение приоб-
ретает форму параллелограмма; во второй половине 
матрицы заготовка подвергается простому сдвигу в об-
ратном направлении, приводящем к восстановлению 
исходной формы поперечного сечения. Противодавле-
ние прикладывается для более полного заполнения мат-
рицы. Предложена модификация дислокационной под-
модели: введен дополнительный параметр, позволяю-
щий приближенно учитывать динамический возврат. 
В рамках МКЭ используется классическая упругопла-
стическая теория с критерием Мизеса, деформацион-
ным и скоростным упрочнением, учетом влияния тем-
пературы. На макроуровне с помощью МКЭ в упруго-
пластической постановке определяется напряженно-
деформированное состояние в исследуемой области. 
Затем в центральной части поперечного сечения выде-
ляется представительный объем («кубик») с размерами 
1×1×1 мм, нагружение для которого задается из реше-
ния задачи на макроуровне. Для исследования измене-
ния в процессе нагружения микроструктуры выделен-
ного представительного объема (ПО) применена прямая 
упруговязкопластическая модель, включающая отме-
ченную выше подмодель ETMB. 

Результаты расчетов, проведенные для медных об-
разцов, свидетельствуют о существенном влиянии де-
формирования на участке «обратного» простого сдвига 
(во второй половине рабочей части матрицы) на размер 
ячеек, объемную долю и толщину стенок. Исследовано 
влияние на напряженно-деформированное состояние, 
формирование текстуры и изменение среднего размера 
ячеек противодавления и параметра, отвечающего за 
динамический возврат. Сопоставление теоретических 
результатов с известными экспериментальными данны-
ми обнаруживает приемлемое соответствие. Заметим, 
что, как показано в носящей преимущественно экспе-
риментальный характер статье [Shah et al., 2018], при-
менение данной дислокационной модели для описания 
измельчения зеренной структуры при динамическом 
нагружении (скорость деформации 1,2·103 с–1) медных 
образцов также продемонстрировало удовлетворитель-
ное согласование с данными натурных испытаний. 

В работе [Wang et al., 2018] рассмотрены результа-
ты применения комбинированной модели для исследо-
вания поверхностной обработки обдувкой дробью пло-
ской поверхности образцов из стали AISI 4340. Исполь-
зуемая модель практически идентична описанной в 
цитируемой выше работе [Hassani-Gangaraj et al., 2015]. 
Приведены результаты исследования влияния на из-
мельчение зерен в приповерхностном слое детали от 
размеров и угла падения дроби при различных «степе-
нях покрытия». Отмечается, что при малых размерах 
дроби измельчение зерен в приповерхностном слое 
происходит до меньших размеров, чем при применении 
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крупной дроби, однако глубина проработки при этом 
меньше, чем для второго случая. Показано, что при 
достаточно продолжительной обработке (с достижени-
ем «степени покрытия» 650 % и выше) можно добить-
ся уменьшения размеров зерен более чем на порядок 
(вплоть до наноразмеров). 

В работе [Kobaissy et al., 2019] для описания из-
мельчения зерен в процессе РКУП предлагается исполь-
зовать вязкопластическую модель типа Линя (с учетом 
упругих деформаций) [Lin, 1957], модифицированную 
континуальным описанием эволюции плотностей дис-
локаций на СС. В эволюционных уравнениях для плот-
ностей статистически накопленных дислокаций (СНД) 
учитываются процессы зарождения, аннигиляции, им-
мобилизации и мобилизации дислокаций. Для опреде-
ления плотностей геометрически необходимых дисло-
каций (ГНД) предлагается схема приближенного опре-
деления ротора пластической составляющей градиента 
скорости перемещений (в соответствии с соотношением 
Ная [Nye, 1953]). Описание упругих деформаций осу-
ществляется с помощью упругого закона, сформулиро-
ванного в терминах разгруженной конфигурации; пла-
стическая составляющая градиента скорости перемеще-
ний устанавливается законом Орована, в котором 
скорость перемещений дислокаций определяется степен-
ным законом (от отношения действующих и критических 
сдвиговых напряжений). Принимается, что основная 
часть ГНД концентрируется в окрестностях границ зерен, 
что приводит к повышению сопротивления движению 
дислокаций и различиям вследствие этого поворотов 
решетки кристаллитов в центральной части и вблизи 
границ зерен. В соответствии с принятой в работе [Tόth 
et al., 2010] концепцией, повороты решетки в централь-
ной части зерен происходят с большей интенсивностью, 
чем в приграничных областях. Для описания этого эф-
фекта в работе вводится так называемый «коэффициент 
задержки» ротации, принятый постоянной величиной. 

Задача рассматривается в плоской постановке, для 
численной реализации используется квадратная сетка; 
каждая ячейка (зерно) в процессе фрагментации может 
образовать за один акт деления 4 субзерна, всего допус-
кается 5 последовательных трансформаций, в результа-
те чего каждое зерно может разделиться на 1024 суб-
зерна, которые при достижении определенного крити-
ческого значения разориентации (в работе – 5о) 
рассматриваются как отдельные зерна. Приведено крат-
кое описание алгоритма реализации модели и блок-
схема программы. Приведены результаты применения 
предложенной модели для описания эволюции напря-
женно-деформированного состояния и микроструктуры 
поликристаллической меди (идентификация осуществ-
лена с использованием данных, приведенных в работе 
[Toth et al., 1992]) в процессе РКУП, описываемого как 
простой сдвиг в области излома канала. Показано, что 
модель удовлетворительно описывает эволюцию дисло-
кационной субструктуры, зеренной структуры и фор-
мирование текстуры. 

Статья [Tohidlou, Bertram, 2019] посвящена иссле-
дованию влияния анизотропии закона упрочнения на 
результаты расчетов эволюции микроструктуры моно-
кристаллического образца, подвергнутого одному про-
ходу РКУП. Для анализа использована прямая упруго-
вязкопластическая модель; рассмотрены 4 различных 
анизотропных закона упрочнения, параметр латентного 
упрочнения h (отношение коэффициента упрочнения в 
неактивных СС к аналогичному параметру в активных 
СС), который менялся в интервале от 0 до 2. Образова-
ние субзерен (зерен) устанавливается по разориентации 
решеток материала, приписанного к точкам интегриро-
вания в КЭ-процедуре, реализуемой в пакете ABAQUS; 
используемая модель ротации отдельно не обсуждается. 
Результаты расчетов показывают, что с возрастанием h 
постепенно увеличивается разориентация субзерен; 
наименьшему числу сформировавшихся субзерен соот-
ветствует h = 1,0, максимальному – значение h = 2,0. 

Результаты экспериментального и теоретического 
исследования одного из новых процессов ИПД – так 
называемой механической обработки пластическим 
течением (экструзия через боковую щель тонкой пла-
стинки из замкнутого контейнера) – представлены в 
работе [Vu et al., 2020]. Для теоретического исследо-
вания применен комбинированный подход; на первом 
этапе с помощью МКЭ в жесткопластической реализа-
ции (пакет DEFORM-2D/3D V11.0 FE) в области пласти-
ческого течения выделены три основные области (малых, 
средних и больших деформаций), разделенные на зоны 
с примерно одинаковыми градиентами скоростей пере-
мещений, определены значения компонент градиентов 
скоростей перемещений, принимаемые постоянными для 
этих характерных зон. Для детального исследования из-
менения напряженно-деформированного состояния и 
структуры далее используются представительные макро-
объемы, для описания деформирования которых были 
применены две модели: самосогласованная вязкопласти-
ческая и статистическая модель тейлоровского типа. 
В рамках статистической модели для описания процесса 
измельчения зерен использован подход, предложенный в 
работе [Tόth et al., 2010]. Показано, что в области малых 
деформаций удовлетворительное описание формирова-
ния текстуры может быть получено с помощью самосо-
гласованной модели, тогда как в областях средних и 
больших деформаций с экспериментальными данными в 
лучшем соответствии находятся результаты моделирова-
ния с помощью статистической модели. 

Наряду с измельчением зерен в процессах ИПД мо-
жет иметь место и обратный процесс – укрупнения (коа-
лесценции) зерен, для исследования которого в статье 
[Zhang, Toth, 2020] предлагается использовать статисти-
ческую модель. На начальной стадии с помощью метода 
клеточных автоматов строится исходная зеренная струк-
тура (имитация процесса кристаллизации) представи-
тельного макрообъема (ПО), включающая 10 000 кри-
сталлитов с ГЦК-решеткой. Каждое зерно покрывается 
сеткой точек – маркеров (порядка нескольких сотен), 
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в которых ориентация решетки совпадает с ориентацией 
КСК зерна. Далее ПО подвергается деформации простого 
сдвига (до степени деформации 6). Для расчета напря-
женно-деформированного состояния и ориентации кри-
сталлитов применяется вязкопластическая модель типа 
ТБХ. Принимается, что при достижении углов разориен-
тировки хотя бы в двух точках-маркерах соседних зерен 
значений меньше 5о, эти соседние зерна считаются объе-
диненными в одно зерно. Показано, что в зависимости от 
исходного закона распределения ориентаций (начальной 
текстуры) значительная часть (от 20 до 40 %) зерен мо-
жет объединиться. 

Одним из появившихся в последние десятилетия 
процессов ИПД является так называемое перемешива-
ние трением, используемое при изготовлении деталей 
из слабо- или нерастворимых компонентов (например, 
Al+Si, Cu+Ag, Cu+Nb, Cu+Fe и др.). Одним из преиму-
ществ данного процесса является существенное измель-
чение зеренной структуры. В работе [Gwalani et al., 
2021] для изучения механизмов и особенностей дефор-
мирования в указанном процессе предлагается теорети-
ческое и экспериментальное исследование модельной 
задачи циклического сдвигового нагружения. Для мо-
делирования использована прямая упруговязкопласти-
ческая модель (реализация в пакете DAMASK), в кото-
рой зерна в отсчетной конфигурации представляются 
совокупностью субзерен. Для определения эволюции 
ориентаций субзерен принята модель материального 
поворота с использованием (полного) ортогонального 
тензора r, входящего в разложение градиента места  
(f = r·u). Отметим, что в [Horstemeyer et al., 2005; 
Швейкин и др., 2010] показано, что указанный спин 
близок к устанавливаемому моделью поворота Тейлора. 
Возникновение разориентаций авторы связывают с воз-
никновением геометрически необходимых дислокаций, 
для определения полей которых используется соотно-
шение Ная [Nye, 1953]. 

Для анализа фрагментации монокристаллического 
алюминиевого образца в процессе плоской прокатки 
(6 проходов, суммарное обжатие – 90 %) в работе [Wang 
et al., 2021] использована многомасштабная прямая упру-
говязкопластическая модель; ротации решетки опреде-
ляются с помощью модели Тейлора. На верхнем мас-
штабном уровне задача решается с использованием МКЭ 
с характерными размерами в десятки микрометров (60 и 
30 мкм); показано, что в результате деформирования об-
разуется полосовая структура с разнонаправленными 
разворотами решетки (антисимметричными относитель-
но срединной плоскости прокатываемой полосы). На 
втором этапе из исследуемой области выделяются две 
подобласти (одна – в центральной части, вторая – в окре-
стности поверхности прокатываемой полосы), для которых 
с использованием кинематических граничных условий, 
полученных из решения задачи на верхнем масштабном 
уровне, исследуется деформирование с использованием 
КЭ-сетки с характерными размерами 2 и 1 мкм (в зави-
симости от номера прохода). Для области, примыкающей 

к поверхности полосы, аналогичные расчеты выполнены 
с дальнейшим измельчением сетки (с характерным раз-
мером ~ 0.27 мкм). Расчеты на измельченной сетке по-
зволили выявить формирование субструктуры, образуе-
мой блоками ячеек. 

 
2. Многоуровневые модели, включающие  
описание диффузионных механизмов 

 
Обработка методами ИПД, особенно трудно-дефор-

мируемых сплавов, осуществляется обычно при высо-
ких температурах, при которых существенное влияние 
на эволюцию мезо- и микроструктуры оказывают про-
цессы возврата и рекристаллизации. Анализу и методам 
исследования указанных механизмов трансформации 
зеренной (субзеренной) структуры поликристалличе-
ских металлов и сплавов посвящено огромное количе-
ство как экспериментальных, так и теоретических работ 
(см., например, [Bailey, Hirsch, 1960; Doherty et al., 1997; 
Gottstein et al., 1998; Ponge, Gottstein, 1998; Huang, 
Humphreys, 2000; Ding, Guo, 2001; Roucoules et al., 2003; 
Kugler, Turk, 2004; Figueiredo, Langdon, 2010; Hallberg, 
2011; Brown, Bammann, 2012; Sakai et al., 2014; Takaki et 
al., 2014; Habibnejad-korayem et al., 2016; Huang, Logé, 
2016; Zhang et al., 2016; Ding et al., 2018; Ilin et al., 2018; 
Sun et al., 2018; Xiao et al., 2018; Chen et al., 2019; Cao et 
al., 2019; De Farias Azevedo, Padilha, 2020; Lv J. et al., 
2020; Gokuli, Runnels, 2021; Mahnken, Westermann, 2021; 
и др.]), по обзору которых авторами готовится отдель-
ная публикация. Следует отметить, что в большинстве 
из указанных выше публикаций для определения пара-
метров напряженно-деформированного состояния, при-
меняемых далее для оценок плотности дислокаций, на-
копленной энергии, используются либо эксперимен-
тальные данные, либо феноменологические модели 
пластичности (часто – в сочетании с МКЭ). Для описа-
ния процессов возврата и рекристаллизации применя-
ются различные модификации либо модели фазового 
поля, либо метода клеточных автоматов. 

Здесь представлена только краткая справка об ос-
новных подходах и методах описания указанных меха-
низмов, основанных на многоуровневых моделях и фи-
зических теориях пластичности; следует отметить отно-
сительную малочисленность публикаций по данной 
тематике в настоящее время. Для исследования подоб-
ных процессов деформирования и сопровождающей их 
эволюции структуры материала на различных масштаб-
ных уровнях эффективным инструментом является со-
вместное применение прямых или самосогласованных 
моделей в сочетании с методом фазового поля (МФП) 
[Takaki et al., 2007; Takaki, Tomita, 2010; и др.] или ме-
тодом клеточных автоматов (МКА) [Raabe, Becker, 
2000; Raabe, 2002; Li et al., 2016; и др.]. Одной из пер-
вых работ, в которых совместно применены многоуров-
невые модели, основанные на ФТП и МКА, является 
статья [Raabe, Becker, 2000]. Для анализа НДС, опреде-
ления накопленных сдвигов по системам скольжения 
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(полагаемых пропорциональными плотностям дислока-
ций на СС) и ротации решеток кристаллитов использо-
вана прямая упруговязкопластическая модель, реализо-
ванная в пакете ABAQUS. Для описания процесса рек-
ристаллизации принята ранее разработанная модель 
клеточного автомата [Raabe, 1999], использующая ап-
риори заданные параметры состояния ячеек; правила 
для переключения состояния ячейки автомата (из ис-
ходного дефектного (деформированного) состояния в 
рекристаллизованное) основаны на вероятностном за-
коне (отражающем случайные флуктуации температу-
ры) и уравнении для скорости движения границы рек-
ристаллизованной части кристаллита, предложенного в 
[Turnbull, 1951] и базирующегося на энергетическом 
критерии (уменьшения энтальпии Гиббса). Подробно 
рассмотрена процедура передачи информации о состоя-
нии материала, полученная с использованием прямой 
модели, в модель клеточного автомата. Приведены ре-
зультаты применения модели для анализа изменения 
структуры материала в процессе его статической рекри-
сталлизации после осадки поликристаллического об-
разца из технически чистого алюминия до величины 
логарифмической деформации 0,434. 

В статье [Takaki et al., 2007] для исследования эво-
люции микроструктуры в процессе деформирования и 
дальнейшей статической рекристаллизации предлагает-
ся совместное применение прямой упруговязкопласти-
ческой модели и МФП (в формулировке, предложенной 
в работах [Kobayashi et al., 2000; Warren et al., 2003]). 
Скорости сдвигов устанавливаются с помощью степен-
ного закона; критические напряжения на СС находятся 
по плотности дислокаций. Приведены эволюционные 
уравнения для плотностей СНД и ГНД, скорости изме-
нения которых выражаются через скорости сдвигов. 
Рассмотрен случай плоской постановки; в МФП ис-
пользованы два параметра порядка: угол ориентации 
СС и фазового состояния элемента (кристаллита) –  
исходное деформированное и рекристаллизованное. 
Функционал свободной энергии содержит члены, зави-
сящие от параметров порядка и их градиентов; состав-
ляющая, характеризующая состояние деформированных 
кристаллитов, зависит также от суммарной плотности 
дислокаций. С использованием формализма МФП по-
лучены эволюционные уравнения для параметров по-
рядка. Описана процедура численной реализации ком-
плексной модели, для дискретизации по пространству 
применен МКЭ с адаптивной сеткой, для дискретизации 
по времени – схема Крэнка – Николсона. Приведены 
результаты решения тестовой задачи. 

Дальнейшее развитие предлагаемого подхода с ис-
пользованием так называемой модели многофазного 
поля (ММФП), предложенной в [Steinbach, Pezzolla, 
1999], содержится в работе [Takaki, Tomita, 2010]. Сле-
дуя формализму, описанному в указанной статье, по-
лучены эволюционные уравнения для параметров по-
рядка, определяющих состояние субзерен рассматри-
ваемого поликристаллического агрегата. Рассмотрен 

пример (в плоской постановке) применения предла-
гаемой модели для анализа эволюции зеренной струк-
туры при статической рекристаллизации после пред-
варительной осадки поликристаллического образца на 
30, 40 и 50 %. Для определения НДС, субзеренной 
структуры и запасенной энергии использована прямая 
упруговязкопластическая модель. Дальнейшее измене-
ние структуры в процессе статической рекристаллиза-
ции исследуется с помощью ММФП, реализация алго-
ритма которой осуществлена с помощью метода конечных 
разностей. Показано, что увеличение предварительной 
пластической деформации ведет к смещению пика 
распределения размеров новых зерен в область более 
низких значений. 

В работе [Chuan et al., 2013] для исследования 
изменения структуры титанового сплава IMI834  
(Ti–5.8Al–4Sn–3.5Zr–0.7Nb–0.5Mo–0.35Si–0.06C) при 
высокотемпературном деформировании предлагается 
использовать комбинированный подход, основанный на 
прямой упруговязкопластической модели и клеточном 
автомате (КА). Первая из них реализована в пакете 
ABAQUS и служит для определения параметров напря-
женно-деформированного состояния и определения плот-
ности дислокаций. Модель КА используется для описа-
ния процесса прерывистой (гетерогенной) динамической 
рекристаллизации. В исходном состоянии исследуемый 
образец сплава состоит из двух фаз – α и β. При дефор-
мировании наибольшее различие в дефектной структуре 
имеет место на границах указанных фаз, где образуются 
области повышенной плотности геометрически необхо-
димых дислокаций, а следовательно, высокой запасен-
ной энергии. Приведено описание алгоритма реализа-
ции и процедуры идентификации предлагаемой модели. 
Показано, что скорость роста и размеры рекристалли-
зованных зерен в среднем возрастают при повышении 
температуры и/или снижении скорости деформации, 
тогда как относительный объем рекристаллизованных 
зерен растет с уменьшением температуры и ростом 
скорости деформации. Отмечено удовлетворительное 
соответствие результатов расчетов и натурных экспе-
риментов. 

В работе [Zhao et al., 2016] для описания эволюции 
зеренной структуры за счет динамической рекристалли-
зации предлагается комбинированная модель, бази-
рующаяся на упруговязкопластической модели, реали-
зуемой с помощью быстрого преобразования Фурье 
[Lebensohn et al., 2012], и модели фазового поля. В са-
мосогласованной модели для определения скоростей 
сдвига использована дислокационная модель, опери-
рующая плотностями на системах скольжения как ста-
тистически накопленных, так и геометрически необхо-
димых дислокаций [Ma, Roters, 2004; Ma et al., 2006]. 
Принимается, что рекристаллизация осуществляется 
путем возникновения и роста зародышей на границах 
зерен; для описания генерации зародышей используется 
статистический подход с вероятностями, зависящими от 
температуры, суммарной плотности дислокаций и разо-
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риентации примыкающих к границе кристаллитов. Эво-
люцию рекристаллизующихся зерен предлагается ана-
лизировать с использованием модели фазового поля; 
введены два параметра порядка, характеризующих со-
стояние материала и определяющих внутреннюю энер-
гию кристаллитов и границ, сформулированы эволюци-
онные уравнения для них. В качестве примера приме-
нения модели рассмотрена осадка представительного 
макрообъема поликристаллической чистой (99,99 %) 
меди (скорость деформации – 1,6·10–3 с–1, температура – 
723 К); результаты расчетов качественно соответствуют 
экспериментальным данным. В то же время отмечается 
ряд новых эффектов, которые ранее не освещались при 
описании экспериментальных результатов; в частности, 
быстрый рост плотности дислокаций в рекристаллизо-
ванных зернах непосредственно после их формирова-
ния, клинообразную форму образующихся рекристал-
лизованных зерен, сохраняющую линию тройного сты-
ка. В работе [Zhao P. et al., 2018] представлены и 
подробно проанализированы результаты применения 
модели для одноосного сжатия образца в диапазоне 
температур от 573 до 723 К при постоянной скорости 
деформации 1,6·10–3 с–1. 

Подробное описание структуры и алгоритмов реа-
лизации комбинированной (прямая упруговязкопласти-
ческая модель и МКА) модели, ориентированной на 
описание горячего деформирования представительного 
макрообъема поликристаллического материала, рас-
смотрены в статье [Li et al., 2016]. МКА использован 
для анализа изменения дислокационной и зеренной 
структуры кристаллитов за счет рекристаллизации и 
встроен в прямую модель с «привязкой» тактов МКА к 
временным шагам вычисления изменения напряженно-
деформированного состояния в прямой модели, реали-
зованной в пакете ABAQUS. Движущей силой процесса 
динамической рекристаллизации является разность на-
копленных энергий соседних кристаллитов, определяе-
мая по плотностям дислокаций; последние, в свою оче-
редь, находятся из кинетических уравнений для скоро-
стей изменений плотностей дислокаций на СС, 
вычисляемых по скоростям сдвигов, устанавливаемым в 
прямой модели. Приведены результаты применения 
модели для исследования горячей (1273 К и 1323 К) 
изотермической осадки при трех скоростях деформации 
(0,01; 0,1 и 1,0 с–1) образцов из поликристаллического 
титанового сплава TA15 (Ti – 6Al – 2Zr – 1Mo – 1V). 
Отмечается существенная неоднородность НДС и дис-
локационной субструктуры в пределах зерен, особен-
но – в окрестностях тройных и четверных стыков, под-
тверждаемая экспериментальными данными. 

Методика и результаты экспериментального и 
теоретического исследования поведения образцов из 
алюминиевого сплава АА6063, подвергаемого горя-
чей осадке при температурах (400600оС) и скоростях 
деформации (0,01; 0,1; 1; 10) с–1, приведены в работе 
[Ali et al., 2017]. Для теоретического анализа использо-
вана упруговязкопластическая модель типа ТБХ с ани-

зотропным законом упрочнение, параметры последнего 
зависят от скорости деформации (а начальное критиче-
ское напряжение – еще и от температуры). В указанных 
условиях в сплаве АА6063 реализуются процессы рек-
ристаллизации, для описания которой применяется ве-
роятностная модель. Вероятность образования зароды-
шей рекристаллизованных зерен зависит от плотности 
дислокаций в рассматриваемых точках; движущей си-
лой роста рекристаллизованных зерен является разность 
накопленных энергий, также определяемая плотностями 
дислокаций исследуемого зерна и его соседей. Плотно-
сти дислокаций предлагается определять по критиче-
ским напряжениям сдвига на СС. Для идентификации и 
верификации модели использованы результаты собст-
венных экспериментов авторов. 

Серия статей [Zhou et al., 2017, 2018; Tang et al., 2019] 
посвящена различным аспектам построения и результа-
там применения комбинированной модели, включающей 
самосогласованную упруговязкопластическую модель, 
модели для описания динамической рекристаллизации и 
эволюции плотностей дислокаций. Критические напря-
жения по системам скольжения, интенсивность образо-
вания зародышей и движущие силы миграции границ 
рекристаллизующихся зерен устанавливаются по плот-
ностям дислокаций. Модель применена для анализа од-
ноосного сжатия образцов из меди [Zhou et al., 2017] и 
магниевых сплавов [Zhou et al., 2018; Tang et al., 2019] 
при повышенных температурах и различных скоростях 
деформации. Сопоставление расчетных и эксперимен-
тальных данных по кривым «напряжение – деформация», 
законам распределения зерен по размерам и ориентациям 
обнаруживает удовлетворительное соответствие. 

В серии статей [Ask et al., 2018a, b, 2019] предлага-
ются различные модификации модели для описания эво-
люции зеренной структуры поликристаллических мате-
риалов, в которых ротации решеток осуществляются как 
за счет неупругого деформирования, так и рекристалли-
зации. Для деформационных (внутризеренных) разворо-
тов кристаллитов относительно друг друга используется 
прямая упруговязкопластическая модель в сочетании с 
теорией Коссера, в которой «директоры» связаны с кри-
сталлической решеткой. Для описания процесса рекри-
сталлизации (миграции границ) и связанных с ней разво-
ротов на границах зерен применен метод фазового поля. 
Вывод определяющих и эволюционных уравнений для 
внутренних переменных осуществлен с использованием 
термодинамического подхода; подробно рассмотрены 
формулировки термодинамического потенциала (сво-
бодной энергии Гельмгольца) и диссипативной функции. 
Приведены результаты решения нескольких тестовых 
задач; показано, что модель качественно удовлетвори-
тельно описывает процессы в поликристаллических ме-
таллах при горячем деформировании. 

Комбинированная модель для описания процесса 
горячего деформирования представительного объема 
поликристаллического материала с ГПУ-решеткой (маг-
ниевого сплава AZ61) с учетом динамической рекри-



Трусов П.В., Останина Т.В., Швейкин А.И. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2022) 114–146 

131 

сталлизации рассмотрена в [Tutcuoglu et al., 2019a].  Для 
анализа НДС используется прямая упруговязкопласти-
ческая модель с анизотропным упрочнением и степен-
ным законом для скоростей сдвигов, осуществляемых 
за счет движения дислокаций и двойникования. Изме-
нение зеренной структуры определяется с помощью 
статистической модели Монте-Карло; вероятности об-
разования зародышей новых зерен и продвижение гра-
ниц зерен зависят от накопленной энергии и температу-
ры. Значительная часть статьи посвящена описанию 
численной процедуры реализации модели, осуществ-
ляемой с помощью быстрого преобразования Фурье, 
в том числе – проверке практической сходимости алго-
ритма при увеличении сеточного разбиения. Приведен 
пример применения модели к исследованию деформи-
рования рассматриваемого представительного объема 
(128 зерен) простым сдвигом, моделирующим процесс 
РКУ. Показано, что зависимость сдвигового напряже-
ния от сдвиговой деформации имеет волнообразный 
характер, отражающий конкурирующие процессы де-
формационного упрочнения и разупрочнения за счет 
рекристаллизации. В статье [Tutcuoglu et al., 2019b] рас-
смотрено сопоставление адекватности описанной выше 
модели и ее модификации, в которой для определения 
НДС используется статистическая упруговязкопласти-
ческая модель типа ТБХ. Сопоставление осуществлено 
для случая горячей осадки медного образца до величи-
ны деформации в 100 %. Отмечается, что хотя модель 
типа ТБХ демонстрирует более значительные отличия 
от экспериментальных данных (как по зависимости на-
пряжений от деформаций, так и по зеренной структуре), 
однако обнаруживает приемлемую точность в режимах, 
когда рекристаллизация реализуется в основном мигра-
цией границ. При этом применение для анализа НДС 
модели типа ТБХ показывает существенно большую 
вычислительную эффективность.  

Расширение описанной выше ([Lebensohn et al., 2016; 
Zecevic et al., 2017, 2018]) модели на рассмотрение про-
цессов рекристаллизации поликристаллических образцов 
с ГЦК- и ОЦК-решетками содержится в работе [Zecevic 
et al., 2019]. Отметим, что в цитируемых работах флук-
туации ориентаций рассматривались в ориентационном 
пространстве. Для модификации модели с целью приме-
нения ее для описания рекристаллизации требуется оп-
ределение распределения флуктуаций разориентаций в 
физическом пространстве. Для этого вводится гипотеза о 
распределении флуктуаций ориентаций в малой окрест-
ности каждой точки зерна в физическом пространстве по 
изотропному нормальному закону (Гаусса). Если анало-
гичный закон распределения флуктуаций ориентаций 
принимается для всех точек в ориентационном простран-
стве, то для распределения флуктуаций разориентаций 
субзерен в каждом зерне будет справедлив закон распре-
деления Максвелла. Как и во многих работах по рекри-
сталлизации, принимается, что формирование зароды-
шей новых (рекристаллизованных) зерен и их рост реа-
лизуются в областях с большими градиентами ориен-

таций и разностей накопленной энергии. Энергия зерен 
определяется осреднением по субзернам; принимается 
гипотеза, что разориентация зерна с соседними зернами 
пропорциональна осредненной разориентации по всем 
субзернам, входящим в рассматриваемое зерно. Полага-
ется, что в зерне могут образовываться зародыши новых 
зерен (субзерна) при достижении в нем критических зна-
чений накопленной энергии и разориентаций между суб-
зернами. Зародыши в таких зернах могут возникать либо 
на границах зерен, либо в полосах переориентации (на-
личие последних в зернах определяется бимодальным 
распределением разориентаций субзерен); для описания 
процесса образования зародышей используется вероят-
ностный подход. Рекристаллизация осуществляется рос-
том зерен (за счет движения границ зерен), имеющих 
пониженный уровень накопленной энергии по сравне-
нию со средним по представительному объему поликри-
сталла. Представлено описание алгоритма реализации 
предлагаемой модели; приведены результаты расчетов 
для образцов из меди и двух марок стали, подтверждаю-
щие адекватность модели. Рассмотренная модель, моди-
фицированная для описания поведения образцов из спла-
ва WE43 на магниевой основе (3,7–4,3 % Y, 2,4–4,4 % 
Nd, 0,4 % Zr, ГПУ-решетка), представлена в статье 
[Zecevic et al., 2020]. Приведены результаты расчетов для 
случая осадки образцов в широких диапазонах темпера-
тур (300675 К) и скоростей деформации (0.00110 с–1). 
Отмечается, что скопление частиц вторичной фазы по 
границам зерен приводит к образованию множества за-
родышей рекристаллизации, формированию на границах 
мелкозернистой структуры, что обусловливает реализа-
цию деформирования в режиме сверхпластичности.     

Исследование процессов ИПД с использованием 
МКЭ в лагранжевой постановке сопряжено с известны-
ми сложностями вырождения КЭ-сетки. В связи с этим 
для решения подобных проблем по аналогии с разви-
тыми в гидродинамике подходами (например, различ-
ными модификациями методов частиц в ячейках) были 
разработаны так называемые бессеточные методы [Be-
lytschko et al., 1996; Chen et al., 2017]. В исследовании 
[Kumar et al., 2020] подробно изложена процедура реа-
лизации бессеточного метода на примере исследования 
РКУ прессования медного образца. Согласно методу 
анализ процесса деформирования сводится к описанию 
движения конечного числа материальных точек (пред-
ставительных макрообъемов (ПО)); поля градиентов 
деформаций для каждой из них устанавливаются по 
движению точек в локальной окрестности исследуемой 
точки. Для описания отклика материала в ПО предлага-
ется использовать двухуровневую упруговязкопласти-
ческую модель, основанную на гипотезе Фойгта (Тей-
лора). Изменение зеренной структуры авторы связыва-
ют с процессом динамической рекристаллизации; для 
описания зарождения новых зерен принят вероятност-
ный подход в сочетании с энергетическим критерием 
(зарождение нового зерна реализуется в случае дости-
жения в нем критического значения накопленной энер-
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гии, определяемой как часть работы на неупругих де-
формациях). Дальнейшее изменение размера зерна оп-
ределяется разностью накопленной энергии в рассмат-
риваемом зерне и аналогичной энергии, осредненной по 
представительному объему (отрицательная разность 
ведет к увеличению размера зерна, и наоборот). Отме-
чается качественное соответствие численных результа-
тов экспериментальным данным.   

Статья [Zhang et al., 2020] посвящена детальному ис-
следованию эволюции мезо- и микроструктуры при го-
рячем деформировании титановых сплавов. В исходном 
состоянии сплав состоит из ламелей α (ГПУ-решетка) и β 
(ОЦК) фаз. При деформировании за счет термически ак-
тивируемой диффузии атомов Al и Mo в местах с повы-
шенной плотностью геометрически необходимых дисло-
каций (ГНД) на поверхностях раздела фаз формируются 
канавки, которые приводят к разбиению тонких пла-
стин α фазы на колонии отдельных субзерен с округлой 
формой. Для описания изменения НДС и плотностей 
дислокаций применяется прямая упруговязкопластиче-
ская модель; скорости изменения плотностей статистиче-
ски накопленных дислокаций (СНД) на системах сколь-
жения определяются по скоростям сдвига (модель  
Кокса – Мекинга), плотностей ГНД – по градиентам ско-
ростей сдвига. Для анализа диффузионных процессов 
используется метод Монте-Карло. Подробно описан ал-
горитм реализации модели, приведены результаты ее 
применения (в двумерной постановке) для анализа горя-
чей осадки образца из титанового сплава IMI834. 

В статье [Tam et al., 2021] приведено описание моде-
ли, ориентированной на исследование поведения магние-
вого сплава AZ31 при одноосном растяжении образцов, 
вырезанных по нормали к плоскости прокатанной тол-
столистовой заготовки, под углом 45° к нормали и в по-
перечном по отношению к направлению прокатки, при 
температурах (25200 °С) до деформации 30 %. В каче-
стве основы использована самосогласованная упруговяз-
копластическая модель, учитывающая влияние темпера-
туры, деформирование за счет движения краевых дисло-
каций по разным системам скольжения ГПУ-решетки и 
двойникование [Tam et al., 2020]. Упрочнение описыва-
ется с использованием дислокационной модели; плотно-
сти дислокаций на системах скольжения определяются 
с помощью модели Кокса – Мекинга. Образование заро-
дышей рекристаллизованных зерен полагается возможным 
при превышении плотности дислокаций критического 
значения, возникновение зародышей устанавливается слу-
чайным законом, вероятность в котором принимается 
зависящей от поверхностной энергии и скорости образо-
вания зародышей. Скорость роста рекристаллизованных 
зерен зависит от свойств решетки, температуры и дви-
жущей силы – разности плотностей дислокаций в исход-
ных и рекристаллизованных зернах. При достижении 
зародышем размера в 1 % от размера родительского зер-
на он считается отдельным зерном, для задания ориента-
ции которого также используется случайный выбор оси 
поворота, вокруг которой решетка нового зерна повора-

чивается на 15° относительно решетки исходного зерна. 
Для каждого типа образцов проведены численные экспе-
рименты с тщательным анализом результатов (актив-
ность различных систем скольжения и двойникования, 
доля рекристаллизованных зерен, полюсные фигуры и 
т.д.). Особое внимание уделено параметрическому ана-
лизу подмодели рекристаллизации; так, исследуется 
влияние на результаты начального размера зародышей, 
критической плотности дислокаций, закона ротации об-
разовавшихся новых зерен и т.д. Показано качественное 
соответствие теоретических и экспериментальных ре-
зультатов. 

В последние годы появились работы, в которых для 
описания процессов деформирования и эволюции 
структуры материалов используются подходы и методы 
искусственного интеллекта [Gorji et al., 2020; Sun et al., 
2021]. В рамках работ данного направления для опреде-
ления НДС принимаются ОС в одной из известных 
формулировок (например, теории пластического тече-
ния), параметры которых устанавливаются с помощью 
искусственных нейронных сетей путем «тренировки» на 
массивах входных и выходных параметров, полученных 
либо в натурных экспериментах [Gorji et al., 2020], либо 
с применением физически обоснованных моделей (на-
пример, многоуровневых [Sun et al., 2021]). С позиций 
настоящего обзора определенный интерес представляют 
модели второго типа, поскольку в числе параметров в 
них фигурируют и характеристики эволюционирующей 
структуры исследуемых материалов. 

В статье [Sun et al., 2021] рассматривается примене-
ние подобной модели (второго типа) для анализа дефор-
мирования конструкции, реализуемой на двух уровнях. 
На уровне конструкции расчеты осуществляются с по-
мощью МКЭ и упругопластических ОС, в качестве како-
вых приняты соотношения анизотропной теории пласти-
ческого течения. В уравнение для определения функции 
текучести, используемой в последней, входят аналоги  
2-го и 3-го инвариантов тензора напряжений Коши с ко-
эффициентами при степенях напряжений, характери-
зующими анизотропию материала (10 априори неизвест-
ных коэффициентов). Для определения указанных коэф-
фициентов в ОС, применяемых в МКЭ верхнего уровня, 
используется модель нижнего уровня – представительно-
го объема (ПО). Для описания поведения ПО применяет-
ся прямая дислокационно-ориентированная упруговязко-
пластическая модель с учетом динамической рекристал-
лизации, которая анализируется с помощью метода 
клеточных автоматов. Модель ПО служит для формиро-
вания большой базы данных для «тренировки», иденти-
фикации и верификации ОС верхнего уровня; в качестве 
входных данных для модели ПО служат параметры про-
извольного нагружения (деформации, скорости дефор-
мации, температура), выходными характеристиками яв-
ляются материальные параметры, используемые в ОС 
верхнего уровня, и данные о микроструктуре. Для уточ-
нения коэффициентов ОС используется нейронная сеть; 
в случае, если при решении краевой задачи для конст-
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рукции оказывается, что нагружение существенно отли-
чается от имеющихся в базе данные вариантов, то для 
новых программ нагружения вновь проводятся расчеты 
на модели ПО и уточняются коэффициенты ОС. Как 
представляется, данный подход едва ли обладает высо-
кой эффективностью, поскольку неупруго деформируе-
мые тела обладают памятью, в связи с чем даже находя-
щиеся в пределах заданного допуска отклонения в от-
клике, определяемом с помощью ОС верхнего уровня, 
могут привести к весьма значительным ошибкам при 
расчетах с большими деформациями. В реальных про-
цессах обработки металлов давлением макроточки (пред-
ставительные макрообъемы) заготовки испытывают 
сложные и значительно отличающиеся для разных мак-
роточек воздействия, ведущие к существенно различаю-
щимся изменениям структуры, а следовательно, и откли-
ка материала.     

 
Заключение 

 
Представлен краткий обзор работ, посвященных 

многоуровневым физически-ориентированным моде-
лям для описания эволюции зеренной структуры при 
интенсивном пластическом деформировании различ-
ных металлических сплавов. Большее внимание уделя-
ется работам, в которых исследуются процессы, про-
водимые при относительно невысоких температурах, 

заведомо меньших температур, при которых могут 
реализовываться твердотельные фазовые переходы.  
В то же время поскольку реальные технологические 
процессы, особенно для обработки трудно-деформи-
руемых сплавов, приходится проводить при повышен-
ных температурах, частично затронуты публикации, 
посвященные моделированию процессов возврата и 
рекристаллизации. Анализ рассмотренных публикаций 
позволяет принять на текущей момент наиболее пер-
спективными для описания изменения зеренной струк-
туры при неупругих деформациях многоуровневые 
модели на базе физических теорий пластичности, ко-
торым в силу этого уделено основное внимание в на-
стоящем обзоре. Однако имеющиеся модели данного 
класса имеют определенные недостатки; в частности, 
во многих моделях не учитывается реализующийся 
механизм появления разориентировки границ за счет 
дисклинаций и/или априори навязывается расположе-
ние дислокационных стенок, то есть отсутствует фи-
зически обоснованный критерий появления разориен-
тировки. Поэтому стоит задача развития моделей ука-
занного класса. Возможный путь решения этой задачи 
связан с введением в модели явного описания момент-
ных факторов, элементов дефектной структуры (дис-
локаций, дисклинаций, границ зерен) и их взаимодей-
ствий, на основе которого будут определены разворо-
ты кристаллитов (субзерен, фрагментов). 
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