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В настоящее время одним из популярных направлений в механике разрушения явля-
ется учет поврежденности и ее влияние на напряженно-деформированное состояние эле-
ментов конструкций. В данной работе проведена интеграция модели поврежденности 
Lemaitre с учетом комбинированного закона упрочнения, сочетающего в себе кинематиче-
ский закон Armstrong – Frederick и изотропный закон упрочнения Voce, в программный 
комплекс расчетов по методу конечных элементов ANSYS. Модель внедрена в виде дина-
мически подключаемой библиотеки пользовательского материала для трехмерных задач, 
которая апробирована на цилиндрическом образце с внешним кольцевым надрезом как 
в осесимметричной постановке, так и в трехмерной. Приведены модельные представле-
ния перечисленных законов, которые были объединены в общую структуру разрешающих 
уравнений и представлены в качестве обобщенного алгоритма реализации пользователь-
ского материала. Данная работа демонстрирует лишь один из двух этапов верификации 
созданной программы – сравнение полей поврежденности при монотонном нагружении 
с известными в литературе данными – и не учитывает проверку поцикловой кинетики на-
копления пластических деформаций с экспериментальными данными на малоцикловую 
усталость. Результат верификации показал, что стадии и поля накопленных повреждений 
в численном эксперименте при осесимметричной и трехмерной постановках совпадают 
с аналогичными численными экспериментами известными в литературе. Помимо этого, 
была найдена аналогия с результатами, полученные с использованием TSL закона коге-
зионного подхода механики разрушения. Несмотря на то что в модели когезионной проч-
ности и Lemaitre используются два разных типа конститутивных уравнений, физический 
смысл данных уравнений состоит в одном – визуализация и идентификация механизмов 
и координат повреждений. 
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Currently, one of the most popular in fracture mechanics is taking into account damage and 
its effect on the stress-strain state of structural elements. In this work, the Lemaitre damage 
model was integrated taking, into account the combined hardening law, which combines the 
Armstrong – Frederick kinematic hardening law and the Voce isotropic hardening law, into the 
ANSYS finite element software. The model is implemented in the form of a dynamically linked 
library of user material for three-dimensional objects, which is tested on a cylindrical specimen 
with an external annular notch, both in an axisymmetric setting and in a three-dimensional one. 
The article presents model representations of the above-listed standard systems. This work 
demonstrates only one of the two stages of verification of the created program – comparison of 
damage fields under monotonic loading with data known in the literature – and doesn’t take into 
account the verification of cycle-by-cycle kinetics of plastic deformation accumulation with ex-
perimental data for low-cycle fatigue. The result of verification, consistent with similar experi-
ments known in the literature, is confirmed in accordance with similar experiments. In addition, an 
analogy was found using the TSL law of the cohesive fracture mechanics approach. Despite the 
fact that two different types of constitutive equations are used in the cohesive model and Lemai-
tre, the physical meaning of these equations consists in one thing – visualization and identifica-
tion of mechanisms and coordinates of damage. 

 
© PNRPU

 
Введение 

 
При оценке срока службы конструктивных элемен-

тов, подверженных переменным нагрузкам, необходимо 
уже на этапе проектирования знать поведение материа-
ла в процессе циклической пластичности. Для этого 
требуются соответствующие модельные представления 
о накоплении и развитии повреждений, предопреде-
ляющие поведение материала. 

Исходя из основных положений механики повреж-
денности сплошной среды, накопление различных де-
фектов, микропор, трещин со временем приводит к из-
менению механических свойств материалов. Если пове-
дение упругого материала – это обратимый процесс, то 
пластичность описывает необратимую деформацию 
твердого тела. Полное описание поведения материала 
выше предела текучести невозможно без учета микро-
разрушения материала и процесса, ведущего к его 
окончательному разрушению. 

В литературе известны модели накопления повреж-
денности, с которыми можно подробно ознакомиться в 
работах [1–17]. В основополагающе работе Л.М. Кача-
нова [6] введена скалярная внутренняя переменная для 
моделирования разрушения металлов ползучестью при 
одноосном нагружении. Физическое обоснование дан-
ной переменной позднее дал Rabotnov [7], предложив 
считать уменьшение площади поперечного сечения за 
счет микротрещин в качестве меры состояния внутрен-
них повреждений. 

Со временем концепция переменного внутреннего 
повреждения была распространена на трехмерные си-

туации. Leckie и Hayhurst [8] использовали идею Кача-
нова для определения модели ползучести при многоос-
ных напряжениях. Скалярная переменная повреждения 
была также рассмотрена Lemaitre и Chaboshe [9–11] при 
определении чисто феноменологической модели пла-
стического изотропного повреждения в металлах. Осно-
вываясь на гипотезе эквивалентности деформаций, ко-
торая гласит, что деформационное поведение повреж-
денного материала представлено конституционными 
законами неповрежденного материала с заменой истин-
ного напряжения эффективным напряжением [1], по-
стулирован закон, в котором стандартное определение 
параметра повреждения с точки зрения уменьшения 
несущей поверхности заменяется в модели Lemaitre 
путем уменьшения модуля упругости в идеально изо-
тропном случае. Эта теория была дополнена Lemaitre 
[11], а эффекты старения были позже включены Marquis 
и Lemaitre [12]. Позже оригинальная изотропная модель 
была расширена Lemaitre [13] для учета анизотропии 
повреждений. 

Изотропное упрочнение хорошо подходит для 
описания стадий упрочнения и разупрочнения [18]. 
Эффект циклического упрочнения/разупрочнения 
соответствует уменьшению/увеличению сопротивле-
ния материала деформированию, подвергающегося 
циклической нагрузке. Кинематическое упрочнение 
благодаря обратным напряжениям способно учесть 
основное и хорошо известное явление циклической 
пластичности – эффект Баушингера [19]. Эффект 
Баушигера описывает явление уменьшения предела 
упругости при изменении знака нагружения (сжатия), 
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если до этого имела место малая пластическая де-
формация. Комбинированное упрочнение способно 
описать накопление пластической деформации во 
время циклического нагружения при наличии средне-
го напряжения. 

Первые предложения об описании кинематиче-
ского упрочнения сформулировали Ишлинский [20] и 
Prager [21]. Линейное кинематическое упрочнение 
Прагера является простейшим правилом кинематиче-
ского упрочнения и способно представить эффект 
Баушингера, но не способно вызвать накопление пла-
стической деформации при наличии среднего напря-
жения. Это связано с тем, что кривые «напряжение – 
деформация» имеют форму замкнутых петель гисте-
резиса [22]. В работе [23] Armstrong и Frederick (AF) 
разработали нелинейный закон кинематического уп-
рочнения, в основу которого заложен закон Прагера и 
учет обратных напряжений. Применимость данной 
модели упрочнения описана в работах [24; 25]. 

Формулировка Armstrong – Frederick высоко оце-
нена исследователями. Так в работе [26] авторы пока-
зали способность модели достаточно хорошо модели-
ровать одноосные эксперименты, включая накопле-
ние пластической деформации во время циклического 
нагружения. В исследовании [27] была продемонст-
рирована применимость AF для прогнозирования 
трещотки и обратной пластичности при циклическом 
нагружении толстых цилиндрических и сферических 
сосудов при различных типах нагрузок, таких как 
термические, механические и их комбинации. Авторы 
работы [28] расширили закон и применили его для 
исследования поведения упругопластических компо-
зитов. В исследовании [29] использован AF для моде-
лирования пластичности кристаллов. Кинематиче-
ский закон упрочнения Armstrong – Frederick имеет 
множество модификаций, ознакомиться с которыми 
можно в работах [30–34]. 

В известных релизах вычислительного МКЭ-
комплекса ANSYS отсутствует возможность расчёта 
напряжённо-деформированного состояния с учётом 
поврежденности материала с использованием модели 
Lemaitre. Возможность такой реализации представлена 
в статье [35] путем использования модели поврежден-
ности Lemaitre с экспоненциальным изотропным уп-
рочнением Voce. Тем не менее реализация кинематиче-
ского закона упрочнения для расчетов напряженно-
деформированного состояния тел при упругопластиче-
ском деформировании с учётом накопления и развития 
повреждений является актуальной, что является целью 
настоящей работы. 

 
1. Модельные представления 

 
Перед тем как описать реализацию модели повре-

жденности Lemaitre с кинематическим упрочнением, 
ниже приведены основы использованных модельных 
представлений. 

1.1. Модель поврежденности Lemaitre 
 
Согласно традиционной модели Lemaitre, прирост 

параметра поврежденности разработан на основе тер-
модинамической теории, накоплении пластических де-
формаций и скорости деформации повреждений. В об-
щем виде модель Lemaitre описывается в виде [9]: 

 1ω γ
1 ω

sY
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2 (1 ω)
e vRY
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где ω  – скорость роста параметра поврежденности, γ  – 
скорость накопления пластических деформаций, Y – 
скорость выделения энергии деформации повреждений, 
E – модуль упругости первого рода,   – коэффициент 
Пуассона, ,r s  – параметры материала, vR  – параметр 
трёхосности, р – гидростатическое напряжение. Отно-
шение / σetrp  является параметром трехосности напря-
жений. Оно учитывает влияние многоосности нагруже-
ния на процесс накопления повреждений. 

Параметр поврежденности существует в диапазоне 
0 ω 1  , и в случае ω 0  материал не имеет повреж-
дений, а при ω 1  считается разрушенным. 

 
1.2. Кинематическая модель упрочнения 
Armstrong – Frederick 

 
Закон Armstrong – Frederick является классическим 

нелинейным законом кинематического упрочнения [23], 
потому что он основан на физическом механизме де-
формационного упрочнения и динамического восста-
новления и обладает способностью достаточно хорошо 
представлять формы петель гистерезиса. Функция теку-
чести задается в виде: 

     23Ф : 0
2

k    s β s β ,  (4) 

где s  – девиатор тензора напряжений; β  – девиатор 
тензора обратных напряжений, представляющий собой 
термодинамическую силу, связанную с кинематическим 
упрочнением (рис. 1, а), и определяющий перемещение 
поверхности текучести в пространстве главных напря-
жений; k – функция изотропного упрочнения, которая 
определяет размер поверхности текучести. 

Скорость изменения обратного напряжения опреде-
ляется зависимостью 

 2
3 pl pla b    β = Δε β ε   (5) 

в которой a и b – константы материала; plΔε  – прира-

щение пластической деформации; plε  – общая пласти-
ческая деформация. 
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Очевидно, что при 0β  поверхность текучести опре-
деляется изотропной функцией упрочнения (рис. 1, b). 

 
а 

  
b  

Рис. 1. Кинематическое упрочнение (а) с эффектом  
Баушингера и изотропное упрочнение (b) в пространстве 

главных напряжений 

Fig. 1. Kinematic hardening (а) with the Bauschinger effect  
and isotropic hardening (b) in the space of large stresses 

Для реализации модели поврежденности Lemaitre 
с кинематическим упрочнением модельные представле-
ния, представленные в уравнениях (1)–(5), были объе-
динены в общую структуру разрешающих уравнений 
и заложены в конечно-элементый комплекс ANSYS для 
учета поврежденности и ее влияния на напряженно-
деформированное состояние элементов конструкций. 

 
1.3. Описание программы 

 
Структура программного комплекса ANSYS такова, 

что она предполагает реализацию пользовательских 
законов поведения материала в каждом узле конечно-
элементной сетки через подключаемые динамические 
библиотеки. Совместимость подпрограммы Usermat с 
остальными библиотеками программного комплекса 
обеспечивается предопределённым набором входных и 
выходных параметров [36]. 

К входным параметрам относятся: приращения де-
формаций, время начала приращений, количество шагов 
нагружения, номер элемента, а также основные механи-
ческие свойства материала, вводимые пользователем. 

Выходными параметрами являются: векторы на-
пряжений и пластических деформаций в точке интегри-

рования, матрица Якоби, пластическая и упругая рабо-
ты при приложении нагрузки. 

На первом шаге интегрирования модели накопления 
повреждений в программном комплексе расчётов по 
методу конечных элементов необходимо составить уп-
ругую матрицу жёсткости [37]: 

0 0
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В качестве основы для математического моделиро-
вания пластичности по теории конечных деформаций 
тензор полных деформаций ε  может быть разделен на 
упругую и пластическую составляющие: 

 0 pl  ε ε dε ε ,  (7) 

где 0ε  – тензор деформаций на предыдущем шаге на-
гружения; dε  – тензор приращения деформаций на 
данном шаге нагружения, где plε  – тензор пластической 
деформации на предыдущем шаге нагружения. 

В первом приближении на основе полученных при-
ращений деформаций тензор напряжения вычисляется 
по закону Гука: 

 etr σ Cε .  (8) 

Вычитая обратное напряжение, получаем относи-
тельное напряжение: 

 d
r etr σ σ β ,  (9) 

где d
etrσ  – тензор девиатора приближенных напряжений, 

найденные в (8). 
Далее рассчитывается тензор-девиатор относитель-

ных напряжений и определяются его эквивалентные 
напряжения: 
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где σ ,σ ,σxx yy zz
r r r  – напряжения главной диагонали матри-

цы напряжений. 
Аналогично с эквивалентными деформациями: 
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 ср 1ε (ε ε ε )
3

xx yy zz   ,  (14) 

 2ε ε ε
3

e ij ji .  (15) 

Предел текучести на данном шаге нагружения рас-
считывается по экспоненциальному закону упрочнения 
Voce и зависит от эквивалентных пластических дефор-
маций ε pl : 

 0 infσ (1 exp( γ ε ))plk R     ,  (16) 

где infR  – асимптотический предел временного сопро-
тивления, γ – показатель упрочнения материала, 0σ  – 
предел текучести материала по результатам испытания 
на статическое растяжение. 

Уравнение (16) описывает изотропное упрочнение,  
а k называют термодинамической силой изотропного 
упрочнения [1]. Сочетание кинематического и изотроп-
ного законов позволяет считать реализованный в данной 
статье закон упрочнения комбинированным. Как прави-
ло, в реальных материалах наблюдается именно комби-
нация упрочнения, так как при пластической деформации 
поверхность текучести расширяется/сжимается и одно-
временно перемещается в пространстве напряжений. 

Критерий текучести (4) с учетом (12) и значением 
параметра поврежденности на данном шаге нагружения 
в каждой точке интегрирования принимает форму: 

 Ф
1

e
r k

 


.  (17) 

При Ф 0  упругие приближенные деформации и 
напряжения остаются неизменными, и подпрограмма 
считается выполненной ввиду того, что отсутствие 
пластических деформаций означает отсутствие повре-
жденности. При Ф 0  – производится перерасчёт на-
пряжений и определяется приращение пластических 
деформаций. 

Определение параметра поврежденности осуществ-
ляется с помощью выполнения условия сходимости, ос-
нованном на итерационном методе Ньютона – Рафсона, 
который зависит от приращения пластических деформа-
ций ε pld . Алгоритм подробно описан в работе [25]: 
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,  (18) 

где 

    
3, ,ω
2 1 ω σ

r
r e

r

 

σN σ β ,  (19) 

  
 

1
2

1,ω : : .
2 1 ωr r rY  


σ σ C σ   (20) 

Запишем внутренние переменные, от которых зави-
сят уравнения (18)–(20) в виде  χ ,ω , ε , .r plσ β  

Для решения этой нелинейной задачи система ли-
неаризуется с помощью разложения в ряд Тейлора без 
учета членов более высокого порядка: 

      
1

1 1χ : χ χ χ 0,
χ

i i i i


  
     

AA A   (21) 

  1 1 1χ χ : χi i i    J A ,  (22) 

где 
χ





A J  – матрица Якобиана. 

Полностью матрица Якобиана записывается в сле-
дующем виде 
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 sym

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0,5 0 0
0 0 0 0 0,5 0
0 0 0 0 0 0,5

 
 
 
 

  
 
 
  
 

1 ,  (40) 

dev

0,667 0,333 0,333 0 0 0
0,333 0,667 0,333 0 0 0
0,333 0,333 0,667 0 0 0

0 0 0 0,5 0 0
0 0 0 0 0,5 0
0 0 0 0 0 0,5

  
   
  

  
 
 
  
 

1 .   (41) 

В уравнениях (18)–(36) подразумевается, что 
 : TtrA B AB , а  ijkl ij kl A B A B  – диадическое 

произведение. 
Следует отметить, что при ω 1  критерий текуче-

сти в (17) стремится к бесконечности Ф ,   что не 
позволяет достичь предельного теоретического пара-
метра поврежденности. 

Изложенный алгоритм был реализован в виде про-
граммного кода на языке Fortran. 

 
2. Верификация программы 

 
Верификация программы, основанная на алгоритме 

(6)–(41), осуществлялась поэтапно. На первом этапе, ко-
торый представлен и описан в данной статье, внимание 
сконцентрировано на верификации накопления пласти-
ческой деформации и параметра поврежденности при 
монотонном нагружении. Помимо этого, была проверена 
способность приведенной динамической библиотеки 
описывать диаграмму статического растяжения. Второй 
этап будет относиться к верификации поцикловой кине-
тики накопления пластических деформаций и способно-
сти кинематического упрочнения описать петли гистере-
зиса при испытаниях на малоцикловую усталость. 

В данной работе объектом верификации выступал ци-
линдрический образец с внешним кольцевым надрезом, 
подвергнутый монотонному осевому растяжению. Пошаго-
вое перемещение торца образца не связано с циклическим 
деформированием, а учитывает лишь накопление пластиче-
ской деформации. Для сравнения полученных данных, та-
ких как параметр поврежденности, а также положение мак-
симального значения поврежденности, была выбрана гео-
метрия образца (рис. 2), используемая в работах [1; 38]. 

 
Рис. 2. Конечно-элементная модель образца 

Fig. 2. Finite element specimen model 

Расчетная схема метода конечных элементов была 
сформирована из восьмиузловых элементов второго поряд-
ка (см. рис. 2). Задача моделировалась в осесимметричной 
постановке с приложением перемещений к верхней грани 
образца, максимальная величина которых u = 0,576 мм со-
ответствовала литературным данным [1; 38]. 

Свойства используемого материала представлены в 
таблице и были получены в работе [39] путём проведе-
ния статических одноосных испытаний на низкоуглеро-
дистой стали AISI 1010. 
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Основные механические свойства материала 

Main mechanical properties of the material 

E, МПа σ0, 
МПа   infR  

γ  r s a, 
МПа b 

210 000 620 0.3 3300 0.4 1 3.5 2500 20 
 
На рис. 3 приведена зависимость параметра повре-

жденности от значения приложенных перемещений к 
верхней грани образца. Накопление повреждений на 
протяжении численного эксперимента имеет идентич-
ный характер по отношению к известным решениям в 
литературе [38]. Следует отметить, что при увеличении 
значений поврежденности точность расчёта уменьшает-
ся, но максимальное значение поврежденности выше. 
Наблюдаемые отличия в результатах расчета обуслов-
лены зависимостью программной реализации модели и 
размерностью конечно-элементной схемы. 

 
Рис. 3. Максимальное значение параметра поврежденности 

в зависимости от перемещения верхнего края образца 

Fig. 3. The maximum value of the damage parameter depending 
on the movement of the upper edge of the sample 

На рис. 4 изображены контуры распределения по-
врежденности для различных стадий статического на-
гружения, где в правом ряду показаны поля, полученные

 
Рис. 4. Распределение параметра повреждённости в зависимости от перемещения верхнего края образца 

Fig. 4. Distribution of the damage parameter depending on the displacement of the upper edge of the sample 
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Рис. 5. Распределение параметра повреждённости  

при значении перемещения u = 0,576 мм 

Fig. 5. Distribution of the damage parameter with the value  
moving u = 0.576 mm 

 
Рис. 6. Диаграммы одноосного растяжения стали AISI 1010 

Fig. 6. Tension test curve of AISI 1010 steel 

благодаря внедренной динамической библиотеке, а в ле-
вом ряду – поля, приведенные в работе [28]. Можно на-
блюдать перераспределение полей повреждений по мере 
увеличения приложенных смещений к верхней грани 
образца. При малых значениях приложенных смещений 
максимум поврежденности наблюдается на внешней по-
верхности образца в вершине кольцевой выточки. По 
мере увеличения приложенных перемещений максимум 
повреждений смещается к линии симметрии образца. 
Данная тенденция изменения полей напряжений под-
тверждается литературными данными [1; 38].  

Помимо осесимметричной постановки также была 
решена объемная задача при моделировании монотон-
ного нагружения образца с внешним кольцевым надре-
зом (рис. 5). Распределение параметра поврежденности 
при значении перемещения u = 0,576 мм демонстрирует 
идентичные значения с осесимметричной постановкой 
при соответствующем значении перемещения. 

Поведение материала в каждом узле конечно-
элементной сетки должно соответствовать диаграмме 
одноосного растяжения вне зависимости от характера и 
направления приложенной нагрузки. На рис. 6 изобра-
жена зависимость напряжений от перемещения (крас-
ный цвет) для узла с максимальным значением повреж-
денности, полученная с помощью численного расчета 
по методу конечных элементов с использованием соб-

ственной подпрограммы пользовательского материала. 
Можно заметить, что данная зависимость совпадает с 
экспериментальной (черный цвет), полученной в иссле-
довании [39]. Помимо этого, на рисунке наглядно про-
демонстрировано, как повреждение в равной степени 
снижает предел текучести (синий цвет), эквивалентные 
обратные напряжения βσ  (зеленый цвет), являющиеся 
атрибутом кинематического упрочнения, а также тер-
модинамическую силу изотропного упрочнения k 
(красный цвет). При этом по мере накопления пласти-
ческих деформаций параметр поврежденности, который 
связан с ними непосредственно (1), оказывает большее 
влияние на перечисленные напряжения. Это связано с 
тем, что в модели Lemaitre [9] эквивалентные напряже-
ния заменяются на эффективные напряжения путем де-
ления первых на 1-ω. Приведённые распределения так-
же подтверждаются литературными данными [38]. 

 
3. Обсуждение 

 
В результате верификации, полученной в настоящей 

работе на основе (1)–(5), наблюдается подобие в пере-
мещении координаты максимума повреждений с дан-
ными по закону traction-separation law – TSL [40] коге-
зионного подхода механики разрушения, который ши-
роко используется для композиционных, квазихрупких 
и пластичных материалов. TSL описывает поведение 
повреждающего материала перед вершиной трещины и 
используется для моделирования локализации повреж-
дений и разрушения конструкции [41]. 

В отличие от модели Lemaitre, в которой накопле-
ние повреждений зависит от роста пластической де-
формации, в когезионной модели поврежденность учи-
тывается в неявном виде [42–44]. Форма закона TSL 
состоит в том, что напряжения, которые могут возник-
нуть в материале, не должны превышать предел истин-
ной прочности. Поврежденность образуется при дости-
жении предельных когезионных напряжений, обуслов-
ливающие локальный отрыв и раскрытие. 

Подобие результатов данной статьи с уравнениями 
когезионной прочности можно наблюдать в работе [45], 
в которой на цилиндрическом образце с внешним коль-
цевым надрезом при монотонном растяжении авторами 
было получено распределение осевых напряжений. Эти 
напряжения увеличивались вдоль плоскости, проходя-
щей через область сужения образца, от внешней по-
верхности к его центру. Максимальное осевое напряже-
ние локализовано в центре образца и являлось предель-
ным – то есть напряжением, при котором происходит 
разрушение. 

Несмотря на то что в модели когезионной прочно-
сти и Lemaitre используются два разных типа конститу-
тивных уравнений, физический смысл данных уравне-
ний состоит в одном – визуализация и идентификация 
механизмов и координат повреждений. Они достигают-
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ся разными путями, но приводят к одному и тому же 
результату. 

 
Заключение 

 
Результаты данной работы можно изложить в сле-

дующем виде: 
А. Сформирован алгоритм, основанный на наборе 

разрешающих уравнений, объединяющий модель нако-
пления повреждений Lemaitre и закон кинематического 
упрочнения Armstrong – Frederic. 

Б. Реализован алгоритм, включающий модель по-
врежденности Lemaitre с кинематическим законом уп-

рочнения, в виде динамически подключаемой библиоте-
ки пользовательского материала программного комплек-
са расчетов по методу конечных элементов ANSYS. 

В. Проведена верификация алгоритма в отношении 
параметра накопления поврежденности в случае моно-
тонного нагружения, а также способности описывать 
диаграмму статического растяжения. Продемонстриро-
вано, что стадии и поля накопленных повреждений в 
численном эксперименте при осесимметричной и трех-
мерной постановках совпадают с аналогичными чис-
ленными экспериментами, известными в литературе. 

Г. Приведена аналогия с доминирующими моделя-
ми механики разрушения. 
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