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Приводятся динамическая постановка и метод численного решения задач потери устойчиво-
сти упругопластических оболочек вращения с заполнителем по осесимметричным и неосе-
симметричным формам при квазистатических и динамических нагружениях в рамках двух 
подходов. В первом подходе задача упругопластического деформирования и выпучивания 
оболочек вращения с упругим заполнителем при комбинированных осесимметричных нагру-
жениях с кручением формулируется в двумерной (обобщенной осесимметричной) постанов-
ке исходя из гипотез теории оболочек типа Тимошенко и основания Винклера. Определяю-
щие соотношения записываются в цилиндрической системе эйлеровых координат. Для каж-
дого элемента оболочки вводится местная лагранжева система координат. Кинематические 
соотношения записываются в метрике текущего состояния. Распределение компонент ско-
ростей перемещений по толщине оболочки и тензоров скоростей деформаций в местном 
базисе записывается в виде суммы безмоментных и моментных составляющих, которые, в 
свою очередь, записываются в виде суммы симметричной и несимметричной частей в мест-
ном и в общем базисах. Учет упругопластических свойств материала оболочки осуществля-
ется в рамках теории течения с нелинейным изотропным упрочнением. Для учета неосесиммет-
ричных форм потери устойчивости искомые функции (как перемещения, так и усилия, моменты, 
контактное давление) разлагаются в ряд Фурье в окружном направлении. Вариационные уравне-
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ния движения оболочки выводятся из общего уравнения динамики. Контакт между оболочкой и
деформируемым заполнителем моделируется исходя из условий непроникания по нормали и
свободного проскальзывания вдоль касательной. Вариационные уравнения динамики оболочки 
для осесимметричного и неосесимметричного процессов связаны между собой через физиче-
ские соотношения теории пластичности. Они учитывают большие осесимметричные формоиз-
менения и моментность напряженно-деформированного состояния оболочки. В начальной ста-
дии неосесимметричного процесса выпучивания прогибы малы, поэтому уравнения неосесим-
метричного выпучивания получены как линеаризованные относительно неосесимметричных
форм. Для инициирования неосесимметричных форм потери устойчивости вводятся начальные 
неосесимметричные прогибы. Для решения определяющей системы уравнений применяется
конечно-разностный метод и явная схема интегрирования по времени типа «крест». 

Второй подход основан на гипотезах механики сплошных сред и реализован в трехмер-
ной постановке. Оба подхода позволяют моделировать нелинейное докритическое деформи-
рование оболочек вращения с упругим заполнителем, определить предельные (критические)
нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения с учетом геометрических несовер-
шенств формы, исследовать процессы потери устойчивости по осесимметричным и неосе-
симметричным формам при динамических и квазистатических сложных нагружениях растя-
жением, сжатием, кручением, внутренним и внешним давлением. Результаты численного мо-
делирования сопоставляются с экспериментальными данными по кручению стальных
цилиндрических упругопластических оболочек (R/h = 1,45) с упругим заполнителем. 
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A dynamic statement and a method for numerically solving the buckling problems of elasto-
plastic shells of revolution with filler in axisymmetric and non-axisymmetric shapes under quasi-
static and dynamic loading are presented within the framework of two approaches. In the first 
approach, the problem of elastic-plastic deformation and buckling of shells of revolution with an 
elastic filler under combined axisymmetric loading with torsion is formulated in a two-dimensional 
(generalized axisymmetric) formulation based on the hypotheses of the shells theory of the 
Timoshenko type and the Winkler foundation. The constitutive relations are written in the 
cylindrical system of Euler coordinates. For each shell element, a local Lagrangian coordinate 
system is introduced. Kinematic relations are recorded in the current state metric. The distribution 
of the displacement velocity components over the shell thickness and strain rate tensors in the 
local basis is written as the sum of the momentless and moment components, which, in turn, are 
written as the sum of the symmetric and asymmetric parts in the local and in the general basis. 
The elastoplastic properties of the shell material are taken into account within the framework of 
the theory of flow with nonlinear isotropic hardening. To take into account non-axisymmetric 
forms of buckling, the desired functions (both displacements and forces, moments, contact pres-
sure) are expanded into a Fourier series in the circumferential direction. The variational equations 
of shell motion are derived from the general equation of dynamics. The contact between the shell 
and the deformable filler is modeled based on the conditions of non-penetration along the normal 
and free slip along the tangent. The variational equations of shell dynamics for axisymmetric and 
nonaxisymmetric processes are interconnected through the physical relations of the theory of 
plasticity. They take into account large axisymmetric shape changes and the instantaneous 
stress-strain state of the shell. At the initial stage of the nonaxisymmetric buckling process, the 
deflections are small; therefore, the equations of nonaxisymmetric buckling are obtained as 
linearized with respect to nonaxisymmetric forms. To initiate nonaxisymmetric buckling modes, 
initial nonaxisymmetric deflections are introduced. To solve the defining system of equations, a 
finite-difference method and an explicit time integration scheme of the “cross” type are used. 

The second approach is based on continuum mechanics hypotheses and implemented in a 
three-dimensional setting. Both approaches make it possible to simulate the nonlinear subcritical 
deformation of shells of revolution with an elastic filler, to determine the ultimate (critical) loads in 
a wide range of loading rates, taking into account geometric shape imperfections, to study the 
processes of buckling in axisymmetric and non-axisymmetric shapes under dynamic and quasi-
static complex loading by tension, compression, torsion, internal and external pressure. The re-
sults of numerical simulation are compared with experimental data on the torsion of steel cylindri-
cal elastoplastic shells (R/h = 1.45) with an elastic filler. 
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Введение 
 
Оболочки вращения с заполнителем широко ис-

пользуются в строительстве и технике. Примерами та-
ких элементов конструкций являются элементы газо-
турбинного двигателя – цилиндрические оболочки, на-
груженные кручением с одновременным внутренним 
или внешним давлением [1], трубопровод в грунте – 
цилиндрические оболочки, подверженные растяжению, 
сжатию, кручению, изгибу, внутреннему и внешнему 
давлению вследствие его взаимодействия с грунтом и 
транспортируемым веществом [2], строительные опоры – 
стальные трубы с бетонным наполнителем, нагружае-
мые сжатием, изгибом, кручением [3–5], автоцистерны – 
цилиндрические оболочки с сыпучим или жидким за-
полнителем, подвергаемые изгибу, сжатию, кручению 
[6]. В процессе эксплуатации оболочки с заполнителем 
подвергаются воздействию комбинации различных ви-
дов нагружения: растяжение, сжатие, изгиб, кручение, 
внутреннее (внешнее) давление. При осесимметричном 
нагружении и (или) кручении упругопластических обо-
лочек вращения с заполнителем осесимметричный про-
цесс деформирования может перейти в неосесиммет-
ричный после достижения критических значений пара-
метров нагружения. Внутренний заполнитель повышает 
критические нагрузки и существенно влияет на формо-
образование при потере устойчивости оболочки [4–8]. 
Например, при осевом сжатии блокируются неосесим-
метричные формы потери устойчивости оболочек [7; 8]. 

Обзор исследований по определению напряженно-
деформированного состояния (НДС) и устойчивости 
тонких оболочек с заполнителем, анализ их взаимодей-
ствия приведен в [9]. Деформирование упругого запол-
нителя описывают в рамках механики сплошной среды 
с применением уравнений теории упругости [9–14]. 
Достаточно жесткий (недеформируемый) заполнитель 
моделируют граничным условием, запрещающим ради-
альное перемещение внутренней поверхности оболочки 
в направлении оси симметрии [7]. Для определения 
только реакции заполнителя без детализации его НДС 
применяют упрощенные модели упругого основания с 
одним или двумя коэффициентами постели (основание 
Винклера или Пастернака) [9; 15–22]. 

Современные вычислительные комплексы позво-
ляют в полной мере моделировать деформирование, 
выпучивание и взаимодействие оболочек с заполните-
лем при учете пластических деформаций оболочки, 
геометрической и физической нелинейностей, краевых 
эффектов и начальных несовершенств для произволь-
ных комбинаций видов нагружения [3–5; 23]. Но пол-
номасштабное моделирование в рамках механики 
сплошной среды относительно большого массива за-
полнителя и сравнительно тонкой оболочки требует 
значительных временных затрат вследствие большого 
количества узлов конечно-элементной сетки и малень-
кого шага интегрирования по времени, определяемого 
толщиной оболочки [23]. Для сокращения времени сче-

та в квазистатических задачах используют изменение 
плотности материала оболочки [24]. 

В настоящем исследовании приводятся две методики 
численного решения нелинейных задач осесимметрично-
го деформирования и неосесимметричного выпучивания 
упругопластических оболочек вращения с упругим за-
полнителем при комбинированных осесимметричных 
нагружениях и кручении. Задачи формулируются в ди-
намической постановке, что дает возможность описать 
большие докритические формоизменения упругопласти-
ческих оболочек и перескок оболочки к новой, изогнутой 
форме равновесия. Первая методика является развитием 
методики численного решения нелинейных задач осе-
симметричного деформирования и неосесимметричного 
выпучивания упругопластических оболочек вращения 
при комбинированных осесимметричных нагружениях и 
кручении [25] для описания неосесимметричного выпу-
чивания упругопластических оболочек с упругим запол-
нителем [23]. Вторая методика реализована в трехмерной 
постановке, основана на гипотезах механики сплошных 
сред и методе конечных элементов [26]. Результаты мо-
делирования в трехмерной постановке сопоставляются с 
экспериментальными данными по кручению стальных 
упругопластических оболочек с упругим заполнителем. 

 
1. Обобщенная осесимметричная оболочечная 
постановка с разложением искомых функций 
(перемещений, усилий) в ряды Фурье  
по окружной координате 

 
Задача упругопластического деформирования и вы-

пучивания оболочек вращения с упругим заполнителем 
при комбинированных статических и динамических 
осесимметричных нагружениях с кручением формули-
руется в двумерной (обобщенной осесимметричной) 
постановке исходя из гипотез теории оболочек типа 
Тимошенко [25] и основания Винклера [23]. Опреде-
ляющие соотношения записываются в цилиндрической 
системе эйлеровых координат Orz , Oz  – ось враще-
ния. На рис. 1 показаны местная ( , ,s   ) и общая ( , ,r z  ) 
системы координат. 

 
Рис. 1. Общая цилиндрическая (r, z, β) и местная (s, ξ, β)  

системы координат 
Fig. 1. General cylindrical (r, z, β) and local (s, ξ, β)  

coordinate systems 



Bazhenov V.G., Kazakov D.A., Kibec A.I., Nagornykh E.V., Samsonova D.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2022) 95-106 

 98 

Для каждого оболочечного элемента вводится местная 
лагранжева система координат Os , связанная с общей 
соотношениями , z rds dr dz    r zd dr dz    , где 
s – длина дуги меридиана оболочечного элемента;   – 
координатная линия, нормальная к срединной поверхно-
сти;   – угловая координата; , ,, z s r sr z       – направ-
ляющие косинусы нормали к срединной поверхности. 

Оболочечные элементы полагаются тонкими, изме-
нением метрики по толщине пренебрегаем, деформации 
поперечного сдвига и изгиба малы по сравнению с де-
формациями срединной поверхности, кинематические 
соотношения формулируются в скоростях и строятся в 
метрике текущего состояния. Распределение компонент 
скоростей перемещений по толщине оболочки записы-
вается в виде: 

     , , , , , , ,s s su s t u s t s t         

   , , , , ,u s t u s t      

      , , , , , , , .u s t ru s t s t            (1)  

Здесь  , ,su s t  и  , ,u s t   – скорости перемеще-
ний срединной поверхности в направлении касательной 
и нормали,  , ,u s t   – скорость угла поворота по ок-

ружной координате  ,  , ,s s t   и  , ,s t   – угловые 
скорости поворота поперечных сечений в плоскости 
меридионального сечения и в плоскости O . 

Безмоментные su , u , u  и моментные s ,   
составляющие скоростей перемещений представляются 
в виде суммы осесимметричной (a) и неосесимметрич-
ной (n) частей: 

     , , , , , ,   , , ;a n
i i iu s t u s t u s t i s          

      , , , , , ,   , .a n
i i is t s t s t i s            (2)  

Распределение компонент скоростей деформаций 
(симметричной части градиента скорости перемещений) 

ije  по толщине оболочки представляется в виде: 

  ,    , , ,  ij ij ij i i ie e i j s e                      ,  (3)  

где ij  и ij  – скорости деформаций срединной поверх-
ности и изгиба. 

Компоненты скоростей деформаций ij , ij  и ско-

рость вращения элемента s  в местном базисе s  с 
учетом (2) записываются в виде суммы осесимметрич-
ной и неосесимметричной частей: 
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Выражения для компонент скоростей деформаций 
через осесимметричные и неосесимметричные компо-
ненты скоростей перемещений в общем базисе rz  по-
лучаются из (4) путем подстановки выражений 

,  s r z z r r r z zu u u u u u             , они приведены в [25]. 

Компоненты тензора скоростей деформаций ije  

можно представить в виде суммы упругой e
ije  и пласти-

ческой p
ije  составляющих: 

  ,  0  , , , .e p p
ij ij ij iie e e e i j s            (5)  

Предполагается, что упругие деформации малы, а 
пластические деформации могут быть большими. Ком-
понента тензора напряжений Коши, нормальная к сре-
динной поверхности оболочки, принимается равной 
нулю. Из условия плоского напряженного состояния и 
обобщенного закона Гука определяется компонента e : 
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  0,  
1

e e e
sse e e  


   

 
       (6)  

Компоненты тензоров скоростей напряжений ij  и 

напряжений Коши ij   в местном базисе s  записы-
ваются в виде: 

   2 2,  , 
1 1

,  ,  0,
1 1

e e e e
ss ss ss

e e
s s s s

E Ee e e e

E Ee e

  

     

     
 

       
 

     

     
 

, , , , ,J ij jk ki ik kjD i j k s          

 
0 0

, , , , .
t t

ij J ij s sD dt i j s dt            (7)  

Здесь JD  – производная Яуманна, которая учитыва-
ет поворот элемента оболочки за счет сдвиговой дефор-
мации как квазижесткого целого относительно нормали к 
ее срединной поверхности при кручении. Местная сопут-
ствующая система координат Os  определяется формо-
изменениями оболочки без учета сдвиговых деформаций 
кручения, то есть она является лагранжевой только для 
осесимметричной деформации. Заметим, что деформа-
ции сдвига при кручении тонких оболочек ограничены из 
соображений устойчивости осесимметричного процесса 
деформирования. Поэтому введение производной Яу-
манна для учета квазижесткого вращения при кручении 
вполне обоснованно при использовании явной схемы 
интегрирования с малыми шагами по времени [27].  
В итоге существенно упрощается запись основных урав-
нений обобщенной осесимметричной задачи с кручени-
ем, так как за базовую берется лагранжева система коор-
динат осесимметричной задачи. 

Учет упругопластических свойств материала обо-
лочки осуществляется в рамках теории течения с нели-
нейным изотропным упрочнением: 

 2, , , , ijp
ij ij ij ij ij T ij ij ij

ij ij

e n n


           






 


  

  
0

2/ 3, ,
3

t
p p

ss ij ije e dt             (8)  

здесь  T   – радиус поверхности текучести;   – пара-

метр Одквиста, ij  – символ Кронекера; параметр   оп-

ределяется из условия прохождения мгновенной поверх-
ности текучести через конец вектора догрузки. 

Усилия ijN , моменты  ijM , масса N  и момент 

инерции M  определяются по формулам: 

       
/2 /2

/2 /2

,  ,  , , , ;
h h

ij ij ij ij
h h

N d M d i j s
 

                

    
/2 /2

2

/2 /2

,  .
h h

h h

N d M d 
 

           (9) 

Для учета неосесимметричных форм потери устой-
чивости задается аппроксимация неосесимметричных 
частей скоростей перемещений по окружной координа-
те  ,    в общем базисе rz : 

      , , , cos ,  , ,n n
i iu s t u s t n s i r z       

       , , , sin ,n nu s t u s t n s        (10) 

      , , , cos , n n
s ss t s t n s        

      , , , sin ,n ns t s t n s         

здесь n  – номер формы потери устойчивости, 
 , ,n

iu i r z  ,  ,n
i i s    − компоненты амплитуды,   

задает форму винтовых складок. 
Выделение осесимметричных и неосесимметричных 

составляющих усилий и моментов осуществляется раз-
ложением выражений (9) для каждой n-й компоненты 
ряда Фурье, определенных на ряде дискретных значе-
ний по окружной координате k  ( 1,k m , m  − число 
разбиений по окружной координате) с шагом  : 

     1 2cos sin ,a n n
ij ij ij ijN N N n s N n s        

 
1

1 ,
m

a
ij ij k

k

N N
m 

    1

1

2 cos ,
m

n
ij ij k k

k

N N n
m 

    

   2

1

2 sin .
m

n
ij ij k k

k

N N n
m 

     (11) 

Выражения для разложения момента имеют анало-
гичный вид. 

Вариационные уравнения движения оболочки вы-
водятся из общего уравнения динамики и записываются 
в общем базисе: 

Ω Ω Γ Γp q

ij ij i i i i i idV u u dV p u d q u d                   

  , , , ,i j r z   (12)  

где iu  – компоненты вектора скорости перемещения в 
общей цилиндрической системе координат; ij  – компо-

ненты тензоров напряжений Коши;   – плотность; iq  – 
контактное давление, ip  – распределенная нагрузка; Ω  – 
исследуемая область; Γ p  – зона действия внешнего дав-
ления, Γq  – поверхность контакта; ij , iu   – вариации 

ij , iu  (на поверхности с заданными кинематическими 
граничными условиями 0iu  ); точка над символом 
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означает частную производную по времени t ; по повто-
ряющимся индексам ведется суммирование. 

Упругий заполнитель моделируется основанием 
Винклера, то есть контактное давление в области взаи-
модействия оболочки с упругим заполнителем пропор-
ционально прогибу оболочки: 

,'q ku                                (13) 

здесь k  – коэффициент пропорциональности (коэф-
фициент «постели»),  , ,u s t   – прогиб контактирую-
щей поверхности оболочки. По аналогии с (2) и (10) 
получаем: 

         , , , , cos . a nu s t u s t u s t n s         (14) 

Представим прогиб  , ,u s t   через компоненты пе-
ремещений в общем базисе: 
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 (15) 

Тогда 
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 (16) 

Введем обозначения: 
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  (17) 

В уравнение движения оболочки (12) вместо ком-
понент скоростей деформаций в местном базисе под-
ставляются их выражения через скорости перемещений 
в общем базисе [25], а также усилия и моменты в виде 
суммы осесимметричной и неосесимметричной частей 
(11). Выполняются операции варьирования и интегри-
рования по толщине оболочки   и по окружной коор-
динате  . В итоге получим вариационные уравнения 
динамики оболочки: 

а) для осесимметричного процесса: 
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б) для неосесимметричного процесса: 
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Здесь верхние индексы  a  и  n  в уравнениях (18) 
и (19) соответственно вынесены за скобки. Подчеркну-
тые члены в уравнении (19) введены для описания неосе-
симметричных форм потери устойчивости. Для иниции-
рования неосесимметричной потери устойчивости вво-
дятся начальные неосесимметричные прогибы 0 0 :,  r zu u   

         0 0 0, cos .r r z zu s u s u s n s              (20) 

Контакт между оболочкой и деформируемым за-
полнителем моделируется исходя из условий непрони-
кания по нормали и свободного проскальзывания вдоль 
касательной. Усилие по нормали определяется из усло-
вия непроникания: 

 
' " 0, 0 

     '  
' " , 0,

u u q
q q

q q q q
  

 
   

  
     

 
  (21)  

а касательные усилия полагаются равными нулю 
' " 0,s sq q   ' " 0.q q    

Функции со штрихом относятся к контактирую-
щей поверхности оболочки, а с двумя штрихами – 
заполнителя. Условия непроникания (21) выполняют-
ся только в активной фазе контактного взаимодейст-
вия. При нарушении контакта они заменяются усло-
виями на свободной поверхности. В общем случае 
упругий заполнитель может моделироваться как ос-
нованием Винклера, так и исходя из позиций механи-
ки сплошных сред. 

Системы уравнений, описывающие осесимметрич-
ное (18) и неосесимметричное (19) движения оболочки, 
связаны друг с другом через физические соотношения 
теории пластичности (5)–(8). Они в полной мере учиты-
вают большие осесимметричные формоизменения и 
моментность НДС оболочки. Уравнения неосесиммет-
ричной потери устойчивости получены как линеаризо-
ванные относительно неосесимметричных форм. Они 
позволяют описывать начальную стадию процесса вы-

(19) 
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пучивания, когда неосесимметричные прогибы малы. 
Решение полученной системы уравнений строится по 
явной конечно-разностной схеме «крест» второго по-
рядка точности [28]. 

 
2. Задача деформирования и выпучивания  
упругопластических оболочек вращения  
с упругим заполнителем в трехмерной  
постановке с позиций механики сплошных сред 

 
Деформирование оболочки описывается в перемен-

ных Лагранжа (текущая лагранжева формулировка)  
с позиций механики сплошных сред [29; 30]. Наряду  
с общим базисом 1 2 3[ ]X X X X  вводится местная (со-
путствующая) система координат 1 2 3[ ]x x x x  с направ-
ляющими косинусами ijn : 

 , , 1,3i ij jx n X i j    (22) 

(по повторяющимся индексам ведется суммирование). 
Здесь 3x  – координата, отсчитываемая от срединной 
поверхности оболочки и нормальная к ней, 1 2,x x  – ор-
тогональны к 3x . Отметим, что сдвиговые деформации 
являются малыми, так как потеря устойчивости цилин-
дрических оболочек происходит при малых сдвиговых 
деформациях кручения. Компоненты тензора скоростей 
деформаций в местном вращающемся базисе ij  выра-

жаются через компоненты ije  скорости деформаций в 
общем базисе 

 ,ij im jk mkn n e      (23)  

которые определяются в метрике текущего состояния. 

    , , 0
0

/ 2, , 1,3 , .
t

ij i j j i i i it
U U i j X X U dt


           (24)  

В (24) U   перемещения в общей декартовой сис-
теме координат Х, индекс после запятой означает част-
ную производную по соответствующей пространствен-
ной переменной, точка над символом частную произ-
водную по времени t. 

Уравнение движения выводится из баланса вирту-
альных мощностей: 

 
 

Ω Ω

Γ Γ

, 1,3 ,
p q

ij ij i i
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dV U U dV
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   (25)  

где ij , ij  – компоненты тензоров напряжений и ско-

ростей деформаций, iU  – перемещения в системе коор-
динат Х,   – плотность, p , q  – компоненты поверх-
ностных и контактных нагрузок ( 1, 2),     – область, 

занимаемая конструкцией, pG – область действия 
внешнего давления, qG  – часть поверхности, на кото-
рой задаются контактные давления, определяемые в 
процессе решения, точка над символом означает част-
ную производную по времени t . 

Компоненты контактного давления q ( 1,2)   оп-
ределяются в процессе решения задачи в местном коор-
динатном базисе ( ,s  – направления касательной и 
нормали к контактной поверхности). Контактное дав-
ление по нормали находится из условия непроника-
ния (21). Касательное давление определяется на пер-
вом этапе из условия жесткой склейки, а в случае 
превышения силы трения покоя – в соответствии с 
законом Кулона: 

  
 

,  ' "
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' " , ,
s ss s

s s
s s s

q q k qu u
q q

q q k q sign q q k q
 

    

       

 
  (26)  

где k  – коэффициент трения. 
Упругопластическое деформирование материала 

описывается соотношениями теории течения с нелиней-
ным изотропным упрочнением [31; 32]. Как показали 
наши исследования [33; 34], учет комбинированного 
(изотропного и кинематического) упрочнения позволяет 
точнее описать начало процесса сложного упругопласти-
ческого деформирования при малых деформациях круче-
ния (εzβ < 1 %). При развитых деформациях кручения 
расчетные кривые сближаются, так как память материала 
ограничена областью малых деформаций. Поэтому тео-
рия пластичности с изотропным упрочнением применима 
для оценки предельных состояний оболочек. Полагается: 

3
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2 .
3

t
p p
ij ije e dt        (27)  

Здесь ij , ij , V , V  – девиаторные и шаровые 
компоненты тензоров напряжения и скоростей деформа-
ций; p

ij  – скорости пластических деформаций; K , G  – 

модули сдвига и объемного сжатия; ij  – символы Кро-

некера; f – поверхность текучести Мизеса,  T   – пре-

дел текучести;   – параметр Одквиста;   – параметр, 
тождественно равный нулю при упругом деформирова-
нии и определяемый при упругопластическом деформи-
ровании из условия прохождения мгновенной поверхно-
сти текучести через конец вектора догрузки. 
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Для дискретизации определяющей системы уравне-
ний применяются моментная схема метода конечных 
элементов и явная конечно-разностная схема типа 
«крест» [35]. Оболочка заменяется лагранжевой сеткой, 
состоящей из 8-узловых конечных элементов (КЭ). Ин-
тегрирование по пространственным переменным вы-
полняется с применением квадратурных формул [30]. 
Изложенная конечно-элементная методика реализована 
в рамках вычислительной системы (ВС) «Динамика-3» 
[26]. Потеря устойчивости оболочки определяется с 
введением начальных несовершенств формы методом 
продолжения по параметру, в качестве которого ис-
пользуется время [33]. 

 
3. Эксперименты и расчеты 

 
Проведены квазистатические испытания растяже-

ния пустотелых оболочек и кручения оболочек с запол-
нителем на универсальной испытательной машине 
Zwick Z100. Геометрические параметры рабочей части 
оболочек: средний радиус 0 14,75R   мм, толщина 

0 1,5h   мм, длина 0 92L   мм. Материал оболочек – 
сталь 35ХГСА. На основе эксперимента по одноосному 
растяжению оболочки была построена истинная диа-
грамма деформирования стали 35ХГСА с учетом обра-
зования шейки по методике [37] (рис. 2). 

 
Рис. 2. Истинная диаграмма деформирования стали 35ХГСА 

Fig. 2. True diagram of deformation of steel 35KhGSA 

В экспериментах по кручению оболочек в качестве 
заполнителя использовались стальные цилиндры двух 
радиусов: r = 13 мм и r = 12,75 мм. Между оболочкой и 
цилиндром имелся зазор толщиной 1,0 и 1,25 мм соот-
ветственно. Один торец оболочек был жестко защемлен, 
другой – закручивался с постоянной угловой скоростью 
u  0,333 град/с до достижения угла закручивания  
  1300 и 540 соответственно. 

Численное моделирование процессов потери устой-
чивости оболочек при кручении выполнялось в рамках 
механики сплошной среды в трехмерной постановке.  
В расчетах при квазистатическом нагружении началь-
ное распределение угловой скорости вдоль оболочки 
полагалось линейным, а угловая скорость торца обо-
лочки – постоянной, чтобы вклад сил инерции в реше-

ние задачи был пренебрежимо мал. Заполнитель пола-
гался недеформируемым. На рис. 3 приведены остаточ-
ные формы оболочек: цифрами 1 и 2 отмечены 
закрученные образцы с заполнителями радиусом 13 и 
12,75 мм соответственно, 3 – пустотелый образец после 
растяжения, 4 – расчетная геометрия образца с заполни-
телем с радиусом 13 мм. 

 

Рис. 3. Остаточные формы образцов: 1–3 – эксперимент,  
1 и 2 – кручение, радиус заполнителя 13 мм и 12,75 мм  
соответственно, 3 – растяжение пустотелой оболочки,  

4 – расчет, кручение, радиус заполнителя 13 мм 

Fig. 3. Residual shapes of samples: 1–3 – experiment,  
1–2 – torsion, filler radius 13 mm and 12.75 mm, respectively,  
3 – tension of the hollow shell, 4 – calculation, torsion, filler  

radius 13 mm 

На рис. 4 приведены зависимости крутящего мо-
мента М от условной сдвиговой деформации кручения 
в срединной поверхности оболочки  0 02ze R L   . 
Пунктирной линией обозначены результаты расчета 
кручения пустотелой оболочки, сплошной линией и 
точками – экспериментальные данные и результаты 
расчета оболочки с заполнителем (радиус заполнителя 
13 мм). При закручивании оболочки на угол   40° 
происходит неосесимметричная потеря устойчивости 
по второй форме в окружном направлении, т.е. в зоне 
потери устойчивости поперечное сечение оболочки 
приобретает форму эллипса [38]. Закритическое пове-
дение пустотелой оболочки описывается нисходящей 
ветвью на диаграмме крутящего момента (рис. 4).  
Наличие жесткого заполнителя предотвращает пере-
мещение материала вовнутрь оболочки, что приводит 
к формированию двух диаметрально противоположно 
складок, расположенных вдоль винтовой линии,  
наклоненной под углом около 45° к меридиану. При 
этом крутящий момент снова начинает возрастать. На 
графиках крутящих моментов оболочки с заполните-
лем при угле закручивания около 40° ( 0,05ze  )  
виден локальный максимум, соответствующий момен-
ту потери устойчивости пустотелой цилиндрической 
оболочки. 
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Рис. 4. Зависимость крутящего момента от условной сдвиго-
вой деформации: сплошная линия – эксперимент, оболочка  

с заполнителем; точки – МКЭ, оболочка с заполнителем; 
пунктирная линия – МКЭ, пустотелая оболочка 

Fig. 4. Dependence of the torque on the conditional shear strain: 
solid line is experiment, shell with filler; points are FEM, shell 

with filler; dotted line is FEM, hollow shell 

При кручении оболочки с большим зазором и, соот-
ветственно, меньшим радиусом заполнителя (12,75 мм)  
в эксперименте возникла одна складка, расположенная 

по винтовой линии, что вызвано увеличением зазора ме-
жду оболочкой и заполнителем. В расчете формирование 
одной складки было смоделировано при начальном сме-
щении цилиндра-заполнителя параллельно самому себе в 
радиальном направлении на малое расстояние. 

 
Заключение 

 
В работе представлены два подхода к описанию кон-

тактного взаимодействия упругопластических оболочек 
вращения с упругим заполнителем при статических и ди-
намических осесимметричных нагружениях с кручением. 
Моделирование исследуемых процессов в трехмерной 
постановке позволяет в полной мере описать закритиче-
скую стадию деформирования. Расчеты с применением 
линеаризованной оболочечной модели и основания Винк-
лера дают возможность определить критические нагрузки 
и описать начальный этап закритической стадии деформи-
рования, при этом существенно сокращается время ма-
шинного счета. Результаты расчетов в трехмерной поста-
новке являются эталонными при определении области 
применимости оболочечных моделей. 
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