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Рассматриваются задача деформирования ДКБ-образца, представляющего собой компози-
цию тел, связанных адгезионным слоем конечной толщины. На основе вариационного уравнения 
равновесия, содержащего толщину слоя в качестве линейного параметра, построено конечно-
элементное решение задачи нагружения слоя нормальным разрывом в состоянии плоской де-
формации. Средние по толщине слоя напряжения связаны с напряжениями по границе слоя 
уравнениями равновесия. Граничные напряжения слоя формируют граничные условия для со-
прягаемых тел. В слое, наряду с напряжениями отрыва, учитываются и ортогональные отрыву 
напряжения. Определяющие соотношения в слое представляются через средние напряжения. 
При существенном различии в модулях Юнга адгезива и сопрягаемых тел показана сходимость 
значения J-интеграла при уменьшении толщины слоя. Для нахождения J-интеграла используется 
его представление в виде произведения удельной свободной энергии на торце слоя и его толщи-
ны. Установлено, что коэффициент Пуассона тел оказывает влияние на величину J-интеграла, а 
коэффициент Пуассона адгезионного слоя практически не влияет на величину J-интеграла. 
С использованием теории пластин Миндлина – Рейснера при нулевом коэффициенте Пуассона
адгезива получено аналитическое представление J-интеграла. В представление входят энергети-
ческие слагаемые, связанные с напряжением отрыва и с осевым напряжением в слое. При этом 
слагаемое, связанное с осевым напряжением в слое, пропорционально квадрату отношения мо-
дулей Юнга адгезионного слоя и сопрягаемых им тел. Из полученного решения следует, что ме-
ханические свойства адгезионного слоя с малой, по сравнению с телами, толщиной не влияют на 
значение J-интеграла, если модуль упругости адгезионного слоя значительно меньшем модуля 
упругости сопрягаемых тел. Таким образом использование замены адгезионного слоя слоем 
нулевой толщины корректно при данных ограничениях.   
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The problem of deformation of a DCB sample, which is a composition of bodies bound by an 
adhesive layer of finite thickness, is considered. Based on the variational equilibrium equation 
containing the layer thickness as a linear parameter, a finite element solution of the problem of 
loading the layer with a normal discontinuity in the plane strain state is constructed. The stresses 
averaged over the layer thickness are related to the stresses along the layer boundary by the 
equilibrium equations. The boundary stresses of the layer form the boundary conditions for the 
mating bodies. In the layer, along with shear stresses, stresses orthogonal to shear are also 
taken into account. The constitutive relations in the layer are represented in terms of average 
stresses. With a significant difference in the Young's moduli of the adhesive and mating bodies, 
the convergence of the value of the J-integral with a decrease in the layer thickness is shown. To 
find the J-integral, its representation is used as a product of the specific free energy at the end of 
the layer and its thickness. It has been established that the Poisson's ratio of the bodies affects 
the value of the J-integral, and the Poisson's ratio of the adhesive layer has almost no effect on 
the value of the J-integral. Using the theory of plates Mindlin – Reisner at zero Poisson's ratio of 
the adhesive, an analytical representation of the J-integral is obtained. The representation 
includes energy terms related to the pull-off stress and the axial stress in the layer. In this case, 
the term associated with the axial stress in the layer is proportional to the square of the ratio of 
the Young's moduli of the adhesive layer and the bodies mating with it. From the solution 
obtained, it follows that the mechanical properties of the adhesive layer with a small thickness 
compared to bodies do not affect the value of the J-integral if the elastic modulus of the adhesive 
layer is significantly less than the elastic modulus of the mating bodies. Thus, the use of replacing 
the adhesive layer with a layer of zero thickness is correct under these restrictions. 
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Введение 

 
Исследование сопряжения твердых тел адгезион-

ным слоем предполагает прочностный анализ зоны об-
рыва связей. Когда толщина слоя значительно меньше 
толщины соединяемых тел, область обрыва адгезион-
ных связей может быть рассмотрена в виде трещинопо-
добного дефекта. В этом случае в качестве критерия 
разрушения можно использовать достижение J-инте-
гралом [1–6] критического значения. Для модели тре-
щины в виде математического разреза адгезионный 
слой рассматривается в виде слоя нулевой толщины  
[7–11] с жестким сцеплением сопрягаемых тел. При этом 
прямое задание механических свойств адгезива исклю-
чено, основным расчетным параметром в этом случае 
является коэффициент интенсивности напряжений. Его 
нахождение для тел конечных размеров возможно ре-
шением 2D-задачи различными методами [12–17], в том 
числе и методом конечных элементов (МКЭ) [18–21]. 
В ряде случаев возможно получение аналитических ре-
шений [22–25] с использованием в рассмотрении упро-
щения теории балок или пластин [26–29]. 

При нахождении J-интеграла возникает вопрос о 
влиянии учета механических свойств адгезионного слоя 
на прочность композита. Явное задание механических 
свойств адгезива возможно только при рассмотрении 
слоя в рамках материального объема. Прямое модели-

рование задачи МКЭ [30] не является корректным, так 
как содержит особые точки [31; 32]. Использование ко-
гезионных элементов сопряжено с заданием закона не-
устойчивого по Дракеру деформирования [33]. Для слу-
чая нормального разрыва слоя широко используется 
модель Прандтля [34–36], представляющая слой в виде 
пружин с определенной жесткостью и заданным разме-
ром, работающих на растяжение и сжатие. Нахождение 
потока упругой энергии в вершину двухконсольной 
балки (ДКБ-образца) на основе данной модели рассмот-
рено в работах [23; 25]. При этом вопрос об определе-
нии жесткости пружин и задании характерного линей-
ного размера открыт. Рассмотрение слоя в виде сплош-
ной среды с механическими характеристиками адгезива 
требует адекватной постановки и решения соответст-
вующих задач. 

В предлагаемой работе на основе концепции слоя 
взаимодействия МКЭ решена линейно упругая задача 
нормального разрыва тонкого адгезионного слоя в 
ДКБ-образце. Показано, что имеет место существенная 
зависимость J-интеграла от коэффициента Пуассона 
сопрягаемых слоем тел и практически отсутствует за-
висимость J-интеграла от коэффициента Пуассона ад-
гезионного слоя при существенных различиях в моду-
лях Юнга адгезионного слоя и связанных им тел. 
В случае равенства коэффициента Пуассона слоя нулю 
получено аналитическое решение задачи в рамках тео-



Bogacheva V.E., Glagolev V.V., Glagolev L.V., Markin A.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2022) 116-124 

 118 

рии пластин Миндлина – Рейснера. Установлено, что 
учет свойств адгезионного слоя дополняет J-интеграл 
слагаемым пропорциональным квадрату отношения 
модулей Юнга адгезионного слоя и сопрягаемых им 
тел. Если этим слагаемым пренебречь, то получаем 
результат, согласующийся с известными решениями 
[23; 25]. 

 
1. Постановка задачи 
 

На рис. 1 показана схема нагружения слоистого 
композита длиной a , состоящего из трех тел. Тела 
1 и 2 с одинаковыми толщинами h и механическими 
свойствами связаны адгезионным слоем 3 толщиной 0δ  
с отличными от сопрягаемых им тел свойствами. Пра-
вый торец образца жестко закреплен от горизонтальных 
перемещений, на левых торцах тел действует симмет-
ричная распределенная нагрузка P. Вся остальная по-
верхность образца свободна от внешней нагрузки. Дан-
ная схема определяет стандартный для эксперимента 
ДКБ-образец и используется для нахождения прочност-
ной характеристики – критического потока упругой 
энергии или Jс-интеграла согласно схеме податливости 
Ирвина [37]. 

 
Рис. 1. Модель ДКБ-образца 

Fig.1. Model of a DCB sample 

Вариационные уравнения равновесия системы двух 
тел, связанных слоем, в силу симметрии задачи преоб-
разуются в вариационное уравнение для тела (1) [38]: 

1 1
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ε , (1) 

где 1S  – площадь тела 1; u  – векторное поле переме-
щений тела 1; σ , ε  – тензоры напряжений и деформа-
ций; σ , ε  – тензоры средних напряжений и деформа-
ций слоя с соответствующими компонентами: 
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su  – компоненты вектора перемещений верхней гра-

ницы слоя; 1, 2s  ; 1L – граница приложения внешней 
нагрузки для тела 1;    – двойное скалярное умножение; 
  – скалярное умножение. Постулируется жесткое сцеп-
ление между границами области 3 и областями 1. 

Граничные касательные напряжения и напряжения 
отрыва в слое формируют граничные условия для сопря-
гаемой слоем среды, являются связанными уравнениями 
равновесия со средними напряжениями слоя [38]: 

 11
12 12 0

1

σσ σ 0,5δ
x

 
 


, 12

22 22 0
1

σσ σ 0,5δ
x

 
 


,  (3) 

и неявно присутствуют в уравнении (1). Отметим, что 
средние касательные напряжения в слое в рамках рас-
сматриваемой схемы нагружения равны нулю, и изме-
нение средних осевых напряжений фактически опреде-
ляет соответствующее граничное условие. 

Для материала слоя взаимодействия 3 определяю-
щие соотношения считаем справедливыми для средних 
компонент тензоров напряжений и деформаций. При 
упругом деформировании слоя связь средних напряже-
ний и деформаций определяется законом Гука: 

 νσ ε εδ
1 ν 1 2ν

3 3
ij ij ij

3 3

E  
    

, (4) 

где 3E , 3ν  – модуль упругости и коэффициент Пуассо-
на адгезионного слоя; ε  – объемная деформация слоя; 
δij  – символ Кронекера; ,i j  1, 2, 3. 

Определяющие соотношения тел будем рассматри-
вать в форме закона Гука: 

 νσ ε εδ
1 ν 1 2ν

1 1
ij ij ij

1 1

E  
    

,  (5) 

где 1E , ν 1  – модуль упругости и коэффициент Пуас-
сона; ε  – объемная деформация. 

 Уравнение (1) совместно со связями (2), (4), (5) и 
граничными условиями: 

  11 12 1 2 0 0σ 0; σ ; δ 2;δ 2P x a x h       ,  (6) 

  11 12 1 2 0σ 0; 0 ; ; δ 2σ x a x h      ,  (7) 

  1 2 1 2 0 00; 0 ; δ 2;δ 2u u x x h     ,  (8) 

  11 12 1 2 0σ 0; σ 0 ;0 ; δ 2x a x     ,  (9) 



Богачева В.Э., Глаголев В.В., Глаголев Л.В., Маркин А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2022) 116–124 

119 

является замкнутым, однозначно определяет поле пере-
мещений тела, его напряженное состояние и по (2), (4) – 
напряженное состояние адгезионного слоя. Задача мо-
жет быть решена численным методом. В работе исполь-
зуем метод конечных элементов с квадратичным рас-
пределением поля перемещений по элементу [30]. 

В статье [5] при обратимом деформировании образ-
ца получено представление критического значения  
J-интеграла (Jc-интеграла) через энергетическое произ-
ведение (ЭП) – произведение критического значения 
удельной (отнесенной к единице массы) свободной 
энергии cψ  и толщины слоя: 

 c 0 0 cJ δ ρ ψ ,  (10) 

где 0ρ  – плотность;  0 c 11 11 22 22ρ ψ 0,5 σ ε +σ ε . 
Таким образом рассматриваемая постановка задачи 

позволяет найти значение Jc-интеграла при фиксиро-
ванном значении толщины слоя. 

 
2. Варианты решения поставленной задачи 

 
Согласно данным работы [39], рассмотрим образец 

со следующими геометрическими и механическими ха-
рактеристиками: 0,055a   м, 0,0127h   м, 0,025b   м, 

0,245 м, 1 200E   ГПа, 1 0,3  , 3 4,9E  ГПа, 

3 0,35  , 200CJ  Н/м, где b – толщина образца.  
В качестве адгезива для данного образца рассматрива-
ется смола Araldite AV138 с механическими и прочно-
стными данными, заявленными производителем. В ра-
боте [39] приведено экспериментальное значение внеш-
ней нагрузки разрушения адгезива, которое составило 

1,1crP   кН. 
Рассмотрим результаты расчета МКЭ Jc-интеграла 

для критической нагрузки crP  при различных значениях 
коэффициента Пуассона тела и линейного параметра 0δ  
в состоянии плоской деформации. Используем тре-
угольный шестиузловой конечный элемент с длиной 
грани, равной линейному параметру, в зоне обрыва свя-
зей с адгезивом. В таблицу поместим расчеты для 

3ν 0  и 3ν 0,35 . Полученные значения для 3ν 0,35  
заключим в скобки. 

Значения Jc-интеграла 

Values of Jc integral 

cJ  (Н/м)  3ν 0(0,35)  

1ν  3
0 10  м 4

0 10  м 5
0 10  м 6

0 10  м
0,1 258 (250)  236 (233)  233 (230)  237 (236) 
0,2 250 (243)  229 (226)  226 (230)  230 (229) 
0,3 238 (231)  217 (215)  214 (212)  218 (217) 
 
Из результатов расчета видно, что, начиная с раз-

мера толщины слоя 4
0δ 10  м, величина Jc-интеграла 

практически не меняет своего значения. При этом ко-
эффициент Пуассона тела 1 оказывает влияние на  

величину ЭП, а коэффициент Пуассона слоя практиче-
ски не влияет. Однако коэффициент Пуассона слоя 
оказывает при этом существенное влияние на распре-
деление напряжений в слое. Отметим, что вклад про-
изведения осевого напряжения на осевую деформацию 
в удельную свободную энергию слоя (10) составил 
менее 0,1 %. 

На рис. 2 показано распределение напряжений в 
слое при 1ν 0,35 и 3 0(0,35)  по длине слоя, найден-
ное при значении толщины слоя 5

0δ 10 м. График 1 
определяет напряжение 22σ , график 2 определяет на-
пряжение 11σ  при 3 0,35.   Графики 3 и 4 определяют 
соответствующие напряжения для 3 0.   При этом 
имеет место 22 33σ σ . Напряжения отнесены к значе-
нию 22σ  на торце слоя для случая 3 0.   Координата 

1 1 0ˆ δx x  вдоль оси образца отнесена к толщине слоя 

0δ . Средние напряжения 22σ̂ = σ σii ii отнесены к напря-
жению 22σ  на торце слоя в случае 3ν 0,35 . Анало-
гичные результаты получены в работе [40] при анализе 
приближенного решения исследуемой задачи. 

 
Рис. 2. Распределение напряжений в слое 

Fig. 2. Distribution of stresses in the layer 

Из рис. 2 видно, что для нулевого значения коэф-
фициента Пуассона в слое 3ν 0 осевое напряжение в 

слое 11σ  на порядок меньше значения 22σ . 
Так как при обратимом деформировании, согласно 

таблице, критериальная характеристика в виде J-инте-
грала практически не меняет своего значения при ком-
бинациях 22σ  и 11σ , связанных коэффициентом Пуас-
сона слоя, то определяющие соотношения адгезионного 
слоя (4) рассмотрим для случая 3ν 0 : 

 22 22 11 11σ ε ; σ ε3 3E E  .  (11) 

Для учета влияния модуля упругости, входящего в 
(11) и получения аналитического значения J-интеграла, 
рассмотрим упрощение задачи, представив поле пере-
мещений тела в виде распределения Миндлина [26]: 
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       +
1 1 2 1 1 1 2 0, φ δ 2u x x u x x x   ,  (12) 

    2 1 2 2 1,u x x u x ,  (13) 

Из (1) с учетом (12), (13), приравняв слагаемые при 
равных вариациях, приходим к двум системам диффе-
ренциальных уравнений для участка  1 ;0x a  : 

 11
12

1

0dM
Q

dx
  , 11

1

0dQ
dx

 , 12

1

0dQ
dx

 ,  (14) 

для участка  1 0;x   : 

 11
12

1

0dM Q
dx

  , 11 11
0

1 1

σ+0.5δ 0dQ d
dx dx

 , 12
22

1

σdQ
dx

 ,   (15) 

с условиями сопряжения: 

1 1
1 1x 0 x 0

u u 

 
 , 

1 1
2 2x 0 x 0

u u 

 
 , 

0 0φ | φ |x x
 

  , (16) 

1 1
11 11x 0 x 0

M M
 

 , 
1 1

12 12x 0 x 0
Q Q

 
 ,  

 
1 1

11 11x 0 x 0
Q Q

 
 ,  (17) 

и естественным граничным условиям: 

 
1

12 2x a
Q Q


  , 0

1
11 x a

Q


 , 0
1

11 x a
M


 ,    (18) 

а на правом торце рассматриваем граничные условия: 

 0
1

1 x
u





, φ 0

1x 



, 0

1
2 x

u




,       (19) 

где     0

0

δ

11δ
σ

h 2

11 1 22
Q x dx


  ,     0

0

δ

12δ
σ

h 2

12 1 22
Q x dx


  , 

   0

0

δ

11 0δ
σ δ

h 2

11 1 2 22
M x x 2 dx


  . 

С учетом (12), (13) определяющие соотношения (5) 
запишем в рамках теории пластин Миндлина – Рейсне-
ра [26–28] в виде: 

     11 0σ φ δ1 1
1 2

1

du x
D x x 2

dx

 
    

 
,  (20) 

 
   12σ φ2 1

1
1

du x
L x

dx

 
   

 
,  (21) 

где 
 

1

1

E
L k

2 1



, 

5
6

k  , 
 

1
2
1

E
D

1



. 

Запишем выражения обобщенных сил и моментов: 

  φ
2

1
11 1

1

du hQ x D h
dx 2

 
  

 
,  

  φ2
12 1

1

duQ x Lh
dx

 
  

 
, 

   φ
2 3

1
11 1

1

duh hM x D
2 dx 3

 
  

 
.  (22) 

В результате задача (13)–(21) становится замкну-
той относительно трех неизвестных функций:  11u x , 

 2 1u x ,  φ 1x . 
Из системы уравнений (14) осуществим перенос 

граничных условий (18) в точку 1 0x  : 

 
112 20x

Q Q

  , 

111 0
0

x
Q


 , 

111 20x
M Q a


  .  (23) 

Полагая 0δ
1

h
 , запишем решение (15) для участка 

 1 0;x    при   в виде: 

 

1 1 2 1

1 1 2 1

λ λ

λ λ
1 2

1 2

φ; ;

φ λ λ ,
λ λ

x x
1 2

x x

hu u Ae Be
2
С СA e B e

   

   
      

   

  (24) 

где 
 3 1

0 1

1 ν24
5 δ

E
C

h E


 ; 
 3 1

1
0 1

6 1 ν
λ 2

5 δ
E

h E


  ; 

 1
2

5 1 ν
λ 2h


  ; 

 
 2

1 2 02
1

1 2 32

1 ν δλ
λ λ 2λ3

1

12aQA
EE h

 
  
   

; 

 
 2

1 2 02
2

1 2 31 1

12 1 ν δ
23

aQ
B

EE h

 
    
     

. 

Из (24) найдем вертикальное перемещение в вер-
шине слоя: 

 
 

1

2 1 0
1

1 3

6 1 ν δ 11 ν
52 x 0

Q au A B
h hE E





  
     

 
. 

Из (2), (11) и последнего выражения находим зна-
чение напряжения отрыва в вершине слоя: 

   
1

2 1 3
22 10

10

ν
σ ν

δx

Q 2 6 1 E a 11
E hh 5

  
   

 
.   (25) 

Из (2) найдем осевую деформацию в вершине слоя: 

   

1

1

+
1

11 0
1 0

3
32 2

1 1
10

ε

12 11 ν 6 1 ν 1 .
5 δ 5

x
x

1

du
dx

EQ a
E hhE




 

        
  

 

Из полученного выражения и (11) определяем осе-
вое напряжение слоя: 
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3

32
32 2

11 1 1
10

12 1σ 1 ν 6 1 ν 1
5 δ 5

EQ a
E hh

            
   

.  (26) 

Для представления (10) с учетом (25), (26) находим: 

 
 

 

 

2
2 2 2
2 1

1 2
1 1

23
2 21

3

1 1

1 1J J J 1
5 1

6 1 ν 1
72 12 ,
25 1 ν

Q a h
hE h a

E
E

                  
                
 





  (27) 

где  
   

2
2 2 22
2 111

1 0
3 1 1 1

1σ 72 1J = δ 1
2 25 1 ν 5 1

Q a h
E hE h a

                 




 

 
2

3
32

1
1

6 1 ν 1 E
E

            
; 

 
 

22 2 22
2 122

2 0
3 1 1

12 1σ 1J = δ 1
2 5 1

Q a h
E hE h a

               




. 

Отношение 1 2J J для рассматриваемых характери-
стик композита составляет 47,7 10 . В этом случае 
основной вклад в выражение (27) определяет компо-
нента 2J . Данный результат соответствует решению 
задачи МКЭ. Таким образом, для композитов с отно-

шением модулей упругости 3

1

1E
E
  получаем: 

 2J = J .  (28) 

Выражение (28) совпадает с результатом работы 
[23] для модели адгезива в виде связей Прандтля. Ре-
зультат (28) показывает, что при линейно упругом по-
ведении композита с тонким адгезионным слоем в слу-

чае нормального разрыва значение J-интеграла опреде-
ляется только механическими свойствами сопрягаемых 
слоем тел. 

Следуя работам [9; 14] приведем выражение J-инте-
грала для ДКБ-образца, найденное из решения 2D-задачи: 

 
  22 2 2

2 1

1

12 1
J 1 0,673

Q a h
hE h a

          
    


.  (29) 

Для рассматриваемого образца при критической на-
грузке в случае 1ν 0,3  формула (28) приводит к сле-
дующему результату: cJ 197 Н/м, а формула (29) дает 
значение: cJ 208  Н/м. Сравнение с результатами таб-
лицы показывает, что решение МКЭ для относительно 
тонкого слоя с учетом осевых напряжений приводит 
практически к одинаковому результату (с точностью до 
5 %) с известными 2D-решениями. В этом плане реше-
ние задачи (1)–(9) по нахождению J-интеграла при ма-

лых толщинах слоя для 3

1

1E
E
  может быть использо-

вано для определения коэффициента интенсивности 

напряжений согласно связи: 
 

1
2
1

J
1I

EK
v




. 

Заключение 
 

Установлено, что механические свойства адгезион-
ного слоя влияют на распределение напряжений в адге-
зионном слое, но не влияют на значение J-интеграла 

при 3

1

1E
E
 . Замена адгезионного слоя слоем нулевой 

толщины позволяет корректно прогнозировать проч-
ность адгезионных слоев в рамках модели хрупкого 
разрушения. 

Во второй части статьи предполагается решить задачу 
в рамках идеально упругопластической модели с учетом 
всех компонент тензора напряжений в адгезионном слое. 
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