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Водородная коррозия труб магистральных газо- и нефтепроводов часто приводит к ава-
риям. Возникает необходимость оценки ресурса ослабленных водородом труб. В них под 
давлением водородосодержащей среды образуется внутренний слой с ухудшенными меха-
ническими характеристиками. В работе проведен расчет свободных колебаний такой трубы с 
учетом деградации ее материала. Труба моделируется двуслойной цилиндрической оболоч-
кой по классической теории, влияние ослабленного водородом слоя учитывается при расче-
те жесткостей и смещения нейтральной линии оболочки. Рассмотрено три варианта усред-
нения параметров, определяющих жесткость оболочки, проведены численные эксперименты 
и найдены собственные частоты оболочки. 

Сравнение с вычислениями по методу конечных элементов в программе ANSYS позво-
лило оценить степень применимости каждого варианта усреднения. Метод усреднения мо-
дуля Юнга по толщине оболочки не «чувствует» асимметрии слоев относительно нейтраль-
ной линии. Метод добавления поправки на радиус нейтральной линии оболочки приемлемо 
работает для осесимметричных мод и балочной моды. Следующее по точности приближе-
ние – усреднение жесткостей оболочки по ее толщине с учетом приведенного радиуса. Этот 
метод позволяет получать приемлемые результаты в достаточно широком диапазоне частот 
и для мод, связанных с деформированием сечения оболочки. 

Предложен метод принципиального восстановления параметров, характеризующих 
жесткость оболочки, по трем экспериментально полученным фиксированным частотам. На 
основе этих исследований предложены формулы, позволяющие по частотным характери-
стикам трубы восстановить параметры ослабления ее материала в результате водород-
ной коррозии как по толщине, так и по времени. 
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Hydrogen corrosion of main gas and oil pipelines often leads to accidents. It is necessary to 
assess the life of hydrogen-weakened pipes. An inner layer with deteriorated mechanical 
characteristics is formed in them under pressure of hydrogen-containing medium. In the paper 
the calculation of free vibrations of such a tube taking into account the degradation of its material 
is performed. The tube is modeled as a bilayer cylindrical shell according to the classical theory. 
Influence of hydrogen-impacted layer is taken into account when calculating stiffnesses and 
displacement of neutral line of the shell. Three variants of averaging of parameters determining 
the stiffness of the shell are considered, numerical experiments are carried out and the natural 
frequencies of the shell are found. 

Comparison with calculations using the method of finite elements in the ANSYS software 
made it possible to estimate the degree of applicability of each version of averaging. The method 
of averaging Young's modulus over the thickness of the shell does not "feel" asymmetry of layers 
relative to the neutral line. The method of adding a correction for the neutral line radius of the 
shell works satisfactorily for axisymmetric and beam modes. The next more accurate 
approximation is to average the shell stiffnesses over its thickness with the reduced radius. This 
method allows us to obtain satisfactory results in a wide enough frequency range and for the 
modes related to the deformation of the shell cross section. 

A method for the principle reconstruction of the parameters characterizing the stiffness of 
the shell using three experimentally obtained fixed frequencies has been proposed. On the basis 
of these studies formulas are proposed which allow to reconstruct parameters of weakening of 
pipe material, as a result of hydrogen corrosion, both in thickness and in time from the frequency 
characteristics of the pipe. 
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Введение 
 
Явление водородной коррозии известно давно, под 

влиянием длительного воздействия водородной среды 
сталь повреждается, что нередко приводит к авариям 
[1–4]. Это вызвано тем, что атомы водорода, присоеди-
нившиеся к атомам металла, отнимают энергию у кри-
сталлической структуры, ослабляя связи между атомами 
металла, что ведет к понижению прочности труб [5–10]. 
В работе [11] показано, что насыщение водородом по-
нижает предел прочности металла в 3–5 раз. Поэтому 
при проектировании магистральных трубопроводов 
необходимо учитывать это опасное явление. 

Многочисленные эксперименты указывают на 
уменьшение модуля упругости металла под действием 
водорода, для некоторых сплавов он уменьшается на 
22 % [12–14]. Вместе с тем экспериментальные работы 
по изучению изменения коэффициента Пуассона и 
плотности металлов в результате водородной коррозии 
нами не обнаружены. 

Ослабление металла в результате водородной корро-
зии может привести к преждевременному износу трубо-
проводов и авариям, например, вследствие выхода на 
опасные режимы колебаний [15–17]. В работах [18; 19] 
показано, что в магистральной трубе под давлением во-
дородосодержащей среды происходит диффузия водоро-
да внутрь металла и образуется внутренний слой с ослаб-

ленными механическими характеристиками. В связи с 
этим актуальным остается исследование колебаний ци-
линдрических оболочек с ослабленным слоем. 

Цель исследования – расчет свободных колебаний 
магистральной трубы с ослабленной водородной корро-
зией слоем и установление зависимости ее частот от сте-
пени деградации механических характеристик материала. 

Работа продолжает исследования авторов [20], где 
изучались осесимметричные колебания цилиндрической 
трубы, ослабленной водородной коррозией. Ослабление 
материала учитывалось введением усредненного модуля 
Юнга. Оказалось, что для расчета неосесимметричных 
колебаний трубы этот подход недостаточно точен. 

В литературе представлено много теорий много-
слойных оболочечных структур, их обзоры можно най-
ти, например, в работах [21–25], динамическому пове-
дению многослойных оболочек различной геометрии 
посвящены обзоры [26–28]. 

Учеными используются различные подходы к обо-
лочкам: трехмерные, аксиоматические и асимптотиче-
ские двумерные теории. Полностью трехмерные модели 
очень точны, но часто неэффективны по причине боль-
шой требовательности к вычислительным ресурсам. 
Асимптотические подходы для учета изменения меха-
нических свойств оболочки по её толщине [29; 30] 
слишком сложны для получения достаточно простых 
оценочных формул. При построении теории неодно-
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родных оболочек вращения часто отдают предпочтение 
методу гипотез [31–33], однако среди множества моде-
лей нет непротиворечивых. 

Учитывая, что к большинству магистральных труб 
применима теория тонких оболочек, для анализа их ко-
лебаний выберем классическую теорию Кирхгофа – 
Лява [34–36]. Будем считать, что ослабленный водоро-
дом слой металла остается изотропным. Эффективные 
жесткости оболочки с изотропными слоями рассчиты-
ваются по формулам, приведенным, например, в [37]. 
Эти формулы дополняются введением необходимых 
поправок, обусловленных смещением нейтральной ли-
нии оболочки. Все выкладки не зависят от того, рас-
сматривается ли случай ослабления оболочки изнутри 
или снаружи, и применимы в обоих случаях. 

 
1. Труба как двуслойная оболочка 
 
1.1. Постановка и схема решения 
 

Труба рассматривается как круговая цилиндриче-
ская оболочка длиной l и толщиной h. Введем цилинд-
рическую систему координат ( , , )r z , где ось z совпа-
дает с осью цилиндра. Оболочка занимает область 

/ 2 / 2R h r R h    , 0 2    , / 2 / 2l z l   . Так-
же введем цилиндрическую систему координат с орта-
ми  , , ,t k n  где векторы ,t n  соответственно каса-
тельный и нормальный орт к оболочке, а вектор k – 
единичный орт вдоль оси z . В качестве переменных, 
описывающих вибрации, выберем вектор смещений 
оболочки T( , ) ( )t z nz u u u    u u  (T – знак опера-
ции транспонирования). 

Далее предполагается, что свойства материала обо-
лочки изменяются только в направлении ее нормали. 
Для описания неоднородности оболочки по толщине 
введем срединную поверхность r R  оболочки и будем 
отсчитывать от нее по наружной нормали перемен-
ную y. В этом случае функциями y будут коэффициент 
Пуассона ( )y   , объемная плотность материала обо-
лочки ( )s s y    и модуль Юнга ( )E E y . 

Рассмотрим свободные колебания такой круговой 
цилиндрической оболочки с жестко закрепленными тор-
цами при ±z   / 2l . Зависимость всех процессов от вре-
мени предполагаем гармонической с частотой  , а вре-
менной фактор exp{ }i t   условимся всюду опускать. 

Для расчета однородной оболочки Кирхгофа – Лява 
с параметрами, усредненными по толщине, использу-
ются следующие уравнения равновесия: 

  2w L I u 0 ,  diag 1, 1, 1I ; / 2 / 2l z l   , 

   
2 2

2 21 ,s
Rw

E


     (1) 

где L – матричный (33) дифференциальный оператор 
классической оболочки по теории, представленной в 
работе [34], w – безразмерная частота. 

Далее будет предложен метод восстановления ус-
редненных жесткостных параметров неоднородной по 
толщине оболочки по ее частотным характеристикам. 
Для этого необходимо проанализировать влияние пара-
метров оболочки , ,s E   на собственные частоты обо-
лочки. Это влияние будет анализироваться путем изме-
нения одного из трех рассмотренных параметров при 
фиксированных остальных. Неоднородность по толщи-
не оболочки будет моделироваться кусочно-непрерыв-
ной функцией. 

Сначала рассмотрим случай, когда изменениями 
( )y  и ( )s y  в результате коррозии по сравнению с 

изменениями модуля упругости ( )E y  можно пренеб-
речь, и положим их константами a  и ,a  равными их 
средним интегральным значениям по толщине оболочки 

 
/2

/2

1 ( )
h

a h
y dy

h 
   , 

/2

/2

1 ( )
h

a h
y dy

h 
   .  (2) 

Далее рассматриваются три разных варианта усред-
нения параметров, определяющих жесткость оболочки. 

 
1.2. Варианты усреднения 

 
1. В первом варианте фигурирующие в операторе L 

жесткости , , 1,2i iC D i   определяются по формулам: 

/21
2 /2

2

1 ( ) ,
11

h

h

С
E y dy

С 

   
        

   

  
/2 21

02 /2
2

1 ( ) .
11

h

h

D
E y y y dy

D 

   
        

   (3) 

В формулах (3) также учтено смещение «нейтраль-
ной линии оболочки» с 0y   на 0y y : 

    /2 /2

0 /2 /2
( ) ( ) ,

h h

h h
y E y y dy E y dy

 
     (4) 

что приводит к новому «эффективному» радиусу обо-
лочки *R , определяемому по формуле 

 *
0R R y  .  (5) 

В дальнейшем перейдем к безразмерной координате 
/y h  , соответственно координата нейтральной ли-

нии будет 0 0 /y h  . Также введем обозначение для 
безразмерной эффективной цилиндрической жесткости 

*D  по формуле: 

 
    

* 1 2
2

1 2

1/ 2 1/ 22
01/ 2 1/ 2

12

12 ( ) ( ) .

D DD
С Сh

E d E d
 


 



        
  (6) 

Заметим, что в случае однородной оболочки E = 
const и формулы (4)–(6) вырождаются в следующие: 

0 0  , *R R , * 1D  . 
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2. Во втором варианте, в отличие от первого, усред-
нение жесткостей  1,2iD i  проводится упрощенным 
способом, без учета сдвига нейтральной линии, поэтому 
формулы (3) переходят в (7): 

1
2

2

,
11

aС hE
С

   
        

  

 
 

3 2
1 1

2
2 21 1212 1

aD Сh E h
D С

    
          

,  (7) 

где aE  – усредненный модуль Юнга: 

 
/2

/2

1 ( )
h

a h
E E y dy

h 
  .  (8) 

Как следствие, в этом случае * 1D   (6). Так же, как 
и в первом варианте, используется и эффективный ра-
диус в виде (5). Заметим, что благодаря такому способу 
усреднения модуль упругости aE  в дальнейшем будет 
выноситься как общий множитель из матриц систем, 
определяющих решение задачи, и в результате будет 
фигурировать только в безразмерной частоте w (1). 

3. В третьем варианте, в отличие от второго, эффек-
тивный радиус не вводится. 

В дальнейшем, оболочки с параметрами, усреднен-
ными этими тремя способами, будем для удобства назы-
вать первой, второй и третьей моделями соответственно. 

Рассмотрим свободные гармонические колебания 
описанной выше оболочки с жёстко зажатыми торцами. 
Решение задачи ищется в виде: 

 
λ

ζ sin( φ)
= ξ cos( φ) ;

γ cos( φ)
0 φ 2π, / 2 < < / 2, 1, 2,....

t
i z

z

n

u m
u Ae m
u m

l z l m

   
   
   
   
   

   

  (9) 

Здесь: , ζ,ξ, γA  – произвольные константы; λ  – ис-
комое волновое число. Метод получения точного ана-
литического решения стандартный и аналогичен при-
мененному в [16]. Подставляем (9) в (1). Из условия 
существования нетривиального решения системы (1) 
приходим к уравнению: 

  2ˆdet ( ) 0w  L I ,  (10) 

где ˆ ( )L  – Фурье образ оператора L из (1). Решение 
уравнения (10) можно представить набором бесконечно-
го числа веток ( )j j w   , 1, 2,...j   многозначной 
функции ( )w   . Далее из условий жесткого закрепле-
ния на торцах оболочки получаем систему уравнений: 

 ( ( ))w G u 0 ,  (11) 

где G  – матрица 8 8 . Из условия существования не-
тривиального решения такой системы приходим к урав-
нению для нахождения собственных частот: 

 det ( ( )) 0w G .  (12) 

В результате для каждого m из (9) находится набор 
собственных частот 2j jf   , j = 1,2,… Соответст-
вующие формы колебаний (моды) будем обозначать 
парой чисел {m, j}. Заметим, что при 0m   система (1) 
расщепляется на две независимые подсистемы. Одна 
для чисто крутильных колебаний T( 0 0)tu  u , а вто-
рая – для колебаний, которые tu  не содержат (продоль-
но-изгибных), т.е. T(0 )z nu u  u . 

 
2. Влияние неоднородности материала  
оболочки на ее собственные частоты 

 
Для расчета представленных графических зависимо-

стей безразмерные параметры однородной оболочки взя-
ты следующие (если не оговорено противное): 

0 0,3,     / 0,05,h R   / 20l R  . Численные резуль-
таты получены с помощью алгоритмов, реализованных 
на языке программирования FORTRAN. Для их верифи-
кации также проведены расчеты оболочки как трехмер-
ного упругого тела с помощью модуля конечно-
элементного анализа задач механики ANSYS Mechanical 
программного комплекса ANSYS 16.2 (использован  
8-узловой оболочечный элемент SHELL281 [38]). Для 
этого были взяты следующие размерные параметры обо-
лочки: 0,5R   м, 11

0 2.1 10E E    Н/м2, 

0 7850s     кг/м3, l = 10 м. Такие параметры оболочки 
близки к параметрам стальных труб магистральных газо-
проводов с диаметром 720–1420 мм. Соответствующую 
конечно-элементную модель оболочки будем называть 
четвертой моделью. Её возьмем в качестве эталона.  

 
2.1. Влияние модуля упругости Юнга 

 
Для иллюстрации и анализа влияния неоднородно-

сти материала оболочки на собственные частоты мо-
дуль Юнга положим кусочно-постоянным (случай дву-
слойной оболочки): 

 1

2

, / 2 0
( )

, 0 / 2
E h y

E y
E y h

  
    

,  (13) 

а коэффициент Пуассона и объемную плотность поло-
жим константами, равными 0  и 0  соответственно. 
Заметим, что в процессе дальнейших вычислений 1E  и 

2E  в (11) будут согласованно меняться так, чтобы сред-
неинтегральное значение модуля Юнга aE  оставалось 
неизменным и равным 0E  (это позволяет выявить вклад 
именно асимметрии свойств слоев относительно сре-
динной поверхности r R ). 

На рис. 1, а и b, сплошными кривыми изображены 
зависимости координаты нейтральной линии 0s    (4) 
и эффективной цилиндрической жесткости D* (6) как 
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функции относительного безразмерного модуля упруго-
сти 2 aE E E* /  соответственно. Пунктирная линия 1 на 
рис. 1, b, соответствует максимальному значению 

1D * , которое достигается в однородном случае (при 
1E * ). При этом именно сдвиг нейтральной оси и на-

личие переменной жесткости D* выявляет неоднород-
ность в первом, наиболее точном, варианте усреднения. 
Второй и третий варианты усреднения не учитывают 
переменность D* (в этом случае 1D * ). 

На рис. 2–3 изображены зависимости собственных 
частот оболочки как функций E*, вычисленные для че-
тырех рассмотренных моделей. Для удобства соответ-
ствующие этим моделям кривые 1–4 будем называть 
ветками. Заметим, что, так как среднеинтегральное зна-
чение модуля Юнга aE  остаётся неизменным с 
ростом  E*, расчет частот для третьей модели дает гори-
зонтальную пунктирную линию 3 на этих рисунках и 
асимметрии свойств слоев не выявляет. 

Отметим качественное различие поведения кривых 
для мод, которые связаны с деформированием сечения 
оболочки, перпендикулярного оси Oz ( 1m  ), и для 
мод, где сечение остается круговым кольцом ( 1m  ). 

Для 1m   зависимость частоты от относительной же-
сткости E*  близка к линейной. При этом первая и вторая 
модели (линии 1 и 2 на рис. 2, а, b) дают приблизительно 
одинаковые результаты, это свидетельствует, что вклад 
эффективной цилиндрической жесткости D* остается ма-
лым (приблизительно равным единице). Вклад неодно-
родности определяется сдвигом нейтральной линии в сто-
рону увеличения эффективного радиуса оболочки R* по 
мере смещения жесткости к наружному слою (рис. 1, а). А 
рост R*, в свою очередь, приводит к пропорциональному 
уменьшению частоты f. Это вызвано тем, что в данном 
случае с ростом R* остается практически неизменной без-

размерная частота 22 1S aw f R E   * ( ) / , фигури-
рующая в теории оболочек Кирхгофа – Лява [34], так как 
матрицы систем  

  
а b 

Рис. 1. Зависимость от относительной безразмерной жесткости: а – координаты s нейтральной оси; b – относительной  
цилиндрической жесткости D*  

Fig. 1. Dependence on the relative dimensionless stiffness: а – coordinate s of the neutral axis; b – relative cylindrical stiffness D*  

 

  
а b 

Рис. 2. Собственные частоты оболочки, как функции приведенного модуля Юнга E*: а – для чисто крутильной моды {0, 1}; 
 b – для продольно-изгибной моды {0, 1} 

Fig. 2. Shell natural frequencies as a function of the reduced Young modulus E*: а – for the purely torsional mode {0, 1}; 
b – for the longitudinal-bending mode {0, 1} 
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а b 

Рис. 3. Собственные частоты оболочки как функции приведенного модуля Юнга: а – для моды {2, 1}; b – для моды {2, 7} 

Fig. 3. Shell natural frequencies as a function of the reduced Young modulus E*: а – for the mode {2, 1}; b – for the mode {2, 7} 

 
(10) и (12) оказываются практически независимыми от D*. 
Однако с рассмотрением все более высокочастотных веток 
(с ростом числа узлов вдоль оси Oz) расхождение частот 
по первым двум моделям с частотами по четвертой моде-
ли может усиливаться за счет краевых эффектов у торцов 
оболочки. При этом наибольшее расхождение наблюдает-
ся у продольно-изгибной моды (рис. 2, b). 

Для мод 1m   возникает качественное различие ме-
жду кривыми, полученными для первых двух моделей 
(линии 1 и 2 на рис. 3, а, b). По мере нарастания асим-
метрии слоев, главный вклад в изменение частоты вносит 
эффективная цилиндрическая жесткость D*, которая со-
ответственно уменьшается (кривая 2 на рис. 1, b). Тем 
самым оболочка становится более «мягкой», и ее собст-
венные частоты соответственно падают, что и «отслежи-
вает» первая модель (кривые 1 на рис. 3, а, b). Результаты 
расчета по первой модели хорошо коррелируют с резуль-
татами, полученными в ANSYS (четвертая модель), и 
соответствующими кривыми 4 на рис. 2–3. Дополни-
тельно проведенная визуализация форм колебаний обо-
лочки позволяет отфильтровать возможные ошибки в 
нахождении частот. Так, на рис. 4, а, b, визуализированы 
в программе ANSYS формы {1, 2} и {2, 2} (собственные 
частоты f = 136,751 Гц и f = 85,70 Гц соответственно). 
Обе моды вычислены для значений 11

1 1,7 10E    Н/м2, 
11

2 2,5 10E    Н/м2. При этом вторая модель (кривая 2 на 
рис. 3, а, b), не учитывающая переменность D*, дает 
большое расхождение и с первой моделью, и с четвертой. 

В дальнейшем (для пункта 4) будет полезен еще один 
вариант усреднения (кривые 5 на рис. 2, b, рис. 3, а, b). 
Соответствующую, промежуточную между первой и 
третьей, модель оболочки назовем пятой моделью.  
В этом случае в безразмерную частоту w  (1) введем ис-
ходный радиус R, а в формуле (6) для эффективной жест-
кости D* – учтем сдвиг нейтральной оси (5). Вычисления 
показывают, что для мод с номерами 1m   соответст-
вующие ветки будут практически совпадать с ветками 
третьей модели (пунктирная линия 3 на рис. 2, а, b), а для 

мод с номерами 1m   будут близки к веткам первой 
модели (кривая 1 на рис. 3, а, b). Это говорит о том, 
что для этих номеров мод доминируют эффекты, свя-
занные с изменением эффективной жесткости D*. Од-
нако, в отличие от первой модели, ветки более простой – 
пятой модели не будут «чувствовать» замены слоев 
местами (рис. 3, b). 

 
2.2. Влияние коэффициента Пуассона 

 
Сначала рассмотрим случай однородной оболочки. 

На рис. 5, а, изображена зависимость первых пяти соб-
ственных частот (линии 1–5) моды 0m  , а на рис. 5, b, 
первых шести собственных частот (линии 1–6) моды 

3m   от коэффициента Пуассона   (расчеты проведе-
ны на модели оболочки типа Кирхгофа – Лява). 

В случае однородной оболочки для мод с номерами 
1m   наблюдается уменьшение частот с ростом   (обо-

лочка становится «мягче», рис. 5, а), а для мод с номерами 
2m   наблюдается рост частот (оболочка становится 

«жестче», рис. 5, b). Для промежуточных номеров мод 
возможны переходные ситуации от возрастания частот 
с ростом   к их убыванию (по мере перехода к более вы-
сокочастотным веткам, как для второй моды для данной 
оболочки). Это вызвано тем, что первая пара коэффициен-
тов жесткости 1С  и 1D  убывает с ростом  , а вторая – 2С  
и 2D  растет – согласно (3), а также различным вкладом 
этих коэффициентов в матрицы систем (10) и (12). 

Данная закономерность позволяет определить каче-
ственный характер кривых и в случае двуслойной обо-
лочки, где положим коэффициент Пуассона кусочно-
постоянным: 

 1

2

, 2 0
, 0 2

h y
y

y h
   

     

/
( )

/
,  (14) 

а объемную плотность материала s  и модуль Юнга E 

константами равными 0  и 0E  соответственно. 
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а b 

Рис. 4. Формы колебаний оболочки: a – форма {1, 2}; b – форма {2, 2} 

Fig. 4. Forms of shell vibrations: a – form {1, 2}; b – form {2, 2} 
 

  
а b 

Рис. 5. Собственные частоты однородной оболочки как функции коэффициента Пуассона: a – для моды m = 0; b – для моды m = 3 

Fig. 5. Eigenfrequencies of a homogeneous shell as a function of Poisson's ratio: a – for mode m = 0; b – for mode m = 3  

 
Используем тот же прием, что и раньше, для модуля 

упругости. В процессе дальнейших вычислений коэффи-
циенты 1  и 2  в (14) будут согласованно меняться так, 
чтобы их среднеинтегральное значение a  (2) оставалось 
неизменным и равным 0. Введем приведенный коэффи-
циент Пуассона s, который вычисляется по формуле: 

1 as   / . Задавая различные значения 1  и 2 , получа-
ем зависимости f от s, как показано на рис. 6–7 (расчеты 
произведены на четвертой модели). 

Отметим различный характер кривых для неосе-
симметричных колебаний ( 1m  ) и для случая осесим-
метричных колебаний ( 0m  ). В обоих случаях для 
первых (низкочастотных) веток минимум частот дости-
гается при s , близком к единице, т.е. в однородном 
случае. Однако при 1m   можно отметить смещение 
минимума частот влево при переходе на более высоко-
частотные ветки (см. рис. 7, а). При этом если рассмот-
реть точки равноудаленные от 0 (т.е. вида 0     ), 
то происходит относительное увеличение частот для  
вида 0     , по сравнению с частотами для   вида 

0      (см. рис. 7, а). 

Данный эффект можно объяснить тем, что для та-
ких m  приведенная жесткость внутреннего слоя растет 
с ростом  (согласно замечанию об однородной оболоч-
ке к рис. 5, а, b). Рассуждение так же, как и в п. 3.1, 
в свою очередь, ведет к уменьшению эффективного ра-
диуса оболочки и, следовательно, к увеличению частот. 
Обратная тенденция для 1m   практически не выраже-
на, и характер всех веток сохраняется (см. рис. 6, а, b). 

 
2.3. Влияние плотности материала 

 
Теперь положим объемную плотность материала 

s y ( )  кусочно-постоянной: 

 1

2

, / 2 0
( )

, 0 / 2,s

h y
y

y h
   

     
  (15) 

будем считать константами коэффициент Пуассона 
0    и модуль Юнга 0E E . Используем тот же при-

ем, что и раньше, в процессе дальнейших вычислений 
1  и 2  в (15) будут согласованно меняться так, чтобы 

среднеинтегральное значение a  (2) оставалось неиз-  
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а b 

Рис. 6. Собственные частоты двуслойной оболочки как функции приведенного коэффициента Пуассона: 
a – для продольно-изгибной моды {0,1}; b – для продольно-изгибной моды {0,5} 

Fig. 6. Eigenfrequencies of the bilayer shell as a function of the reduced Poisson's ratio: 
a – for the longitudinal-bending mode {0,1}; b – for the longitudinal-bending mode {0,5} 

 

  

а b 

Рис. 7. Зависимость частоты f от: a – коэффициента s; b – коэффициента g 

Fig. 7. Dependence of frequency f on: a – coefficient s; b – coefficient g 
 

менным и равным 0 . Приведенная плотность g внут-
реннего слоя вычисляется по формуле 1 ag   / . Зада-
вая различные значения 1  и 2 , получаем зависимости 
f от g (см. рис. 7, b). 

Отметим разнонаправленный характер такой зави-
симости для мод, не связанных с деформацией сечения 
( 1m  ), и для мод с деформацией сечения ( 1m  ). Для 
первых отмечается уменьшение частоты с ростом при-
веденной плотности внутреннего слоя (кривая 2 на 
рис. 7, b), а для вторых – увеличение частоты (кривая 1 
на рис. 7, b). 
 
3. Определение параметров ослабленной  
оболочки. Возможные приложения 

 
3.1. Обоснование метода 

 
Задача определения параметров ослабленной водо-

родом цилиндрической оболочки важна для практиче-

ского применения. К сожалению, в литературе отсутст-
вуют экспериментальные данные одновременного из-
мерения всех трех параметров материала оболочки, 
подвергшейся водородной коррозии: модуля Юнга, ко-
эффициента Пуассона и объемной плотности. Прове-
денный в п. 3.2, 3.3 анализ показал, что влияние по-
следних двух параметров на собственные частоты мо-
жет быть весьма существенным, а зависимость 
приращения частот от них достаточно сложной. 

По результатам вычислений в п. 3 в таблице приве-
дено наибольшее относительное изменение (в процен-
тах) собственных частот оболочки при варьировании 
одного из трех рассмотренных параметров ( , ,s E  ). 
При этом остальные два параметра остаются фиксиро-
ванными. В фигурных скобках указан порядковый но-
мер частотной ветки. Диапазоны изменения параметров 
выбраны характерными для металлов. Отметим, что в 
целом наибольшие изменения наблюдаются при изме-
нении модуля упругости. Однако вклад приращения 
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остальных двух параметров также может быть весьма 
существенным, что требует дополнительного экспери-
ментального исследования. Мы же остановимся на мо-
дели, когда изменениями ( )y  и ( )s y  по сравнению с 
изменениями модуля упругости ( )E y  можно пренеб-
речь. В этом случае можно заменить эти величины их 
интегральными средними и считать их константами, 
определяемыми формулами (2). 

Относительное изменение собственных частот, % 

Relative change in natural frequencies, % 

Номер 
моды 

100 %f
f
  

m [0,22;0,38]  [2700;7850]  
кг/м3 

11[0,2; 4,0] 10E 
Н/м2 

0 (Крут) 0,15 {1} 0,2 {6} 1,5 {1} 1,6 {6} 3,6 {1} 3,6 {6}
0 0,4 {1} 0,4 {5} 0,45 {1} 0,18 {5} 1,2 {1} 0,9 {6}
1 0,5 {1} 0,6 {7} 0,5 {1} 0,6 {7} 3,0 {1} 1,8 {7}
2 1,3 {1} 3,5 {5} 0,08 {1} 0,24 {5} 35,0 {1} 10,0 {6}
3 0,5 {1} 4,8 {5} 0,32 {1} 0,32 {5} 12,0 {1} 24,0 {5}
4 0,3 {1} 1,8 {5} – – – – 
5 0,7 {1} 0,7 {5} – – – – 

 
Рассмотрим метод определения усредненных пара-

метров трубы, моделируемой неоднородной оболочкой 
типа Кирхгофа – Лява, по ее частотным характеристи-
кам при этих допущениях. Возьмем ослабленную из-
нутри водородом, первоначально однородную оболоч-
ку, с исходным модулем упругости 2E . Предположим, 
что нам известна (например, из эксперимента) фиксиро-
ванная собственная частота 0f  и количество узлов со-
ответствующей моды вдоль оси Oz и вдоль окружности 
ослабленной оболочки. Тем самым нам известен номер 
моды 0m m  и номер ветки 0j j  в (9). Дополнительно 
предположим, что 0 1m m  . Также найдем, аналити-
чески или экспериментально, фиксированную собст-
венную частоту 2f  исходной оболочки с такими же но-
мерами моды и ветки. 

Как показал анализ в п. 3.1, для случая 0 1m   эф-

фективная жесткость D*  ослабленной оболочки при-
близительно равна единице, её усредненный модуль 
упругости aE  будет входить только в безразмерный 

параметр w (1), поэтому матрицы L̂  и G  из (10) и (12) 
для исходной и ослабленной оболочек будут практиче-
ски одинаковыми. Здесь мы также учитываем, что в 
случае всех рассмотренных моделей в параметр 

 22 12h R  / / , фигурирующий в матрицах L  и G  
систем (1) и (11), входит исходный радиус R, а не эф-
фективный радиус *R  ослабленной оболочки (в про-
тивном случае это изменило бы относительную толщи-
ну /h R  исходной оболочки). Следовательно, решением 
задачи (12) для обеих оболочек будет одна и та же без-
размерная частота w 

  202

2

22 ; 1 .s
a

f Rf R
w

E E


        
*

(15а) 

Откуда следует 

 2 2 2

0 02a a

f E fR R R
f R E fE E
    

* *

,  (16) 

где усредненный модуль упругости aE  остается неиз-

вестным, но дробь * / aR E  теперь уже имеет конкрет-

ное значение .  
Далее предположим, что и для моды с номером 

1 2m   нам также известна (например, из эксперимен-
та) фиксированная собственная частота 1f  и количест-
во узлов соответствующей моды вдоль оси Oz и вдоль 
окружности ослабленной оболочки. Тем самым нам 
известен номер моды 1m m  и номер ветки 1j j  
в (9). Учитывая рассуждения в п. 3.1, в этом случае 
новый радиус *R  будет влиять и на эффективную же-
сткость *D . Для определения этой жесткости перепи-
шем уравнение (12) для определения собственных час-
тот оболочки в виде 

 * *det ( ( , ), ) 0w D D G   (17) 

и положим в нем 

 
1

2
1 12 ; (1 ),S jw w f            .  (18) 

Тем самым операторы L  и G  систем (1) и (11) 
полностью определены, и уравнение (17) становится 
уравнением относительно одного неизвестного *D . Ре-
шим (17) численно, изменяя *D  в некотором диапазоне, 
в окрестности единицы. Найденных значений для   и 

*D  будет достаточно для нахождения собственных 
форм и частот ослабленной оболочки. Последние мож-
но найти, решая уравнение (17) относительно частоты 

2w f   , а затем можно найти и собственные формы, 
решая уравнение (11). Недостатком метода является то, 
что находится значение * / aR E , но не aE . 

Этого недостатка лишен следующий, более простой 
(хотя и более грубый) подход. Пусть выполнены усло-
вия предыдущего метода. Учитывая замечание в п. 3.1 
для пятой модели, в безразмерной частоте w  (15а) 
можно заменить *R  на R  и тогда соотношение (16) 
превращается в (19) 

 2 2

0 a

f E
f E
 ,  (19) 

откуда находится  2
2 0 2/aE E f f . Далее, рассуждая, 

как и выше, найдем *D . Следовательно, все параметры 
системы для пятой модели теперь известны. В этом 
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случае можно найти не только собственные частоты и 
моды по формулам (12) и (11), но также восстановить и 
коэффициенты жесткости , , 1,2i iC D i   по формулам 
(3) и (6) 

 1
2

2

,
11

aС h E
С

   
        

 
2 *

1 1

2 212
D Ch D
D C

   
   

   
.  (20) 

Заметим, что выбранные частоты 0f , 1f , 2f  в 
обоих методах лучше брать из первых (низкочастотных) 
веток собственных частот для минимизации краевых 
эффектов (см. п. 3.1). 

Для данных методов ключевым моментом является 
точность экспериментального нахождения собственных 
частот ослабленной оболочки. Для улучшения точности 
можно нагрузить ослабленную оболочку кольцевой 
инерционной массой (узким «ободком») и рассмотреть 
зависимость веток собственных частот нагруженной 
оболочки от массы ободка [16]. Тогда в окрестности 
точки пересечения таких веток наблюдается смена ха-
рактера колебаний, который относительно легко опре-
деляется, что позволяет достаточно точно идентифици-
ровать эти характерные частоты. И далее могут отсле-
живаться именно такие частоты, как на исходной, так и 
на ослабленной оболочке. 

 
3.2. Определение параметров оболочки  
с экспоненциальной зависимостью модуля 
Юнга по толщине 

 
Проиллюстрировать приведенную методику опре-

деления усредненных параметров оболочки (с помощью 
третьей модели оболочки) можно на примере модели 
оболочки, ослабленной водородом, в предположении, 
что водород проникает вглубь металла по экспоненци-
альному закону (21), соответственно экспоненциально 
ослабляя и модуль упругости E [20]: 

  ( /2)
2 12( ) 1 1 a y hE y E E e    ; 1 /2

( )
y h

E E y


 ,  

 2 /2
( )

y h
E E y


 , 12 1 2/ .E E E   (21) 

Здесь а – искомый коэффициент затухания по тол-
щине оболочки, 1E  – модуль упругости ослабленного 
слоя на внутренней поверхности оболочки, который 
предполагается известным, а 2E  – модуль упругости 
исходного материала. В результате применения формул 
(8), (19), (20) приходим к уравнению относительно ah: 

  
2*

12
2

1 1 1 .
ahe f E

fah

           
  (22) 

Это уравнение несложно решается численно, и тем 
самым находится коэффициент затухания a по толщине 
оболочки. Заметим, что, используя формулы (8), (19), 
(20), можно аналогично решить задачу, где проникно-

вение водорода вглубь металла описывается любой 
(в достаточно широких пределах) заданной однопара-
метрической функцией. 

Далее можно усложнить модель (21), учитывая ос-
лабление модуля упругости E  от времени t . Формулы 
для нахождения коэффициента, характеризующего ос-
лабление насыщения оболочки водородом с ростом 
времени t, приведены в [20]. 

 
Заключение 

 
На модели двуслойной оболочки проведена оценка 

влияния неоднородности материала трубы, вызванной 
водородной коррозией, на собственные частоты. Анализ 
результатов показал необходимость получения новых 
экспериментальных данных по изменению коэффици-
ента Пуассона и объемной плотности металлов при на-
водораживании. 

На основе теории классических оболочек проведе-
ны численные эксперименты для трех моделей усредне-
ния переменного по толщине оболочки модуля Юнга 
материала. Сравнение с вычислениями по методу ко-
нечных элементов позволили оценить степень приме-
нимости каждой рассмотренной модели. 

Так, метод усреднения модуля Юнга по толщине 
оболочки не позволяет учесть асимметрию слоев относи-
тельно нейтральной линии. Следующий по точности – 
метод добавления поправки на радиус нейтральной ли-
нии оболочки. Его можно применять для расчета мод, в 
которых сечение оболочки, перпендикулярное образую-
щей, остается неизменным. Это относится к осесиммет-
ричным колебаниям, а также к балочной моде. 

Следующее по точности приближение – усреднение 
жесткостей оболочки по ее толщине с учетом приве-
денного радиуса. Этот метод позволяет получать при-
емлемые результаты в достаточно широком диапазоне 
частот и для мод, связанных с деформированием сече-
ния оболочки. 

Предложен метод восстановления параметров, ха-
рактеризующих жесткость оболочки, по трем экспери-
ментально полученным фиксированным частотам. 

На основе этих исследований предложены формулы, 
позволяющие восстановить параметры ослабления мате-
риала как по толщине, так и по времени, по частотным 
характеристикам цилиндрической оболочки (в случае экс-
поненциальной зависимости модуля Юнга по толщине). 

Проанализирована область применимости усред-
ненных значений модуля Юнга, коэффициента Пуассо-
на и объемной плотности материала при модальном 
анализе, а также степень влияния асимметрии слоев 
(под действием водорода) на собственные частоты ци-
линдрической оболочки. 

Проведенное моделирование может быть полезно, в 
том числе для определения опасных режимов колебания 
ослабленной водородом трубы по её частотным харак-
теристикам. 
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