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МОДЕЛИРОВАНИЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ ТОНКИХ КОМПОЗИТНЫХ ПОКРЫТИЙ  

НА ОСНОВЕ РЕШЕНИЯ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ  
ГРАДИЕНТНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ СЛОЯ 

В работе получена и исследована постановка задачи плоской деформации в рамках гра-
диентной модели упругости для композитного слоя. На основе синтеза аналитических и числен-
ных методов решена плоская задача градиентной теории упругости для бесконечного слоя 
с целью учета распределения напряжений в плоскости покрытий для сверхтонких структур. Ис-
следована задача о воздействии распределенной поверхностной сжимающей нормальной на-
грузки на бесконечный слой, находящийся на жестком основании. Для решения задачи использу-
ется интегральное преобразование Фурье, при этом обратное преобразование вычисляется с 
использованием численной процедуры. В работе показано, что предложенные модели позволяют 
прогнозировать эффекты локализации напряжений в окрестности межслойных зон в покрытии и 
учитывать влияние неклассических масштабных факторов – толщины слоев покрытия и гради-
ентных параметров моделей. 

Для моделирования привлекается наиболее простой вариант градиентной теории упруго-
сти – прикладная модель межфазного слоя, содержащая единственный дополнительный физи-
ческий параметр, определяющий «градиентность» среды и протяженность межфазных зон в об-
ласти границ материала. Этот параметр является дополнительной физической константой, ха-
рактеризующей контакт разнородных материалов. Для численных вычислений в работе 
используются гипотетические значения градиентного параметра. 

Прикладное значение решенной задачи связано с возможностью достоверного модели-
рования и оптимизации микроструктурного строения ультратонких защитных композитных покры-
тий, применяемых в авиакосмической отрасли. Также построенное решение может быть исполь-
зовано для идентификации дополнительных физических параметров градиентной теории упруго-
сти на основе сопоставления результатов моделирования и экспериментальных данных по 
индентированию тонкослойных структур. 

Ключевые слова: композитные тонкослойные покрытия, моделирование, градиентная 
теория упругости, задача плоской деформации, деформации слоя. 
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SIMULATION OF THE STRESS-STRAIN STATE  
OF THIN COMPOSITE COATINGS BASED ON SOLUTIONS  

OF THE PLANE PROBLEM OF STRAIN-GRADIENT  
ELASTICITY FOR A LAYER 

We obtain and investigate the formulation of the problem of strain gradient plane model of elas-
ticity for the composite layer. We used a synthesis of analytical and numerical methods to solve plane 
problem of gradient elasticity for an infinite layer to allow the distribution of stresses in the plane of ultra-
thin coatings. We investigate the problem of the impact of surface compressive normal loading on an 
infinite layer . To solve the problem we use a Fourier integral transform, and the inverse trnsform is 
computed using a numerical procedure. It is shown that the proposed model can predict the effects of 
localization interlaminar stresses in the local interphase zones in the coating and consider the influence 
of non-classical scale factors – the thickness of the coating layers and gradient model parameters. 

For simulation it is involved the most simple gradient theory of elasticity – applied model of the 
interphase layer containing single additional physical parameter determining the "gradient" of the envi-
ronment and the extent of interfacial zones in the border area of the material. This additional physical 
constant characterizing the contact of dissimilar materials. For the numerical calculations in this paper 
we use the hypothetical values of the gradient parameter. 

To solve the problem of practical importance due to the possibility of reliable modelling and op-
timization of the structure of ultra microstructure protective composite coatings used in the aerospace 
industry. Also constructed solution can be used to identify additional physical parameters of the gradient 
theory of elasticity based on a comparison of simulation results and experimental data on the indenta-
tion thin layer structures. 

Keywords: composite thin-film coatings, simulation, strain-gradient elasticity, plane strain de-
formation of layer. 

 

Введение 

В работе рассматривается задача о равновесии композитного бес-
конечного слоя, находящегося на жестком основании в рамках плоской 
постановки градиентной теории упругости. Исследование моделей 
градиентной теории упругости является одним из перспективных на-
правлений развития современной механики [1–9]. Основной особенно-
стью градиентных теорий является учет масштабных эффектов, кото-
рые могут быть связаны с материальным параметром или структурным 
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параметром неоднородного материала. Этот параметр можно связы-
вать и с протяженностью промежуточных межфазных зон в неодно-
родных материалах. Градиентные теории позволяют учесть нелокаль-
ные эффекты, обеспечивая более гладкий контакт различных фаз в ок-
рестности границ за счет учета моментных факторов (бимоментных 
напряжений). В свою очередь, это приводит к повышению порядка 
разрешающих уравнений и переформулировке краевых задач в мате-
матической модели деформируемых сред. При решении практических 
задач градиентные модели оказываются эффективными для учета мас-
штабных эффектов в материалах с характерным размером структуры, 
сопоставимым с протяженностью локальных градиентных полей. При-
мерами таких сред являются композиты с микро- и нановключениями, 
тонкослойные композитные покрытия, керамики с ультрадисперсной 
структурой и т.д. Такие материалы являются перспективными для приме-
нения в современной авиакосмической технике и требуют эксперимен-
тального и теоретического изучения. Задача, исследуемая в настоящей 
работе, связана с моделированием прочности элементов авиакосмиче-
ских конструкций, на которые нанесены защитные композитные тон-
кослойные покрытия (керамические или металлокерамические). 

Один из первых вариантов градиентной линейной теории упруго-
сти был предложен Тупиным [8]. В данной модели плотность потенци-
альной энергии изотропной среды может быть записана в виде 

 , , , ,2 ,ijnm i j n m ijknml i jk n mlU C u u D u u= +  (1) 

где ijnmC  – модули упругости изотропного тела, ijnm ij nmC = λδ δ +  

( );in jm jn im+µ δ δ +δ δ  ,λ µ  – коэффициенты Ламе; ijδ  – дельта Кронекера 

( 0, еслиij i jδ = ≠ и 1, еслиij i jδ = = ); ijk nmlD  – тензор модулей упруго-
сти, определяющий градиентные свойства среды (в общем случае для 
теории градиентной деформации градиентные свойства определяются 
двумя дополнительными параметрами, т.е. все компоненты тензора 

ijk nmlD  характеризуются двумя модулями); iu  – компоненты вектора 

перемещений, ,
i

i j
j

uu
x

∂
=

∂
 и 

2

,
i

i jk
j k

uu
x x
∂

=
∂ ∂
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вания по повторяющимся индексам, изменяющимся от 1 до 3. 
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Рассмотрим однородную область V, ограниченную поверхностью S. 
В отсутствие внешних сил лагранжиан, соответствующий деформиро-
ванию рассматриваемого упругого тела, имеет вид d .

V

L U V= −∫  Найдем 

вариацию этого лагранжиана, используя интегрирование по частям. 
Учитывая (1), получим 

 
( )

( )
, , , ,

, ,

d

d .

ijkm i j ijnmkp i jnp k ijknpm i jk p n m

ijkm i jm ijnmkp i jnpm k

L C u D u u D u u n S

C u D u u V

 δ = − δ + δ − 

− − δ

∫
∫

v
 (2) 

В выражении (2) ,,k p nu uδ δ  являются вариациями вектора пере-
мещений и вариациями градиента вектора перемещений соответствен-
но; n – есть вектор внешней нормали к поверхности S. Равновесному 
состоянию рассматриваемой среды соответствует условие равенства 
нулю вариации лагранжиана (2), 0Lδ = . Учитывая (2), получим сле-
дующее уравнение Эйлера, являющееся уравнением равновесия рас-
сматриваемой среды: 
 , , 0.ijkm i jm ijnmkp i jnpmC u D u− =   

Уравнение обладает повышенными порядком по сравнению 
с классической теорией упругости. Для неоднородных сред с кусочно-
постоянными свойствами уравнения Эйлера записываются отдельно 
для каждой из подобластей со своими тензорами модулей упругости 

ijnmC , ijknmlD . На поверхностях контакта подобластей I и II должны вы-
полняться условия непрерывности, которые в данном случае имеют 
вид I II

i iu u=  и , ,
I II
i k i ku u= . Для того чтобы выполнить условие 0Lδ = , 

в выражении для вариации лагранжиана (2) должны быть равны нулю 
статические множители, стоящие при kuδ  и ,p nuδ  на границе контакта 
подобластей: 

, , , , ,I I I I II II II II
ijkm i j ijnmkp i jnp ijkm i j ijnmkp i jnpC u D u C u D u− = −  

, , .I I II II
ijknpm i jk ijknpm i jkD u D u=  

1. Формулировка прикладной модели межфазного слоя 

В работе будем использовать однопараметрический вариант гра-
диентной теории упругости – прикладную модель межфазного слоя, 
построенный как простейший вариант градиентной теории деформа-
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ций [10–11]. Для получения математической постановки модели рас-
смотрим лагранжиан модели типа модели Миндлина–Тупина: 

 
2 2

1 d .
2

i n i n
ijnm ijknml

j m k j l m

R R R RL A C C V
x x x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫∫∫  (3) 

Введем гипотезы о пропорциональности когезионных моду-
лей в (3): 

1 .ijknml ijrk nmrlC C C
C

=  

Таким образом, все многообразие когезионных свойств тел в 
рамках предлагаемой модели моделируется с помощью одного мас-
штабного параметра 2/ .C =µ l  l  – характерная длина, определяющая 
протяженность градиентных эффектов. В целом, модель определяет 
механические свойства сред с сохраняющимися полями дислокаций 
через четыре параметра среды: , ,lµ λ . 

Лагранжиан формулируемой теории приобретает вид 

 
2 2

1 1 d .
2

i n i n
ijnm ijrk nmrl

j m k j l m

R R R RL A C C C V
x x C x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂
= − + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

∫∫∫  (4) 

Вариационное уравнение, определяющее математическую поста-
новку модели, записывается в виде 

 

22

2

2

(...) 1 d

1 d

1 d 0.

Vn
ijrk r nmrl i i

j k l m

F n
i ijrk j r nmrl i

k l m

n i
rqnm rpij p

q m j

RL C R C P R V
x x C x x

RP C n R C R F
x C x x

R RC C n F
C x x x

  ∂∂δ = − + δ +  ∂ ∂ ∂ ∂  
  ∂∂+ − − δ −  ∂ ∂ ∂  

 ∂ ∂ − δ =   ∂ ∂ ∂   

∫∫∫

∫∫

∫∫

w

w

 (5) 

Аналогичным образом может быть получена формулировка гра-
диентной модели деформации, учитывающей адгезионные эффекты 
[12, 13]. 

 
 
 



С.А. Лурье, Ю.О. Соляев, Л.Н. Рабинский, Ю.Н. Кондратова, М.И. Волов 
 

 166 

2. Постановка задачи о плоской деформации слоя  
в рамках градиентной теории упругости 

Рассмотрим задачу о равновесии слоя, подверженного действию 
распределенный нормальной силы (рис. 1). 

 

Рис. 1. К задаче о равновесии бесконечного слоя 

Лагранжиан модели градиентной теории упругости в плоской по-
становке (плоская деформация) следует из общей формулировки моде-
ли (5) и имеет вид 

2 2

1 2 1 2 1 2

2 2 222 2 2 2 2 2 2 22
1 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2

222
1

2

1 4
2

2 2

R R R R R RL A E G
x y y x x y

R R R R R R R RG
C y x x y x y x x y y x y

RE
C x

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  = − + + + − +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 + + + + − − +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       

 ∂ ∂
+ + ∂ 

∫∫

2 2 22 2 2 2 2 2 2
2 1 2 1 2 2 1

2 2 22 2 d d .R R R R R R R x y
y x y x y x x y y x y

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + + + +      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      

 

Вариационную постановку модели можно получить с помощью 
вариационного принципа Лагранжа, используя технику интегриро-
вания по частям. Учтем, что модель следует записывать для беско-
нечного слоя (см. рис. 1), и поэтому из постановки будут исключены 
граничные условия на гранях, параллельных оси Ох. Получаем сле-
дующую постановку плоской задачи градиентной теории упругости.  

Уравнения равновесия 
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4 4 4 22 2 22
1 1 1 1

4 4 2 2 2

2 4 4 22 2
1 2 2 2

2 3 3

4 4 4 22 2 22
2 2 2 2

4 4 2 2 2

2 4 42 2
2 1 1

2 3 3

( ) 0.

(

R R R RG E GE E
C x C y C x y x

R R R RE GG E G
y C x y x y x y

R R R RG E GE E
C y C x C x y y

R R RE GG E G
x C x y x y

∂ ∂ ∂ ∂++ + − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂−− + + − − = ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ ∂++ + − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂−− + + − − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

2
1) 0.R

x y
∂

=
∂ ∂

 

 

Граничные условия x = const: 
3 3 3 32 2 2 22

1 2 1 2 1 2 2
3 3 2 2

3 3 3 32 2 2 2 2
2 1 2 1 1 2

3 3 2 2

2 2 222
1 2 2

2

2 0,

0,

0,

R R R R R R RE G E GE E G
C x y C x y C x y x y y

R R R R R RG E G E G G
C x y C x y C x y y x

R R RGE
C x x y C

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ −+ + + − + + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ −− + + − + =   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
 ∂ ∂ ∂

+ = ∂ ∂ ∂ ∂ 

2
1

2 0.R
x x y







  ∂ − = ∂ ∂  

 

Полученные уравнения равновесия соответствуют известному 
общему операторному представлению уравнений равновесия для мо-
делей градиентной теории упругости, которое записывается в виде 
произведения оператора Ламе и оператора Гельмгольца:  

( ) 0,L H =R  

Здесь 2( ) ( ) divL =µ∇ + µ+λ ∇R R R ; ( ) ( )H L C=R R R- ; R  – вектор пе-
ремещений. 

3. Решение задачи о равновесии бесконечного слоя 

Для решения задачи о равновесии бесконечного слоя применим 
интегральное преобразование Фурье: 

1 2 1 2

1 1

2 2

( , ), ( , ) ( , ), ( , ),

1( , ) ( , ) d ,
2

1( , ) ( , ) d .
2

i y

i y

R x y R x y F x F x

F x R x y e y

F x R x y e y

∞
− ω

−∞

∞
− ω

−∞

→ ω ω

ω =
π

ω =
π

∫

∫
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В результате преобразования уравнения равновесия приводятся 
к следующему виду: 

 11 1 12 2

21 1 22 2

0,
0.

L F L F
L F L F

+ =
+ =

 (6) 

Здесь введены следующие обозначения операторов: 

( ) ( )
( )
( )

( ) ( )

4 2 2 2 22
2 2 2

11 4 2

2 2 3 2 2
2

12 3

2 2 3 2 2
2

21 3

2 4 2 2 2 2
2 2 2

22 4 2

,

,

,

.

E G GEL E G
C x C x C

E G E GL i E G
C x C x

E G E GL i E G
C x C x

G E G EL G E
C x C x C

 ∂ + ∂= − ω + +ω + ω ∂ ∂


 − ∂ − ∂ = ω − ω + −  ∂ ∂  


 − ∂ − ∂ = ω − ω + −  ∂ ∂ 


∂ + ∂ = − ω + +ω + ω
 ∂ ∂

 

Преобразуем граничные условия модели:  

( ) ( )

( )

3 22 2 2 22 2
2 31 1 1 2

23 2

2*
2

3
2 2

32 2 2 2
2 32 2 2

13

2*22 2 2
1

12 2

22 2
2 1

2

2 0,

0,

F F F FE G E GE EE i F i
C x C x x C C x

E
E G i F K i

C x
F F FG E G GG i F

C x C x x C
EFE G i Gi F i

C x C x
F FG G i B

C x C x

∂ ∂ ∂ ∂+ −− ω − − ω + ω −
∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ Φ− − ω + αΦ − α − ω Φ + = ∂ 
∂ ∂ ∂+− ω − + ω +
∂ ∂ ∂

∂− ∂ Φ+ ω − ω − α ω =
∂ ∂

∂ ∂
− ω −

∂ ∂

( )

2

2*22 2
1 2 1

2

0,

0.

F
x

EF F FE E i A
C x C x x C x















∂ = ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂Φ+ ω − + α =

∂ ∂ ∂ ∂

 

В случае наличия жесткого (в заделке) закрепления следует зада-
вать следующие кинематические граничные условия: 

1 2
1 2 0.R RR R

x x
∂ ∂

= = = =
∂ ∂
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Для решения полученной системы уравнений (6) сведем его 
к уравнению восьмого порядка. Для этого введем потенциал ( ),xϕ ω  
следующим образом: 

 2 11

1 12

,
.

F L
F L

= − ϕ
= ϕ

 (7) 

Подставляя (8) в (7) получим, что первое уравнение равновесия 
удовлетворяется автоматически, а второе уравнение системы сводится 
к уравнению восьмого порядка относительно введенного потенциала: 

 
11 12 12 11 11 12 12 11

21 12 22 11 21 12 22 11
2

21 12 22 11 12 22 11

( ) ( ) 0,
( )

( ) ( ) 0.

L L L L L L L L
L L L L L L L L

L L L L L L L

ϕ+ − ϕ = − ϕ=
ϕ+ − ϕ = ϕ− ϕ=

= − ϕ= − =

 (8) 

Полученное уравнение восьмого порядка имеет вид 
2

12 22 11( ) 0.L L L− ϕ=  

Далее запишем данное операторное уравнение в координатной 
форме. Получаем 

82 2

8

62 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

6

2 2 2 2
3

2 2 2 2 2 2
3 4 2

2 2 2 2
2 2

( )

( )

G E
C C x

E G E G G E G E G Ei i E G
C C C C C C x

E G E Gi i E G i
C C

E G E G G Gi E G i i G
C C C C

E G E GG E
C C

∂ ϕ− +
∂

∂ ϕ    − − + ++ ω ω+ ω + + ω + +     ∂    
  − −+ − ω ω + − ω −   

   − −− ω + − ω ω− ω + ω −   
   

 + +− ω + ω + 
 

42 2
4 2

4

2 2 2 2
3 3

22 2 2 2 22
2 4 2 4 2 2

2

22
4 2 4 2

( ) ( )

0.

E EE
C C x

E G E Gi E G i i E G i
C C

E G G E GEG G E E
C C C C x

GE E G
C C

∂ ϕ   − ω + ω +     ∂    
  − −+ ω + − ω ω + − ω +    

∂ ϕ     + ++ ω + ω + ω + ω + ω ω + −      ∂     
  − ω + ω ω + ω ϕ=  
    

(9) 
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Характеристическое уравнение выражения (9) содержит 4 корня 
второй кратности. Общий вид решения для потенциала может быть 
представлен в следующей форме: 

2 2 2 2

1 2 3 4

5 6 7 8

( )
.

C G C G C G C Gx x x x
G G E E

x x x x

x C e C e C e C e
C e C xe C e C xe

+ ω + ω + ω + ω− −

−ω −ω ω ω

ϕ = + + + +

+ + + +
 

Это решение содержит в себе классическую часть – решение би-
гармонического уравнения плоской задачи теории упругости (слагае-
мые с коэффициентами С5…С8). Запишем далее в операторной форме 
систему граничных условий. После преобразования Фурье имеем: 

3 2 22
2

13

2 2 22
3

22

2 2 2 2
3

12

2 3 2 2
2

23

2 2 2

1 22

( ) ( 2 )( ) 0,

( ) ( )

0,

( ) 0,

E GE E F
C x C x x

E GE i i E G i F
C C x
G E Gi i G i F
C C x
G E G G F
C x C x x

G Gi F B F
C x C x x

 ∂ + ∂ ∂− + ω + + ∂ ∂ ∂ 
 − ∂+ ω − ω + − ω = ∂ 

 − ∂− ω − ω + ω + ∂ 
 ∂ + ∂ ∂+ − + ω + = ∂ ∂ ∂ 

   ∂ ∂ ∂− ω + − =   ∂ ∂ ∂   
22 2

1 22 ( ) 0.E EA F i F
C x x C x















 ∂ ∂ ∂ − + ω =   ∂ ∂ ∂   

 

Подставим в данной системе выражения для трансформант функ-
ций перемещений через введенный потенциал. Получаем 

31 12 32 11

41 12 42 11

51 12 52 11

61 12 62 11

0,
0,
0,
0.

L L L L
L L L L
L L L L
L L L L

ϕ− ϕ=
 ϕ− ϕ=
 ϕ− ϕ=
 ϕ− ϕ=

 

Здесь введены следующие обозначения: 
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( )

( )

3 2 22
2

31 3

2 2 22
3

32 2

2 2 2 2
3

41 2

2 3 2 2
2

42 3

2 2 2

51 52 2

22 2

61 622

,

( ) ( 2 )( ),

( ) ( ) ,

,

( ) , ,

, ( ) .

E GEL E
C x C x

E GEL i i E G i
C C x
E G GL i G i i

C x C
G E GL G
C x C x

G GL i L B
C x C x x

E EL A L i
C x x C x

 ∂ + ∂= − + ω + ∂ ∂


− ∂ = ω − ω + − ω
∂

− ∂= − ω + ω − ω
∂


∂ + ∂= − + ω +
∂ ∂

∂ ∂ ∂= − ω = −
∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂= − = ω
∂ ∂ ∂













 

 

Подстановка общего вида решения для введенного функционала 
в полученную систему граничных условий (с учетом дополнительных 
граничных условий в заделке) позволяет найти все неизвестные коэф-
фициенты С1…С8. По потенциалу могут быть найдены трансформанты 
перемещений F1 и F2. Далее требуется взять обратное преобразование 
Фурье для определения функций перемещений, возникающих в слое: 

1 2
1 1( , ) ( , ) d  ;  ( , ) ( , ) d .

2 2
i x i xu x y F x e v x y F x e

∞ ∞
− ω − ω

−∞ −∞

= ω ω = ω ω
π π∫ ∫  

При проведении численного моделирования это интегрирование 
проводилось численно, так как аналитическое решение для оригиналов 
не удается получить в короткой и удобной для вычислений форме. При 
этом проводился анализ сходимости процедуры численного вычисле-
ния обратного преобразования Фурье. Показана сходимость численной 
процедуры как при измельчении шага интегрирования, так и при уве-
личении интервала интегрирования (несобственный интеграл прибли-
женно вычислялся на ограниченном интервале, с учетом условий зату-
хания решения). 

Возникающие в слое деформации определялись из классических 
соотношений Коши, которые остаются справедливыми и для градиент-
ной модели [10]: 
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 11 22 12
1, ,  .
2

u v u v
x y y x

 ∂ ∂ ∂ ∂ε = ε = ε = + ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (10) 

Представление для полных напряжений в плоской задаче гради-
ентной модели может быть получено из формул Грина, примененных 
к плотности потенциальной энергии деформаций. Эти напряжения по 
своей записи совпадают с представлением напряжений для классиче-
ской задачи теории упругости в плоской постановке: 

 
1 1

1

2 ( ) , 2 ( ) ,
1 2 1 2

1, 2 .
1 2 1 2

x y

xy z

u ve e
x y

u v e
y x

  ν ∂ ν ∂σ = µ ϑ + + σ = µ ϑ + +  − ν ∂ − ν ∂   
   ∂ ∂ ν −ντ =µ + σ = µ ϑ +   ∂ ∂ − ν − ν  

 (11) 

Здесь 

1
1 2 ( ) 2 .

2 x y
u v e
x y

∂ ∂ − νϑ = + = σ +σ − ν
∂ ∂ µ

 

4. Моделирование двухслойного композитного покрытия 

С точки зрения приложений и практического применения резуль-
татов моделирования представляется интересным рассмотрение задачи 
для двухслойного покрытия. В этом случае имеем два потенциала пе-
ремещений в каждом из рассматриваемых слоев, общий вид которых 
следующий: 

2 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

2 2 2 2
2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

1 1 2 3 4

                        5 6 7 8

2 1 2 3 4

                   

( )
.

( )

C G C G C G C Gx x x x
G G E E

x x x x

C G C G C G C Gx x x x
G G E E

x Ae A e A e A e
A e A xe A e A xe

x B e B e B e B e

+ ω + ω + ω + ω
− −

−ω −ω ω ω

+ ω + ω + ω + ω
− −

ϕ = + + + +

+ + + +

ϕ = + + + +

     5 6 7 8 .x x x xB e B xe B e B xe−ω −ω ω ω+ + + +

 

Граничные условия модели при заданной распределенной силе 
(через функции Хэвисайда) имеют вид 
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( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 2 2 1 20 0

3 1 2 4 1 20 0

1 1 2 2 1 2

3 1 2

2 sin
, ,    , 0,

, 0,                    , 0,

, 0,                 , 0,

, 0,       

x x

x x

x h H x h H

x h H

w
La x x La x x

w
La x x La x x

Lb x x Lb x x

Lb x x

= =

= =

= + = +

= +

πϕ ϕ = ϕ ϕ =      

ϕ ϕ = ϕ ϕ =      

ϕ ϕ = ϕ ϕ =      

ϕ ϕ =   ( ) ( )4 1 2         , 0.
x h H

Lb x x
= +










ϕ ϕ =   

 

Контактные условия 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

11 21 12 22 11 21 12 22

2 2 2 2
1 2 1 2

11 21 12 222 2 2 2
1 2 1 2

2 2
1 2

1 11 11 2 21 212 2
1 2

2 2
1 2

1 12 12 2 222
1 2

,  , ,

,     ,

,

x h x h x h x h

x h x h

x x x x x x x x

E E E Ex x x x
C C C C

E EE x x E x x
C C

E EE x x E x
C C

= = = =

= =

′ ′ ′ ′ϕ =ϕ ϕ =ϕ ϕ =ϕ ϕ =ϕ

′′ ′′ ′′ ′′ϕ = ϕ ϕ = ϕ

′ ′′′ ′ ′′′ϕ − ϕ = ϕ − ϕ

′ ′′′ ′ϕ − ϕ = ϕ − ( )222 .x











 ′′′ϕ

 

В приведенной постановке использованы обозначения 

2 2 23
21 1 1

1 1 13
1 1

2 2 22
31 1 1

1 1 22
1 1

2 2 22
31 1 1

2 1 12
1 1

2 2 23
21 1 1

1 23
1 1

3

( 2 ) ,

,

E E GLa E F
C x C x

E G Ei i E G i F
C x C

E G GLa i G i i F
C x C

G E G G F
C x C x

La

  +∂ ∂= − + ω + +  ∂ ∂  
  − ∂+ − ω + ω + − ω  ∂   

  − ∂= − ω + ω− ω +  ∂   
  +∂ ∂+ − + ω +  ∂ ∂  

=
2 2 2

1 1
1 22

1 1

2 22
1 1

4 1 22
1 1

,

.

G Gi F B F
C x C x x

E ELa A F i F
C x x C x















    ∂ ∂ ∂ − ω + −    ∂ ∂ ∂   


    ∂ ∂ ∂= − + ω    ∂ ∂ ∂   
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2 2 23
22 2 2

1 2 13
2 2

2 2 22
32 2 2

2 2 22
2 2

2 2 22
32 2 2

2 2 12
2 2

2 2 23
22 2 2

2 23
2 2

3

( 2 ) ,

,

E E GLb E F
C x C x

E G Ei i E G i F
C x C

E G GLb i G i i F
C x C

G E G G F
C x C x

Lb

  +∂ ∂= − + ω + +  ∂ ∂  
  − ∂+ − ω + ω + − ω  ∂   

  − ∂= − ω + ω− ω +  ∂   
  +∂ ∂+ − + ω +  ∂ ∂  

=
2 2 2

2 2
1 22

2 2

2 22
2 2

4 1 22
2 2

,

.

G Gi F B F
C x C x x

E ELb A F i F
C x x C x















    ∂ ∂ ∂ − ω + −    ∂ ∂ ∂   


    ∂ ∂ ∂= − + ω    ∂ ∂ ∂   

 

Граничные и контактные условия образуют линейную систему из 
16 уравнений с 16 переменными; решая систему, находим постоянные 

( ) ( )1 8 1 8, i i i iA B= ÷ = ÷  и путем численного обратного интегрального преобразо-

вания Фурье находим перемещения в слоях, и далее по формулам (10) 
и (11) находим деформации и напряжения. 

5. Результаты численных вычислений 

Задача о равновесии слоя, находящегося на жестком основании 
под действием нормальной силы, решалась на основе алгоритма, изло-
женного в предыдущем пункте с использованием системы символьных 
вычислений Mathematica. Для тестовых вычислений были взяты сле-
дующие параметры модели: модуль упругости Е = 1, модуль сдвига 
G = 0,35, градиентный параметр и толщина слоя задавались перемен-
ными. Ширина площадки действия силы задавалась единичной. На 
рис. 2 представлен характер распределения перемещений в направле-
нии осей Х и Y по толщине слоя. 

Получаемое численное решение соответствует физическому 
смыслу задачи: наибольшие перемещения возникают в области прило-
жения нагрузки, решение затухает на бесконечности, и в заделке пере-
мещения отсутствуют. Деформации и напряжения, возникающие 
в слое, представлены на рис. 3 и 4. 
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Рис. 2. Распределение перемещений по толщине слоя  

при действии нормальной силы 

  
Рис. 3. Компоненты тензора деформаций 

11 и 22, возникающие в слое под 
действием нормальной силы  

в градиентной модели 

Рис. 4. Компоненты тензора напряжений 
11 и 22, возникающие в слое под 
действием нормальной силы  

в градиентной модели 

6. Зависимость НДС от толщины слоя  
и градиентного параметра 

В рамках градиентной модели представляется важным исследо-
вание зависимости НДС покрытий различной толщины. Модель учи-
тывает масштабный градиентный параметр l(С), характеризующий 
протяженность когезионных взаимодействий. Учет градиентных эф-
фектов особенно интересен в области границ контакта. Для тестовых 
значений механических параметров задачи было исследовано измене-
ние перемещений, напряжений и деформаций при изменении толщины 
покрытия в 5 раз. На рис. 5 показан характер изменения перемещений, 
деформаций и напряжений на верхней границе покрытия при увели-
чении толщины слоя (или при уменьшении градиентного). Видно, что 
максимальные нормальные перемещения увеличиваются для покрытий 
большей толщины. При этом для тонких покрытий уровень напряже-
ний возрастает в 3 раза. 
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а 
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Рис. 5. Характер изменения нормальных перемещений, деформаций и напряжений  
на верхней границе покрытия при увеличении толщины слоя: а – h = 1 мкм; б –  

h = 5 мкм 

 
а 

 
б 

Рис. 6. Характер изменения перемещений, деформаций и напряжений в плоскости  
на верхней границе покрытия при увеличении толщины слоя: а – h = 1 мкм; б –  

h = 5 мкм 

На рис. 6 показано, что при изменении масштабных параметров 
перемещения, деформации и напряжения в покрытии, в плоскости 
слоя, могут изменять знак. Таким образом, учет градиентных эффектов 
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может кардинальным образом менять картину напряженно-деформиро-
ванного состояния тонкослойных структур. 

7. Моделирование двухслойного покрытия 

Для численного моделирования двухслойного покрытия было 
принято, что свойства подложки в десять раз отличаются от свойства 
верхнего слоя покрытия: Е1/Е2 = 0,1, G1/G2 = 0,1. Перемещения, возни-
кающие в двухслойном покрытии под действием распределенной силы 
на площадке шириной {–1,1}, представлены на рис. 7. 

      
Рис. 7. Перемещения в подложке (пунктир) и в верхнем слое (сплошная  
линия) покрытия, возникающие под действием распределенной силы 

На рис. 8 представлены соответствующие напряжения и дефор-
мации, возникающие в двухслойной задаче. 

                

1 2,  ε ε    1 2,  σ σ  
Рис. 8. Деформации и напряжения, возникающие  
в двухслойном покрытии под действием силы 

Из рис. 8 видно, что основная концентрация деформаций и на-
пряжений происходит в более мягком поверхностном слое, однако на 
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границе двух материалов возникает дополнительная концентрация на-
пряжений, связанная с различием коэффициентов Пуассона материа-
лов и влиянием градиентных эффектов. 

Заключение 

В работе исследована плоская задача градиентной теории упру-
гости. Построено численное решение задачи о равновесии бесконечно-
го композитного слоя, находящегося на жестком основании, при дей-
ствии распределенной нормальной силы. Решение задачи проводилось 
с использованием интегрального преобразования Фурье, однако для 
вычисления обратного преобразования потребовалась реализация ал-
горитма численных вычислений. Исследована зависимость напряжен-
но-деформированного состояния композитного слоя в зависимости от 
толщины слоев и градиентного параметра модели. Прикладное значе-
ние решенной задачи связано с возможностью достоверного моделиро-
вания и оптимизации микроструктурного строения ультратонких за-
щитных композитных покрытий, применяемых в различных отраслях 
промышленности. 
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