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В рамках данной работы на основе решения задачи о вынужденных установивших-
ся колебаниях кусочно-однородных электровязкоупругих тел проведена оценка их меха-
нического отклика на совместное воздействие механических (силовых, кинематических) 
и электрических (разность потенциалов, электрический ток) нагрузок в их различной 
комбинации. Объектом исследования является консольно-защемленная пластина с 
присоединенным к ее поверхности пьезоэлементом. Пластина выполнена из вязкоупру-
гого материала, механическое поведение которого описывается комплексными динами-
ческими модулями. Материал пьезоэлемента – упругая пьезокерамика. В качестве па-
раметра, характеризующего механический отклик, принята амплитуда вынужденных 
установившихся колебаний перпендикулярной к поверхности пластины компоненты век-
тора перемещений свободного торца. Вариационное уравнение движения рассматри-
ваемого объекта формулируется на базе соотношений линейной теории упругости, ли-
нейной теории вязкоупругости и уравнений Максвелла для проводящей среды в квази-
статическом приближении. Диапазоны изменения значений возбуждающего воздействия 
для заданных мод при моделировании вынужденных установившихся колебаний объек-
та выбраны на основе значений собственных частот колебаний, полученных из решения 
задачи о собственных колебаниях электровязкоупругих тел. Численная реализация по-
ставленной задачи осуществляется в пакете прикладных программ конечно-элемент-
ного анализа ANSYS. В результате численных экспериментов установлены характерные 
особенности зависимости величины механического отклика системы от типа и величины 
внешних воздействий. Продемонстрировано, что при совместном действии двух нагру-
жающих факторов открываются дополнительные возможности управления величиной 
механического отклика электровязкоупругой системы. 
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In the current paper an estimation of a mechanical response of a structure on joint mechani-
cal (force and kinematic) and electrical (voltage and current) impacts taking into account different 
options of their combinations was carried out. A mechanical response was esteemed basing on 
solution to the problem of natural vibrations for piecewise-homogeneous electro-viscoelastic 
bodies. A cantilever plate with piezoelectric element attached to its surface was chosen as an 
object under study. The plate was made of viscoelastic material the mechanical properties of 
which are described using complex dynamic moduli. A piezoelectric ceramic material was chosen 
as the one for piezoelectric elements. An amplitude of forced steady-state vibrations of a compo-
nent of displacement vector that is perpendicular to the surface of the plate was chosen as a 
quantity that characterize a mechanical response. Variational equation of motion of the object 
under consideration is formulated based on relations of linear elasticity, linear viscoelasticity and 
Maxwell’s equations for a conducting media in a quasistatic approximation. Ranges of changing 
of values of excitation impacts for vibration modes taken into account were chosen on the basis 
of values of natural vibrations frequencies obtained from the solution to natural vibration problem 
for electro-viscoelastic bodies. Numerical implementation of the stated problem was performed in 
finite element software package ANSYS. Some characteristic peculiarities of a mechanical re-
sponse depending on a type and magnitude of external impact were obtained as the result of the 
carried out numerical experiments. There was demonstrated that in case of joint impact of two 
loading factors there reveals an additional capability of control a mechanical response of an elec-
tro-viscoelastic system. 
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Введение 

 
В последние десятилетия технология интеллекту-

альных (smart) конструкций получила широкое разви-
тие в применении к управлению механическим пове-
дением различных объектов. Для обеспечения необхо-
димых эксплуатационных требований (например, 
неизменность формы параболической антенны, отсут-
ствие колебаний в отдельных элементах и т.п.) smart-
конструкции могут автоматически адаптировать свою 
реакцию в форме перемещений, напряжений, ампли-
туды колебаний, резонансных частот и т.п. в зависи-
мости от внешнего воздействия. Особое внимание при 
ее решении требуют те объекты, эксплуатация кото-
рых происходит в условиях сложного или ограничен-
ного доступа к ним (подводные, высокогорные, кос-
мические объекты и т.д.). 

Возникающие при эксплуатации механических кон-
струкций колебательные процессы в случае динамиче-
ского внешнего воздействия в некоторых случаях могут 
быть нежелательными или даже опасными и вызывать 
сбои, повреждения и шум. Проблема демпфирования 
колебаний остро стоит для аэрокосмических систем, 
промышленных изделий, точных инструментов, робо-
тов-манипуляторов и других. Управляемое динамиче-
ское поведение особенно важно для спутниковых кон-
струкций, подвергающихся в космосе различным на-
грузкам [1; 2]. Кроме этого, в последнее время все 

возрастает тенденция уменьшения размеров беспровод-
ной электроники и возрастание потребляемой мощно-
сти, увеличение жизнеспособности беспроводных элек-
тронных устройств, что делает привлекательным ис-
пользование в качестве источника питания энергию 
колебаний, вызываемых внешним воздействием [3]. Это 
стимулирует интерес исследователей к использованию 
систем управления динамическими процессами, эффек-
тивно работающих без участия оператора и в изменяю-
щихся условиях внешних воздействий. 

Создание таких smart-конструкций требует муль-
тидисциплинарного подхода, разработки адекватных 
математических моделей, описывающих колебания 
этих систем [4; 5], алгоритмов и методов решения по-
ставленных задач. Интеллектуальные конструкции 
включают в себя датчики, которые измеряют состоя-
ние системы, исполнительные механизмы, которые 
прикладывают управляющие силы, и элементы обра-
ботки сигналов (контроллер), преобразующие изме-
ренные сигналы от датчиков в управляющие сигналы, 
подаваемые на актуаторы. При этом требуются комби-
нирование материалов, датчиков и актуаторов, а также 
систем управления, что значительно усложняет про-
цесс математического моделирования поведения такой 
системы и поиск параметров, обеспечивающих опти-
мальные динамические характеристики конструкции: 
физических, механических, геометрических, электри-
ческих [6–8]. 
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Выделяются две основные стратегии управления 
механическим поведением конструкций: пассивная и 
активная. Smart-системы, имеющие в своем составе 
только датчики, которые позволяют вести наблюдение 
за состоянием конструкции, являются пассивными. В 
настоящее время внимание исследователей сконцентри-
ровано на двух типах материалах, которые наиболее 
удобны для использования в качестве датчиков или сен-
соров. Это – оптические волокна и пьезоэлектрические 
материалы. 

Для изготовления активных управляемых или реа-
гирующих smart-систем дополнительно к сенсорам не-
обходимы актуаторы или исполнительные механизмы, 
способные вызывать деформацию основной конструк-
ции заданным образом. В настоящее время в качестве 
актуаторов применяют: сплавы с памятью формы, пье-
зоэлектрические материалы, электрострикционные и 
магнитострикционные материалы, электрореологиче-
ские жидкости. Обзоры функциональных материалов, 
используемых в интеллектуальных структурах, даны в 
работах [9–11]. 

Способы применения материалов, которые могут 
выполнять роль актуаторов, можно разделить на две 
группы: это исполнение некоторых элементов конст-
рукций из таких материалов (секция ферменной конст-
рукции, длиной которой можно управлять) либо 
встраивание внутрь конструкции (элемент из пьезома-
териала, закрепленный на поверхности или встроенный 
внутрь многослойной конструкции) [12]. 

Широкое использование пьезоматералов обуслов-
лено двумя главными причинами. Первая – наличие у 
пьезоматериалов прямого и обратного пьезоэлектриче-
ского эффекта, что позволяет использовать пьезоэле-
менты как в качестве датчиков, так и в качестве актуа-
торов [13]. Вторая причина состоит в том, что техноло-
гически реализуемая для пьезоматериалов возможность 
создания электропроводящей поверхности позволяет 
подключить к smart-конструкции различные варианты 
электрических цепей [14; 15], реализуя пассивную стра-
тегию управления механическим поведением smart-
конструкции. 

Наряду с пассивным используется и активный способ 
управления динамическим поведением конструкций, 
например, для демпфирования колебаний. Существуют 
два принципиально различных подхода к активному га-
шению колебаний или к минимизации отклонений от 
положения точек конструкции при отсутствии внешнего 
воздействия любого рода: c обратной связью и с упреж-
дающей адаптивной фильтрацией [14; 16–18]. 

Alkhatib и Golnaraghi в [16] приводят основатель-
ный обзор существующих активных методов управле-
ния колебаниями и проблем, связанных с их примене-
нием. Fisco и Adeli [17] представляют обзор различных 
активных и полуактивных систем управления, исполь-
зуемых в основном в гражданских сооружениях. Теории 
активного управления колебаниями посвящена работа 
Preumont [18]. 

Проблема управления механическим поведением 
smart-конструкций состоит из двух частей: первая свя-
зана с решением вопроса об оптимальном распределе-
нии датчиков и исполнительных механизмов в системе, 
а вторая часть заключается в выборе стратегии управ-
ления и ее реализации. Gupta et al. в [19] рассмотрели 
наиболее часто используемые критерии оптимизации 
размещения датчиков и актуаторов на конструкции. 
Если распределение внешних возмущений известно 
заранее, первая проблема может быть решена с помо-
щью метода управления формой. Впервые он был вве-
ден Haftka и Adelman [20] для случая квазистационар-
ного воздействия, как в дискретной формулировке, так 
и в формулировке сплошной среды. Обзор статического 
и динамического управления формой конструкции с 
использованием пьезоэлектрического актуаторов при-
веден в [21; 22], а возможности его практического при-
менения – в [23]. 

Однако, как правило, внимание исследователей 
сосредоточено на разработке и реализации закона 
управления – на получение сигнала, снимаемого с 
сенсора и подаваемого на актуатор после его усиле-
ния. Обзор различных способов активного управле-
ния, включая линейный квадратичный, линейный 
квадратичный гауссовский, нейронные сети и так да-
лее, в применении к гражданскому строительству 
представлены в [24; 25]. 

Существует два альтернативных подхода к управ-
лению колебаниями систем с распределенными пара-
метрами. Первый подход – это местное или децентрали-
зованное управление, которое подразумевает, что дат-
чики и актуаторы используются парами, и каждый 
датчик подключен только к одному соответствующему 
актуатору, расположенному в той же области механиче-
ского объекта [26]. 

Второй подход предполагает независимое управле-
ние различными режимами колебаний механического 
объекта. Он был сформулирован в [27] и получил свое 
развитие в [28; 29]. Примеры успешного применения 
модального метода к управлению колебаниями пластин и 
оболочек с использованием преобразователей PZT и 
PVDF можно найти в работах Tanaka и Sanada [30], Zenz 
et al. [31] и других. 

Однако факторам, которые могли бы дополнитель-
но способствовать получению требуемого отклика кон-
струкции на управляющее воздействие, исследователя-
ми практически не уделяется внимания. Тем не менее, 
понимая реакцию конструкции на управляющее воздей-
ствие, можно снизить требования к аппаратной части, 
формирующей управляющий сигнал, подаваемый на 
актуатор, количество требуемых сенсоров и актуаторов 
и так далее [32–34]. 

Решению вопросов, которые позволят получить 
наилучший отклик smart-конструкции на управляющее 
электрическое воздействие при наличии механического 
возбудителя колебаний, посвящены исследования, 
представленные в данной работе. 
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В статье на основе результатов решения задач о 
собственных и вынужденных установившихся колеба-
ниях электровязкоупругих тел проведена оценка влия-
ния ряда параметров, характеризующих внешнее элек-
трическое воздействие, прикладываемое к пьезоэлемен-
ту, на характеристики механического отклика связанной 
электромеханической системы в различных условиях. 

 
1. Математическая постановка задачи 

 
Объектом исследования в общем случае является ку-

сочно-однородное тело, объем которого 1 2 3V V V V= + +  
формируется из упругих (V1), вязкоупругих (V2) и элек-
троупругих (пьезоэлектрических) (V3) частей. Принято, 
что между частями тела идеальный контакт. Поверхность 
объема V3 – 3

elS  частично электродирована (покрыта 
тонким электропроводящим слоем, толщиной и массой 
которого можно пренебречь). 

На базе соотношений линейной теории упругости, 
линейной теории вязкоупругости и уравнений Максвел-
ла для проводящей среды в квазистатическом прибли-
жении [35] формулируется вариационное уравнение 
движения рассматриваемого объекта:  

 ( ) ( )
1 2

1 2i iij ij i ij ij i
V V

u u dV u u dVσ δε + ρ δ + σ δε + ρ δ +     (1)  

( )
3 3

3 .
el

ij ij i i i i e i i
V SS

D E u u dV q dS p u dS
σ

+ σ δε − δ + ρ δ = δϕ + δ    

Здесь приняты следующие обозначения: ,i iD E  – 
компоненты векторов индукции электрического поля и 
напряженности электрического поля; ijσ  – компоненты 

симметричного тензора напряжений Коши, ijε  и iu  – 
компоненты линейного тензора деформаций и вектора 
перемещений; 1 2 3, ,ρ ρ ρ  – удельные плотности мате-
риалов упругих, вязкоупругих и пьезоэлектрических 
частей; Sσ  – поверхность кусочно-однородного тела, на 
которой заданы компоненты вектора поверхностных 
усилий ip ; ϕ  – электрический потенциал, eq  – поверх-
ностная плотность свободных зарядов на электродиро-
ванной поверхности 3

elS . 
Физические соотношения для анизотропной упру-

гой части V1 кусочно-однородного тела V описываются 
обобщенным законом Гука 

 ij ijkl klCσ = ε .  (2)  

где ijklC  – компоненты тензора упругих свойств мате-

риала ( , , , 1, 2, 3i j k l = ). 
Для вязкоупругой части кусочно-однородного те-

ла V2 физические соотношения линейной наследствен-
ной теории вязкоупругости имеют вид интегральных 
операторов [36]:  

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0

0
0

2 ,

.

t

ij ij ij

t

s t G e H t e d

t B F t d

 
= − − τ τ τ 

 
 

σ = ϑ − − τ ϑ τ τ 
 




  (3)  

Здесь введены следующие обозначения: 0 0,G B  – 
мгновенные сдвиговой модуль и модуль объемного 
сжатия; ,H F  – ядра релаксации; ( )tϑ  – объемная де-

формация; ( )ije t  – компоненты девиаторной части тен-

зора деформаций, ( )σ t  – среднее напряжение, ( )ijs t  – 
компоненты девиаторной части тензора напряжений как 
функции времени t. 

В задачах о вынужденных установившихся колеба-
ниях физические соотношения (3) могут быть выраже-
ны через комплексные динамические модули [36]:  

 ( )

( )

Im
Re Im Re Re

Re

Im
Re Im Re Re

Re

2 , ,

1 1 ,

1 1 ,

ij ij

g

b

s Ge B

GG G iG G i G i
G

BB B iB B i B i
B

= σ = ϑ

 
= + = − = − δ 

 
 

= + = − = − δ 
 

 





  (4)  

где ,G B   – комплексные динамические сдвиговой мо-
дуль и модуль объемного сжатия, в общем случае яв-
ляющиеся функциями частоты колебаний ;Ω  ,g bδ δ  – 
соответствующие тангенсы углов механических потерь. 

Выражения для действительных и мнимых частей 
комплексных модулей Re Re Im Im, , ,G B G B  имеют вид:  

 
( )

( )

Re 0

Im 0

1 cos( ) ,

sin( ) ,

t

t

G G H dt

G G H dt

−∞

−∞

 
= − τ Ωτ 

 

= τ Ωτ




  (5)  

 
( )

( )

Re 0

Im 0

1 cos( ) ,

sin( ) .

t

t

B B F dt

B B F dt

−∞

−∞

 
= − τ Ωτ 

 

= τ Ωτ




  (6)  

Для пьезоэлектрической части V3 физические соот-
ношения 

 
,

э
ij ijkl kl ijk k

k ijk ij ki i

C E
D E

σ = ε − β 
= β ε +    

(7) 
 

где ijkβ  и эki  – компоненты тензоров пьезоэлектриче-
ских и диэлектрических коэффициентов. 

В связанных задачах электровязкоупругости для 
получения единственности решения система уравнений 
(1)–(7) должна замыкаться как механическими, так и 
электрическими граничными условиями. 
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Механические граничные условия:  

 : , :ij j i u i iS n p S u Uσ σ = =   (8)  

где Sσ  и uS  – части поверхности тела объема V, на ко-
торых заданы компоненты тензора напряжений ijσ  и 
вектора перемещений iU , jn  – компоненты вектора 
единичной нормали к поверхности σS . 

Граничные условия по компонентам электрического 
поля:  

       ( )
3

3 3для : 0, для : φ ,
nel

nel el
j j

S

S n D dS S= = Φ   (9)  

где 3
nelS  – неэлектродированная, а 3

elS  – электродиро-
ванная части поверхности объема V3 [35]. В связанных 
задачах электровязкоупругости на части электродиро-
ванной поверхности 3

elS , как правило, задается нуле-
вой электрический потенциал φ 0= , что имеет смысл 
заземления. Тогда значение электрического потенциа-
ла φ = Φ , заданное на другой части электродирован-

ной поверхности 3
elS , будет иметь смысл разности по-

тенциалов. 
Решение задачи о собственных колебаниях кусочно-

однородного электро-вязкоупругого тела V отыскивает-
ся в виде 

 ( ) ( )0, e ,i tu x t u x ω=   (10)  

а в задаче о вынужденных установившихся колебаниях –  

 ( ) ( )0, ei tu x t u x Ω= .  (11)  

Здесь {0 1 1 2 3 2 1 2 3( ) ( , , ), ( , , ),u x u x x x u x x x=
 

}3 1 2 3 1 2 3( , , ), φ( , , )u x x x x x x  – обобщенный вектор состоя-
ния, содержащий как компоненты механических пере-
мещений 1 2 3, ,u u u , так и компоненту электрического 
потенциала φ ; ω  – круговая комплексная собственная 

частота колебаний Re Imiω = ω + ω , при этом Reω  соот-
ветствует собственной частоте колебаний, Imω  характе-
ризует скорость затухания колебаний, Ω  – круговая 
частота внешнего возбуждения. 

Более подробно математическая постановка задачи 
представлена в работе [37]. Численная реализация по-
ставленной задачи осуществляется в пакете прикладных 
программ конечно-элементного анализа ANSYS. 

 
2. Объект исследований 

 
В качестве объекта исследования принята консольно-

защемленная прямоугольная пластина с размерами: дли-
на l1 = 500 мм, ширина b1 = 60 мм, толщина h1 = 2 мм 
(рис. 1). К поверхности пластины присоединен прямо-
угольный пьезоэлемент длиной lp = 50 мм, шириной  

bp = 20 мм и толщиной hp = 0,3 мм. Верхняя и нижняя 
поверхности пьезоэлемента электродированы. Центр 
масс пьезоэлемента смещен на 55 мм от заделки и распо-
ложен на продольной оси симметрии пластины. Распо-
ложение пьезоэлемента выбрано таким образом, чтобы 
на трех первых изгибных модах колебаний пластинки 
обеспечить близкие уровни доли механической энергии, 
преобразованной в электрическую (или значения коэф-
фициентов электромеханической связи) [34; 38]. 

В рамках данной работы под механическим откли-
ком понимается резонансное значение амплитуды ком-
поненты вектора перемещений uz свободного конца пла-
стины при вынужденных установившихся колебаниях. 

Принято, что материал пластины обладает вязкоуп-
ругими свойствами, описывающимися комплексными 
динамическими модулями сдвига и объемного сжатия, 
действительные компоненты которых равны соответст-
венно 8

Re 6,71 10G = ⋅ Па, 10
Re 3,33 10B = ⋅ Па, а мни-

мые – 7
Im 6,71 10G = ⋅ Па, Im 0B = . Удельная плотность 

материала 1190elρ =  кГ/м3. 
Пьезоэлемент выполнен из пьезокерамики ЦТС-19, 

поляризованной в направлении оси z, с физико-механи-
ческими характеристиками, которые приведены в [34]. 
На электродированные поверхности пьезоэлемента по-
дается электрический сигнал с заданными характери-
стиками разности потенциалов или силы тока. 

Прежде чем перейти к анализу механического от-
клика рассматриваемой системы на внешнее воздейст-
вие в режиме вынужденных установившихся колеба-
ний, необходимо определить значения ее собственных 
частот колебаний в режимах «холостого хода» (open 
circuit, / / / 2o c o cf = ω π ) и «короткого замыкания» (short 

circuit, / / / 2s c s cf = ω π ), которые задаются путем изме-
нения электрических граничных условий на электроди-
рованных поверхностях пьезоэлемента и являются пре-
дельными случаями его работы [35]. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема пластины с расположенным на ее 

поверхности пьезоэлементом 

Fig. 1. Computational sketch for the plate with a piezoelectric 
element located on its surface 
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С этой целью решается задача о собственных ко-
лебаниях кусочно-однородных электровязкоупругих 
тел в постановке, приведенной в [37]. При этом значе-
ния механических и электрических граничных условий 
(8)–(9) принимаются нулевыми, а в уравнении (1) по-
верхностные интегралы с величинами ip  и eq  будут 
отсутствовать:  

( ) ( )

( )
1 2

3

1 2

3 0.

i iij ij i ij ij i
V V

ij ij i i i i
V

u u dV u u dV

D E u u dV

σ δε + ρ δ + σ δε + ρ δ +

+ σ δε − δ + ρ δ =

 



 


 (12)  

Для расчета собственных частот колебаний примем, 
что материал пластины упругий, то есть мнимые части 
комплексных динамических модулей материала равны 
нулю Im Im 0.G B= =  Данное допущение справедливо, 
поскольку это существенно не влияет на изменение час-
тотных характеристик системы (действительных частей 
собственных частот колебаний), как показано в [36], но 
при этом значительно сокращается время счета. 

Полученные значения собственных частот колеба-
ний позволят корректно выбрать диапазоны изменения 
значений возбуждающего воздействия для заданных 
мод при моделировании вынужденных установившихся 
колебаний объекта. 

Далее на основе полученных значений собствен-
ных частот колебаний определяются значения коэф-
фициента электромеханической связи K, характери-
зующего долю преобразованной механической энергии 
соответствующей моды колебаний в электрическую и 
наоборот [38]:  

 
2 2

2
O C S C

S C

f f
K

f
−

= .  (13)  

Знание значений коэффициентов электромеханиче-
ской связи для заданных мод колебаний позволяет каче-
ственно оценить, насколько эффективно возможно осу-
ществлять управление динамическими характеристика-
ми конструкций путем использования электрических 
свойств пьезоэлемента (присоединением к нему элек-
трической цепи, подачей электрического сигнала на его 
электродированные поверхности и т.д.). При этом нуле-
вое значение K свидетельствует, что на данной моде 
колебаний не происходит преобразования механиче-
ской энергии в электрическую, т.е. пьезоэлемент при 
деформировании не проявляет своих пьезоэлектриче-
ских свойств. В результате подача электрического сиг-
нала на пьезоэлемент на такой моде колебаний не вызо-
вет механического отклика рассматриваемой системы. 
Моды колебаний, для которых коэффициент электроме-
ханической связи принимает нулевые значения, назы-
ваются несвязанными, а моды, для которых 0K > , – 
связанными. 

Таблица 1/Table 1 

Собственные частоты колебаний и коэффициенты 
электромеханической связи для первых пяти мод 

колебаний 

Natural vibration frequencies and corresponding 
electromechanical coupling coefficients for the first five 

vibration modes 

Номер моды колебаний /o cf , Гц /s cf , Гц K 
1 1,962 1,959 0,048 
2 12,006 11,991 0,050 
3 27,078 27,078 0 
4 32,956 32,915 0,050 
5 51,137 51,137 0 

 
В табл. 1 приведены значения собственных частот 

колебаний при режимах короткого замыкания (s/c) и 
холостого хода (o/c) для первых пяти мод и соответст-
вующие значения коэффициентов электромеханической 
связи K. 

Полученные результаты выявили, что из первых пя-
ти мод колебаний пластинки несвязанными являются 
третья и пятая моды, и в дальнейшем они не рассматри-
ваются. 

 
3. Исследование механического отклика  
системы на электрическое воздействие 

 
Рассмотрим три связанные моды колебаний (первая, 

вторая, четвертая) пластинки, выполненной из вязкоуп-
ругого материала, с расположенным на ее поверхности 
пьезоэлементом, при: 

– двух вариантах механического нагружения систе-
мы: кинематический (действуют изменяющиеся по гар-
моническому закону перемещения U, приложенные 
к защемленному концу пластины) и силовой (к свобод-
ному концу пластины приложена изменяющаяся по 
гармоническому закону сосредоточенная сила F); 

– двух вариантах электрического нагружения, при-
ложенного к электродированным поверхностям пьезо-
элемента: напряжение V или ток I, которые изменяются 
по гармоническому закону. 

Вязкоупругие свойства материала пластины приняты 
следующими: 8

Re 6,71 10G = ⋅ Па, 10
Re 3,33 10B = ⋅  Па, 

7
Im 6,71 10G = ⋅ Па, 9

Im 3,33 10B = ⋅ Па (соответствуют 
характеристикам усиленного полиуретана марки Ellastolan). 

На основе решения задачи о вынужденных устано-
вившихся колебаниях (1)–(10) были получены зависи-
мости резонансных значений амплитуд при различных 
вариантах нагружения. 

В качестве величины, характеризующей механиче-
ский отклик системы, выбрано отношение z statu u , где 
uz  – резонансное значение амплитуды компоненты пе-
ремещений uz свободного конца балки при вынужден-
ных колебаниях, statu  – величина компоненты uz вектора 



Юрлова Н.А., Ошмарин Д.А., Севодина Н.В. / Вестник ПНИПУ. Механика 4 (2022) 67–79 

73 

перемещений свободного конца балки при приложении 
к нему статической силы { }0,0,1F =  Н. 

На основе результатов численных экспериментов 
определены значения величин нагружающих факторов, 
при которых достигается одинаковый уровень механи-
ческого отклика рассматриваемой конструкции (опор-
ный механический отклик). В качестве опорной вели-
чины механического отклика в данной работе принято 
значение 310z statu u −= , которое для первой моды коле-
баний наблюдается при следующих значениях нагружаю-
щих факторов, действующих отдельно: 0 55 10zu −= ⋅  м, 

42 10zF −= ⋅  Н, 12,3U =  В, 66,55 10I −= ⋅  А. Для даль-
нейших расчетов используются данные значения вели-
чин нагрузок. 

 
Рис. 2. Амплитудно-частотные характеристики в области  

первого резонанса при кинематическом (синяя линия)  
и силовом (красная) нагружении конструкции, а также  
приложенным к пьезоэлементу разности потенциалов  

(зеленая линия) и силы тока (розовая)  

Fig. 2. Frequency response plots in the vicinity of the first  
resonance in case of applied kinematic load (blue line) and force 
load (red line) applied to the structure and potential difference  
load (green line) and current load (purple line) applied to the  

piezoelectric element 

Таблица 2/Table 2 

Резонансные частоты и амплитудные значения 
механического отклика при действии различных 

нагружающих факторов 

Resonance frequencies and amplitude values of the 
mechanical response in case of action of different 

loading factors 

Нагрузка  310z statu u −⋅  Резонансная частота resf , Гц
0 55 10zu −= ⋅ м 0,997 1,966 

42 10zF −= ⋅ Н 1,006 1,950 

В 0,996 1,956 
66,55 10I −= ⋅ А 1,002 1,938 

На рис. 2 приведены амплитудно-частотные харак-
теристики (АЧХ) в области первого резонанса в случае, 
когда на систему действует только один нагружающий 
фактор: кинематический (синяя линия), силовой (крас-
ная), приложенная к пьезоэлементу разность потенциа-
лов (зеленая линия) или сила тока (розовая). 

По оси абсцисс откладываются значения частоты 
внешнего возбуждения / 2f = Ω π  в Гц. В табл. 2 приве-
дены значения резонансных частот и соответствующие 
им значения механического отклика системы. Результа-
ты, представленные на рис. 2 и в табл. 2, были получены 
при задании на пьезоэлементе электрических граничных 
условий, соответствующих режиму short circuit. 

Согласно данным, приведенным в табл. 1, значение 
собственной частоты колебаний системы в режиме short 
circuit, на которой реализуется первая мода, вычислен-
ное без учета вязкоупругие свойств материала пластин-
ки, составляет / 1,959s cf =  Гц. Сравнивая данное значе-
ние с результатами, приведенными в третьем столбце 
табл. 2, можно увидеть, что учет вязкоупругих свойств 
материала пластины приводит к сдвигу резонансной 
частоты колебаний resf  от данного значения, максимум 
которого составляет 1,07 %. 

 
4. Управление механическим откликом  
при совместном действии электрического  
и механического нагружений 

 
В рамках следующей серии вычислительных экс-

периментов было проведено моделирование работы 
системы в режиме вынужденных установившихся  
колебаний при действии на систему совместно двух 
нагружающих факторов: механического и электриче-
ского. При этом величина механического воздействия 
была фиксированной, а величина электрического воз-
действия изменялась в пределах следующих диапазо-
нов: 1 21 10 ;9 10V − = ⋅ ⋅  В; 5 11 10 ;9 10I − − = ⋅ ⋅  А. 

Целью данной серии вычислительных эксперимен-
тов было показать возможности управления механиче-
ским откликом системы путем подачи на пьезоэлемен-
ты электрического воздействия, а также оценить, при 
каких условиях можно достигнуть минимальной вели-
чины механического отклика системы при действии 
двух нагружающих факторов. 

Совместное действие на систему двух нагружаю-
щих факторов открывает дополнительную возможность 
управления механическим откликом системы за счет 
изменения угла сдвига фаз α между действующими на-
грузками. В силу того, что мы рассматриваем гармони-
ческие колебания, наибольший эффект от влияния вто-
рого нагружающего фактора достигается в двух случа-
ях: 0α =  (нагрузки действуют синфазно) и 180α =  
(нагрузки действуют в противофазе). В первом случае 
предполагается рост уровня механического отклика, 
а во втором – снижение. В силу линейности используемой  
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а b 

Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики в области первого резонанса при совместном действии двух нагружающих факторов, 
совпадающих по фазе (а) и действующих в противофазе (b)  

Fig. 3. Frequency response plots in the vicinity of the first resonance in case of applying a joint impact acting in the coincident phase (а) 
and in the opposite phase (b)  

Таблица 3/Table 3 

Амплитудные значения механического отклика при 
действии различных комбинаций нагружающих факторов 

Amplitude values of the mechanical response in case of the 
action of various combinations of loading factors 

Нагрузки 
(действуют 
синфазно)  

z statu u  
(рис. 3, а)  

resf , 
Гц 

Нагрузки 
(действуют в 
противофазе) 

z statu u  
(рис. 3, b) 

resf , 
Гц 

0,zu U+  1,996 310−⋅  1,954 0,zu U−  0,028 310−⋅ 1,957
0,zu I+   1,991 310−⋅  1,960 0,zu I−   0,033 310−⋅ 1,941

,zF U+  1,993 310−⋅  1,946 ,zF U−  0,144 310−⋅ 1,935

,zF I+  1,990 310−⋅  1,953 ,zF I−  0,148 310−⋅ 1,944

 
математической постановки можно ожидать, что ре-
зультирующая величина механического отклика будет 
являться суммой величин механического отклика от 
действия каждого из нагружающих факторов. 

На рис. 3 приведены АЧХ в области резонансных час-
тот, соответствующих первой моде колебаний, в случаях, 
когда рассматриваемые комбинации нагружающих факто-
ров совпадают по фазе (рис. 3, а), и когда они действуют в 
противофазе (рис. 3, b). Синим цветом на рис. 3 обозначе-
ны кривые для схемы нагружения, соответствующей дей-
ствию на систему перемещений u  и тока I,  красным – для 
схемы, соответствующей действию на систему перемеще-
ний u  и разности потенциалов V, зеленым – для схемы, 
соответствующей действию на систему силы F  и тока I, 
розовым – для схемы, соответствующей действию на сис-
тему силы F и разности потенциалов V. 

В табл. 3 приведены численные значения макси-
мальных показателей амплитуды колебаний, соответст-
вующие результатам, представленным на рис. 3. Их 

анализ показывает, что для выбранных значений нагру-
жающих факторов минимальный уровень механическо-
го отклика достигается в случае, когда нагрузки дейст-
вуют в противофазе, а максимальный – когда они дей-
ствуют синфазно. 

Однако, несмотря на линейную зависимость меха-
нического отклика от каждой из нагрузок по отдельно-
сти, свойство аддитивности механических откликов от 
совместного действия разных нагрузок в точности не 
выполняется. 

Одной из причин подобного поведения может яв-
ляться тот факт, что максимальные значения перемеще-
ний при действии различных нагружающих факторов 
достигаются при разных значениях частоты внешнего 
возбуждения. Тем не менее с поправкой на точность оп-
ределения параметров нагружающих факторов, а также 
точность определения АЧХ, которая определяется вели-
чиной шага по частоте, можно сделать вывод, что в слу-
чае синфазного действия нагружающих факторов вели-
чина механического отклика относительно величины, 
наблюдаемой при воздействии только одного фактора, 
увеличивается пропорционально величине механическо-
го отклика от действия второго нагружающего фактора. 

При этом с теми же допущениями относительно 
точности можно резюмировать, что в случае, когда на-
грузки действуют в противофазе, можно добиться сни-
жения амплитуды колебаний более чем на порядок от-
носительно величины, наблюдаемой при действии 
только одного из факторов. 

Далее оценим зависимость механического отклика сис-
темы от величины одного из электрических нагружающих 
факторов (разности потенциалов или силы тока) при посто-
янном значении второго, механического фактора. 

При значении механических нагрузок 0 55 10zu −= ⋅ м, 
42 10zF −= ⋅ Н значения электрических нагрузок изменялись 
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в пределах следующих диапазонов: 7 51 10 ; 9 10I − − = ⋅ ⋅  А, 

[ ]1; 900U = В. Данные диапазоны электрического сиг-
нала были выбраны таким образом, чтобы понять, каким 
образом изменяется механический отклик системы отно-
сительно уже известных значений, приведенных на рис. 3 
и в табл. 3. 

На рис. 4 в логарифмических координатах приве-
дены кривые зависимости величины механического 
отклика пластины от величины приложенной к пьезо-
элементу силы тока (рис. 4, а) и разности потенциалов 
(рис. 4, b) в случае, когда совместно с электрической 
нагрузкой к системе приложено кинематическое воз-
буждение в виде смещения заделки с амплитудой 

0 55 10zu −= ⋅  м для первой моды колебаний. Красным 
цветом на рис. 4 обозначены кривые для случая, когда 
рассматриваемые нагружающие факторы совпадают 
по фазе, синим – когда они действуют в противофазе. 
Черной пунктирной линией на рис. 4 обозначена вели-
чина механического отклика от действия только кине-
матического нагружения. 

Аналогичные кривые для первой моды колебаний 
были получены для случая совместного действия сило-
вой и электрической нагрузок при фиксированном зна-
чении амплитуды силового воздействия 42 10zF −= ⋅ Н, 
которые представлены на рис. 5. Цветовое обозначение 
совпадает с принятым в рис. 4. 

 

  

а        b 
Рис. 4. Кривые зависимости величины механического отклика пластины от величины приложенной к пьезоэлементу силы тока (а) 

и разности потенциалов (b) при фиксированной величине кинематического нагружения 0 55 10zu −= ⋅  м 

Fig. 4. Relationship of the value of the mechanical response of the plate on the value of the current applied to the piezoelectric element (а) 
and the potential difference (b) at a fixed value of the kinematic loading 0 55 10zu −= ⋅  m 

  
    а          b 

Рис. 5. Кривые зависимости величины механического отклика пластины от величины приложенной к пьезоэлементу силы тока (а) 
и разности потенциалов (b) при фиксированной величине силового нагружения 42 10zF −= ⋅  Н 

Fig. 5. Relationship of the value of the mechanical response of the plate on the value of the current applied to the piezoelectric element (а) 
and the potential difference (b) at a fixed value of the force loading 

42 10zF −= ⋅  N 

I, A U, В 

I, A U, В 
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Приведенные на рис. 4 и 5 результаты показали, 
что при совместном действии механической и элек-
трической нагрузок кривые механического отклика в 
зависимости от величины электрической нагрузки ве-
дут себя одинаково при фиксированных значениях 
параметров силового и кинематического нагружения. 
Более того, продемонстрировано, что оптимальные 
значения параметров электрической нагрузки, при ко-
торых достигается минимальная величина механиче-
ского отклика, имеют одинаковые значения как для 
фиксированного силового, так и для кинематического 
воздействий. 

Таким образом, с учетом того, что при выбранных 
значениях механических нагрузок 0 55 10zu −= ⋅ м и 

42 10zF −= ⋅ Н достигается примерно одинаковый уро-
вень механического отклика, можно сделать вывод, 
что величина оптимальных параметров электрического 
сигнала не зависит от вида механического нагружения 
(кинематическое или силовое), а зависит только от 
величины механического отклика, который наблюда-
ется при действии только механической нагрузки и 
который требуется либо усилить, либо компенсировать 
приложением электрической нагрузки. 

Анализ результатов, представленных на рис. 4 и 5, 
показывает, что минимальная величина механического 
отклика системы при совместном действии двух нагру-
жающих факторов (механического и электрического) 
наблюдается в случае, когда величина механического 
отклика системы при действии только механической 
нагрузки совпадает с величиной механического отклика 
при действии только электрической нагрузки, и эти на-
грузки действуют в противофазе. 

Аналогичные серии вычислительных эксперимен-
тов также были проведены для второй и четвертой мод 
колебаний. Результаты, полученные для этих мод коле-
баний, подтверждают выводы о характере влияния раз-
личных нагружающих факторов и их комбинаций на 
величину механического отклика системы, сделанные 
для первой моды. Таким образом, проведенные серии 

расчетов показали, как можно осуществлять управление 
механическим откликом системы путем изменения па-
раметров электрического воздействия, подаваемого на 
пьезоэлемент. 

 
Заключение 

 
В рамках данной работы на примере консольно-

защемленной пластины проведено исследование влия-
ния на механический отклик системы величины прило-
женного механического или электрического внешнего 
воздействий в их различной комбинации. 

В результате численных экспериментов на основе 
решения задачи о вынужденных установившихся коле-
баниях кусочно-однородных электровязкоупругих тел 
установлен ряд характерных особенностей зависимости 
механического отклика системы от величины прило-
женного механического или электрического внешнего 
воздействий в их различной комбинации. 

Показано, что при совместном действии на рас-
сматриваемую систему механической и электрической 
нагрузок путем изменения величины приложенной раз-
ности потенциалов, а также угла сдвига фаз между ме-
ханической и электрической нагрузками можно доста-
точно эффективно управлять степенью механического 
отклика конструкции, как увеличивая, так и уменьшая 
амплитуду колебаний. 

Установлено, что результирующий механический от-
клик системы при совместном действии двух нагружаю-
щих факторов обладает свойством аддитивности ее меха-
нических откликов на действие каждого из факторов по 
отдельности. Продемонстрировано, что минимальной ве-
личины механического отклика системы при совместном 
действии двух нагружающих факторов можно добиться в 
случае, когда величины механического отклика от дейст-
вия каждого из факторов по отдельности совпадают, но 
при этом нагрузки действуют в противофазе. 

Полученные результаты могут являться основой для 
разработки алгоритмов решения задач управления дина-
мическим поведением электровязкоупругих конструкций. 
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