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Автором предложен уточненный дискретный метод учета ребер жесткости при расче-
те тонкостенных оболочечных конструкций. Согласно методу, необходимо добавление 
разных коэффициентов приведения вдоль разных координатных осей. Для ребер, направ-
ленных перпендикулярно рассматриваемому направлению, вводится коэффициент приве-
дения, равный отношению ширины ребер этого направления к линейному размеру обо-
лочки в рассматриваемом направлении. Данный метод дополняет разработанную ранее 
геометрически нелинейную математическую модель, учитывающую поперечные сдвиги и 
ортотропию материала. Модель записывается в виде функционала полной потенциальной 
энергии деформации и может использоваться для разного вида оболочек через задание 
параметров Ляме и радиусов главных кривизн. 

Вычислительный алгоритм построен на базе метода Ритца и метода продолжения 
решения по наилучшему параметру. Программная реализация осуществлена в программ-
ном комплексе Maple. 

Применимость уточненного дискретного метода показана на примере ортотропных 
пологих оболочек двоякой кривизны, шарнирно-неподвижно закрепленных по контуру и 
находящихся под действием внешней равномерно распределенной поперечной нагрузки. 
Параметры материалов были выбраны для стеклопластика T-10/УПЭ22-27 и 0/90 Woven 
Roving E-Glass/Vinyl Ester. 

Было произведено сравнение значений критических нагрузок потери устойчивости 
для разных вариантов подкрепления (сетка ребер от 0 до 12 ребер в каждом направлении) 
и сопоставление значений с обычным дискретным методом, которое показало, что при 
обычном дискретном методе значения критических нагрузок существенно завышаются, 
особенно при увеличении числа ребер жесткости. Сравнение результатов тестовой задачи 
с результатами экспериментов, полученных другими авторами, показало хорошую согла-
сованность уточненного дискретного метода. 
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The author proposes a refined discrete method for taking into account stiffeners in the simu-
lationof thin-walled shell structures. According to the method, it is necessary to add different re-
duction factors along different coordinate axes. For ribs directed perpendicular to the considered 
direction, a reduction factor is introduced equal to the ratio of the width of the ribs in this direction 
to the linear size of the shell in the considered direction. This method supplements the previously 
developed geometrically nonlinear mathematical model, which takes into account transverse 
shears and material orthotropy. The model is written as a functional of the total potential strain 
energy and can be used for different types of shells by specifying the Lame parameters and the 
radii of principal curvatures. 

The computational algorithm is based on the Ritz method and the method of continuation of 
the solution with respect to the best parameter. The software implementation was carried out in 
the Maple software package. 

The applicability of the refined discrete method is shown by the example of orthotropic shallow 
shells of double curvature, simply supported along the contour and under the action of an external 
uniformly distributed transverse load. Material parameters were selected for T-10/UPE22-27 and 
0/90 Woven Roving E-Glass/Vinyl Ester fiberglass. 

A comparison was made of the values of critical buckling loads for different stiffening options
(a grid of ribs from 0 to 12 ribs in each direction) and a comparison of the values with the conven-
tional discrete method, which showed that with the conventional discrete method, the values of 
buckling loads are significantly overestimated, especially with an increase in the number stiffen-
ing ribs. Comparison of the results of the test problem with the results of experiments obtained by 
other authors showed good agreement between the refined discrete method. 
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Введение 

 
Изучение процесса деформирования оболочечных 

конструкций имеет существенное значение для различных 
областей промышленности, в том числе авиастроения, 
судостроения, ракетостроения и других [1–10]. В строи-
тельстве такие конструкции зачастую применяются, на-
пример, для покрытия большепролетных сооружений.  

Основное требование к оболочкам-покрытиям строи-
тельных сооружений – обеспечение безопасной и долго-
временной работоспособности конструкции при задан-
ных уровнях нагрузок. При этом важным моментом яв-
ляется и уменьшение материалоемкости оболочечных 
конструкций. Оболочки покрытия строительных конст-
рукций изготавливаются из различных материалов: желе-
зобетон, сталь, композиционные материалы, некоторые 
из них можно рассматривать, как ортотропные материалы. 

Проведение комплексных исследований процесса де-
формирования оболочек по наиболее точным математиче-
ским моделям дает возможность аргументированно назна-
чать коэффициент запаса прочности, что способствует их 
безопасной работе, а также уменьшению материалоемко-
сти конструкции и снижению её себестоимости. 

Важным при расчете тонкостенных оболочек явля-
ется учет наличия подкрепления ребрами жесткости 
[11–15], так как это позволяет существенно повысить 
значение критической нагрузки, перераспределить 
опасные напряжения и тем самым повысить работоспо-
собность конструкции. 

Большая часть исследований устойчивости подкре-
пленных оболочек была проведена для замкнутых изо-
тропных цилиндрических оболочек [16; 17], так как та-
кие конструкции применяются на практике наиболее 
часто. Кроме того, в силу симметрии их можно рас-
сматривать в упрощенной постановке. Однако в даль-
нейшем, с появлением новых перспективных композит-
ных материалов, область применения оболочечных кон-
струкций существенно расширилась. И с развитием 
вычислительной техники появилась возможность ис-
следовать подкрепленные оболочки различной геомет-
рии и разными свойствами материала. 

Одной из первых работ в области исследования ус-
тойчивости эксцентрично подкрепленных замкнутых 
цилиндрических оболочек была работа A. Van der Neut 
[18] (1947), в которой автор указал на важность эксцен-
триситета ребер жесткости при потере устойчивости 
при осевом сжатии. Также в ней был сделан важный 
вывод, что для таких конструкций нагрузка потери ус-
тойчивости при расположении ребер жесткости с внеш-
ней стороны может быть в два или три раза больше, чем 
при расположении подкрепления с внутренней стороны. 

Также среди работ того периода следует отметить 
работы Baruch и Singer [19]; Block, Card, и Mikulas [20] 
и Singer и др. [21]. 

Kidane и др. [22] определили нагрузку общей потери 
устойчивости при разных вариантах подкрепляющей ре-
шетки ребер для цилиндрической оболочки с шарнирно-
неподвижным закреплением контура и жесткой заделкой. 
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Конструкции, подкрепленные ребрами жесткости, 
исследовать существенно сложнее, чем конструкции 
постоянной толщины. В связи с этим существуют не-
сколько подходов к введению ребер жесткости. Так, в 
работах [22; 23] выделяют дискретный подход, который 
можно найти, например, в работах [14; 24–33], а также 
подход с размазыванием жесткости [4; 23; 34–38] и др. 

Обзоры литературы по подкрепленным оболочкам и 
применению методов размазывания жесткости можно 
найти в значимых работах [15; 23; 29; 35; 39; 40]. 

Основные идеи расчета ребристых оболочек были 
высказаны в конце 40-х гг. XX в. А.И. Лурье [41] и 
В.З. Власовым [42]. Как и А.И. Лурье, так и В.З. Власов 
считали, что ребра взаимодействуют с обшивкой по 
линии и представляют собой одномерные стержневые 
элементы, работающие только на растяжение-сжатие и 
изгиб. В.З. Власов рассматривал взаимодействие ребер 
и обшивки как контактную задачу. А.И. Лурье рассмат-
ривал обшивку и ребра как единую систему, и из усло-
вия минимума функционала полной энергии деформа-
ции системы получал уравнения равновесия ребристой 
оболочки. Третий подход к ребристой оболочке основан 
на «размазывании» жесткости ребер по всей оболочке, 
и рассмотрении ее как конструктивно-ортотропной. 

В.В. Карповым была разработана геометрически 
нелинейная модель оболочек ступенчато-переменной 
толщины, имеющих ребра, накладки и вырезы, в кото-
рой учитывалось дискретное расположение ребер и 
вырезов, их ширина, учет взаимодействия ребер и об-
шивки по полосе, жесткое соединение ребер при пере-
сечении, сдвиговая и крутильная жесткость ребер, по-
перечные сдвиги, т.е. все наиболее важные факторы, 
влияющие на напряженно-деформированное состояние 
и устойчивость оболочек, которыми раньше пренебре-
гали из-за сложности их учета. Им была доказана эк-
вивалентность подходов В.З. Власова и А.И. Лурье к 
расчету ребристых оболочек. 

Целью данной работы является формирование со-
отношений уточненного дискретного метода и его ап-
робация посредством сравнения результатов расчета с 
другими методами и результатами экспериментов. 

 
1. Теория и методы 

 
1.1. Основные соотношения 

 
В качестве координатной поверхности оболочки 

постоянной толщины h  будем рассматривать ее сре-
динную поверхность. Эта поверхность занимает об-
ласть D  при изменении ее координат ,x y  в пределах 
0 , 0x a y b≤ ≤ ≤ ≤ . Для различного вида оболочек 
используются различные системы координат. 

Параметры Ляме ,A B  представляют собой коэф-
фициенты, на которые нужно умножить дифференциа-
лы криволинейных координат, чтобы получить диффе-
ренциалы длин дуг координатных линий. В таком слу-

чае для перехода от глобальной декартовой системы 
координат ( ), ,X Y Z  к локальной криволинейной сис-

теме ( ), ,x y z  нужно принять: 

2 2 2

,X Y ZA
x x x

∂ ∂ ∂     = + +     ∂ ∂ ∂     
 

 
2 2 2

.X Y ZB
y y y

     ∂ ∂ ∂= + +     ∂ ∂ ∂     
   (1) 

Для удобства параметры Ляме и главные радиусы 
кривизны рассматриваемых видов оболочек приводятся 
в табл. 1. 

Таблица 1/Table 1 

Значения параметров Ляме и главных радиусов кривизны 
для некоторых видов оболочек 

Values of the Lame parameters and principal radii of curvature 
for some types of shells 

Параметр Вид  
конструкции A  B  1R  2R  

Пологая двоя-
кой кривизны 1 1 const const 

Цилиндрическая 1 2R  ∞  const 
Коническая 1 sinx ⋅ θ  ∞  tgx ⋅ θ  

Сферическая R sinR x⋅  R R 

Тороидальная R 
1 sind R x+ ⋅  R 1 sin

sin
d R x

x
+ ⋅

 
Для модели Тимошенко (Миндлина – Рейснерра) 

перемещения в слое, находящимся на расстоянии z от 
срединной поверхности, примут вид [43] 

 , ,z z z
x yU U z V V z W W= + Ψ = + Ψ = ,   (2) 

где U , V , W  – перемещения точек срединной поверх-
ности вдоль осей , ,x y z  соответственно; ,x yΨ Ψ  – углы 

поворота нормали в плоскостях ,x z y zΟ Ο . 
Геометрические соотношения в срединной поверх-

ности оболочки с учетом геометрической нелинейности 
принимают вид [43] 

      

2
1

2
2

1 2

1 1 1 ,
2

1 1 1 ,
2

1 1 1 1 ,

x x

y y

xy

U AV k W
A x AB y

V BU k W
B y AB x

V U A BU V
A x B y AB y AB x

∂ ∂ε = + − + θ
∂ ∂
∂ ∂ε = + − + θ
∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂γ = + − − + θ θ
∂ ∂ ∂ ∂

  (3) 

1 2
1 1, ,x y

W Wk U k V
A x B y

 ∂ ∂ θ = − + θ = − +  ∂ ∂   
 

где ,x yε ε  – деформации удлинения вдоль координат x, y 

срединной поверхности; , ,xy xz yzγ γ γ  – деформации 
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сдвига в плоскостях , , .x y x z y zΟ Ο Ο  Соотношения (3) 
отличаются от соответствующих соотношений, пред-
ставленных в работе В.В. Новожилова [43] только тем, 
что в них добавлены нелинейные члены. 

Геометрические соотношения для слоя, отстоящего 
на расстояние z от срединной поверхности, выражаются 
следующим образом: 

           1 2; ;z z
x x y yz zε = ε + χ ε = ε + χ 122 ,z

xy xy zγ = γ + χ   (4) 

[ ]1( ) ,xz xk f zγ = Ψ − θ  2( ) .yz yk f z  γ = Ψ − θ   

Функции изменения кривизн 1χ , 2χ  и кручения 12χ  
для принятой модели принимают вид: 

1 2

12

1 1 1 1; ,

1 1 1 1 .
2

yx
y x

y x
x y

A B
A x AB y B y AB x

A B
A x B y AB y x

∂Ψ∂Ψ ∂ ∂χ = + Ψ χ = + Ψ
∂ ∂ ∂ ∂

∂Ψ ∂Ψ  ∂ ∂χ = + − Ψ + Ψ  ∂ ∂ ∂ ∂  

  (5) 

Функция ( )f z  описывает распределение компонент 
напряжений ,xz yzτ τ  по толщине оболочки [44]; k – чи-
словой коэффициент, который соответствует выбранной 
функции ( )f z . Для обшивки имеем [44] 

( )
2

2
1 56 , .
4 6

zf z k
h

 
= − = 

 
 

Для подкрепленных оболочек учет поперечного 
сдвига существенно влияет на расчет напряженно-
деформированного состояния и устойчивости. Для глад-
ких оболочек это влияние несущественно. Также учет 
поперечных сдвигов необходим при исследовании орто-
тропных оболочек. 

Геометрия оболочечной конструкции задается через 
параметры Ляме и значения радиусов главных кривизн 
оболочки. 

Для связи деформаций и напряжений используются 
физические соотношения, которые строятся на основе 
обобщенного закона Гука. Выразив напряжения через 
деформации, получим физические соотношения для тон-
костенной ортотропной оболочки при линейно-упругом 
деформировании. Считаем, что направления ортотропии 
1 и 2 совпадают с направлениями координат x и y: 

( )1
21 1 21 2

12 21

,
1x x y

E z σ = ε + μ ε + χ + μ χ − μ μ
 

 ( )2
12 2 12 1

12 21

,
1y y x

E z σ = ε + μ ε + χ + μ χ − μ μ
   (6) 

12 122 ,xy xyG z τ = γ + χ   

( )13 1( ) ,xz xG kf zτ = Ψ − θ  

( )23 2( ) .yz yG kf zτ = Ψ − θ  

Для подкрепленных ребрами жесткости оболочек 
удобно отдельно записывать части модели, имеющие 
отношение к обшивке, и отдельно части, имеющие от-
ношение к ребрам жесткости. 

Рассмотрим вначале выражения для усилий и мо-
ментов, которые возникают в обшивке, – они находятся 
путем интегрирования напряжений (6) по переменной z  
в пределах от / 2h−  до / 2h . 

У обшивки площадь поперечного сечения, прихо-
дящаяся на единицу длины сечения, будет одинаковой 

в направлении осей x и y, и равна 
/2

/2

h

h

dz h
−

= ; статиче-

ский момент сечения, приходящийся на единицу длины 

сечения, будет равен 
/2

/2

0
h

h

zdz
−

= ; момент инерции сече-

ния, приходящийся на единицу длины сечения, будет 

равен 
/2 3

2

/2

.
12

h

h

hz dz
−

=  Поэтому составляющие усилий и 

моментов, действующие в обшивке (индекс «0»), будут 
иметь вид 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

0 0 0 0
1 21 2 12

3 3
0 0 0 0

1 1 21 2 2 2 12 1

3
0 0 0 0 0 0

12 12 12

0 0 0 0
13 1 23 2

, ,

, ,
12 12

, 2 ,
12

, ,

x x y y y x

x y

xy yx xy xy yx

x x y y

N G h N G h

h hM G M G

hN N G h M M G

Q kG h Q kG h

= ε + μ ε = ε + μ ε

= χ + μ χ = χ + μ χ

= = γ = = χ

= Ψ − θ = Ψ − θ

 

где 

0 01 2
1 2

12 21 12 21

, .
1 1

E EG G= =
− μ μ − μ μ

 

В качестве основы для математической модели де-
формирования оболочечной конструкции будем брать 
функционал полной потенциальной энергии деформа-
ции (функционал Лагранжа). Модели, построенные с 
использованием функционала, также рассматривались 
авторами [14; 16; 23; 24; 27; 28; 30] и др. 

Для задач статики представим функционал как раз-
ность потенциальной энергии системы и работы внеш-
них сил 

 0 0 ,R R
s s p p pE E E E E= + = + − Α    (7) 

где 0
sE  – составляющая функционала статики, имею-

щая отношение к обшивке; R
pE  – потенциальная энер-

гия системы, имеющая отношение к ребрам жесткости; 
0
pE  – потенциальная энергия системы, имеющая отно-

шение к обшивке; Α  – работа внешних сил. 
Часть функционала, имеющая отношение к обшив-

ке, будет 
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( )

( ) ( )
1

0 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0
1 2 12 1

1 1
2 2

a b

s x x y y xy yx xy
a

x y xy yx x x

E N N N N

M M M M Q

= ε + ε + + γ +

+ χ + χ + + χ + Ψ − θ +

 
 

        ( ) ( )0
2 2 ,y y x yQ PU P V qW ABdxdy+ Ψ − θ − + +    (8) 

а R
pE  формируется в зависимости от способа задания 

ребер жесткости, и в общем виде будет [45] 

  

( )

( )
1 0

1 2 12

1 1
2 2

a b
R R R R R
p x x y y xy yx xy

a

R R R R
x y xy yx

E N N N N

M M M M

= ε + ε + + γ +

+ χ + χ + + χ +

   

 ( ) ( )1 2 ,R R
x x y yQ Q ABdxdy+ Ψ − θ + Ψ − θ     (9) 

Как правило, если внешняя нагрузка приложена по 
нормали к поверхности оболочки, то ,x xsv y ysvP P P P= =  
(компоненты нагрузки от собственного веса), а ее попе-
речная компонента может быть задана в виде 

    2 2
0 11 21 31 12 22 32( )( ) ,svq q a a x a x a a y a y q= + + + + +   (10) 

где 0q  – величина приложенной нагрузки, МПа; svq  – 
поперечная компонента нагрузки от собственного веса 
оболочки, МПа. 

 
1.2. Уточненный дискретный метод учета 
ребер жесткости 

 
Рассмотрим вначале соотношения обычного дис-

кретного метода. Дискретный слой подкрепляющих 
оболочку ребер можно задать функцией ( ), ,H x y  ха-
рактеризующей высоту и места расположения ребер по 
оболочке [46] 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

1 1

,

,

m n
j i

j i
j i

n m
ij

j i
i j

H x y h x x h y y

h x x y y

= =

= =

= δ − + δ − −

− δ − δ −

 


   (11) 

где ,i jh h  – высота ребер; индексы i и j указывают но-
мер ребра, расположенного параллельно оси x и y соот-
ветственно; ,n m  – количество ребер; { }min ,ij i jh h h= , 

то есть общая часть пересечения ребер; ( )jx xδ −  и 

( )iy yδ −  – единичные столбчатые функции, которые 
представляют собой разности двух единичных функций 

( ) ( ) ( );j j jx x U x a U x bδ − = − − −
 ( ) ( )i iy y U y cδ − = − −  

( ) ,iU y d− −  где ( )/ 2 ,j j ja = x r A−  ( )/ 2 ,j j jb = x +r A  

( )/ 2 ,i i ic = y r B−  ( )/ 2i i id = y + r B  (ширина ребер 

,i jr r
 
задается в метрах для любых оболочек вращения). 

При таком задании расположения ребер, контакт 
обшивки и ребер происходит по полосе. Ребра при пе-
ресечении являются жестко закрепленными между со-
бой. Следовательно, толщина всей конструкции равна 

,h H+  где h – толщина обшивки (рис. 1). 
Для силовых факторов, действующих в ребрах, же-

сткостные характеристики находятся интегрированием 
по z  в пределах от / 2h  до / 2 .h H+  Таким образом, 
имеем [46] 

( ) ( )

( ) ( )

/2

1 1/2

1 1
,

h H n m
i j

i j
i jh

n m
ij

j i
i j

dz F F y y F x x

F x x y y

+

= =

= =

= = δ − + δ − −

− δ − δ −

 


 

    
( ) ( )

( ) ( )

/2

1 1/2

1 1
,

h H n m
i j

i j
i jh

n m
ij

j i
i j

zdz S S y y S x x

S x x y y

+

= =

= =

= = δ − + δ − −

− δ − δ −

 


   (12) 

( ) ( )

( ) ( )

/2
2

1 1/2

1 1
.

h H n m
i j

i j
i jh

n m
ij

j i
i j

z dz J J y y J x x

J x x y y

+

= =

= =

= = δ − + δ − −

− δ − δ −

 


 

 

1R 2R

b

x

a

0

z

y

x

y

z

jr

ir

jh

jx iy

ic
id

jb
ja

ih

0

 
Рис. 1. Схематичное изображение подкрепленной оболочки и способа задания ребер жесткости 

Fig. 1. Schematic representation of a stiffened shell and a method for specifying stiffeners 
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Здесь 

, , ,i i j j ij ijF h F h F h= = =  

( ) ( ) ( )
, , ,

2 2 2

i i j j ij ij
i j ij

h h h h h h h h h
S S S

+ + +
= = =    (13) 

( ) ( )2 32 10, 25 0,5 ,
3

i i i iJ h h h h h= + +  

( ) ( )

( ) ( )

2 32

2 32

10, 25 0,5 ,
3
10, 25 0,5 .
3

j j j j

ij ij ij ij

J h h h h h

J h h h h h

= + +

= + +
 

Следовательно, усилия и моменты, действующие 
в ребрах, примут вид 

( ) ( )1 21 1 21 2 ,R R
x x yN G F S = ε + μ ε + χ + μ χ   

( ) ( )2 12 2 12 1 ,R R
y y xN G F S = ε + μ ε + χ + μ χ   

 
12 12

12 12

2 ,

2 ,

R R
xy xy

R R
yx xy

N G F S

N G F S

 = γ + χ 
 = γ + χ 

   (14) 

( ) ( )

( ) ( )
1 21 1 21 2

2 12 2 12 1

,

,

R R
x x y

R R
y y x

M G S J

M G S J

 = ε + μ ε + χ + μ χ 
 = ε + μ ε + χ + μ χ 

 

12 12 12 122 , 2 ,R R R R
xy xy yx xyM G S J M G S J   = γ + χ = γ + χ     

( ) ( )13 1 23 2, .R R R R
x x y yQ G kF Q G kF= Ψ − θ = Ψ − θ  

Рассмотренную здесь модель ребристой оболочки 
можно уточнить. 

Автором предлагается вводить коэффициент приве-
дения в жесткостных характеристиках при дискретном 
подкреплении оболочек ребрами жесткости. 

Жесткость подкрепления состоит из жесткости ре-
бер рассматриваемого направления и жесткости ребер 
ортогонального ему направления. 

Рассмотрим усилия, действующие в направлении 
оси x в ребрах 

          ( ) ( )1 21 1 21 2 .R R
x x x y xN G F S = ε + μ ε + χ + μ χ     (15) 

Это усилие можно представить в виде 

 .R LR BR
x x xN N N= +    (16) 

Здесь «LR» обозначает, что рассматриваются про-
дольные ребра, т.е. ребра, параллельные оси x. Запи-
шем эту компоненту усилия, дополнив выражение ко-
эффициентом 11K . 

 
( )(

( )) ( )

1 21
1

1 21 2 11.

n
LR R i
x x y

i

i
i

N G F

S y y K
=

= ε + μ ε +

+ χ + μ χ δ −


   (17) 

Наличие дискретности ребер, параллельных оси x, 
задается единичной столбчатой функцией ( ) ,iy yδ −  
и эти ребра расположены вдоль всей оболочки, то есть от 

0x =  до x a= , поэтому сомножитель 11 /K a a=  (фак-
тически, этот сомножитель показывает отношение раз-
мера участка конструкции, занимаемого ребром вдоль 
оси x, к общей протяженности конструкции вдоль оси x). 

Индекс « BR » обозначает, что рассматриваются 
ребра, перпендикулярные оси x 

   

( ) ( )( )

( )(
( )) ( ) ( )

1 21 1 21 2
1

1 21
1

1 21 2 12.

m
BR R j j
x x y

j

n
R ij

x y
i

ij
i j

N G F S

G F

S y y x x K

=

=

= ε + μ ε + χ + μ χ −

− ε + μ ε +

+ χ + μ χ δ − δ −



   (18) 

Дискретность ребер, перпендикулярных оси x, за-
дается единичной столбчатой функцией ( ).jx xδ −  

Поперечные ребра шириной /jr A  расположены не 

сплошь вдоль оси x, а дискретно, и к тому же BR
xN  

при ,j jx a x b= =  равно 0 [46]. Поэтому сомножитель 

( )12 / .jK r aA=  

Второй сомножитель в выражении BR
xN  соответст-

вует общей части пересечения ребер (эта часть уже при-
сутствовала в выражении LR

xN , поэтому ее нужно вы-

честь). Окончательно для R
xN  получим 

( ) ( )( ) ( )1 21 1 21 2
1

n
R R i i
x x y i

i
N G F S y y

=

= ε + μ ε + χ + μ χ δ − +

     

( ) ( )( ) ( )21 1 21 2
1

m
jj j

x y j
j

r
F S x x

aA=

+ ε + μ ε + χ + μ χ δ − −   (19) 

( ) ( )( )

( ) ( )

21 1 21 2
1 1

m n
ij ij

x y
j i

j
i j

F S

r
y y x x

aA

= =

− ε + μ ε + χ + μ χ


δ − δ − 




 

или в более компактной форме 

 ( ) ( )( )1 21 1 21 2 ,R R
x x x y xN G F S= ε + μ ε + χ + μ χ    (20) 

где                       ( )
1

n
i

x i
i

F F y y
=

= δ − +  

( ) ( ) ( )
1 1 1

,
m n m

j ij
a j j i

j i j
r F x x F x x y y

= = =

 
+ δ − − δ − δ − 

 
   (21) 



Semenov A.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2022) 90-102 

 96 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
.

n
i

x i
i

m n m
j ij

a j j i
j i j

S S y y

r S x x S x x y y

=

= = =

= δ − +

 
+ δ − − δ − δ − 

 



 
 

Все вместе усилия и моменты, действующие в реб-
рах, можно записать в виде 

( ) ( )( )1 21 1 21 2 ,R R
x x x y xN G F S= ε + μ ε + χ + μ χ  

         ( ) ( )1 21 1 21 2 ,R R
x x x y xM G S J = ε + μ ε + χ + μ χ     (22) 

( ) ( )

( ) ( )
2 12 2 12 1

2 12 2 12 1

,

,

R R
y y y x y

R R
y y y x y

N G F S

M G S J

 = ε + μ ε + χ + μ χ 
 = ε + μ ε + χ + μ χ 

 

12 12 12 122 , ,R R R R
xy xy xy xy xy xy xy xyN G F S M G S J   = γ + χ = γ + χ     

( ) ( )13 1 23 2, .R R R R
x x x y y yQ G kF Q G kF= Ψ − θ = Ψ − θ  

Здесь 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
,

n
i

x i
i

m n m
j ij

a j j i
j i j

F F y y

r F x x F x x y y

=

= = =

= δ − +

 
+ δ − − δ − δ − 

 



 
  

(23)
 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
,

m
j

y j
j

n n m
i ij

b i j i
i i j

F F x x

r F y y F x x y y

=

= = =

= δ − +

 
+ δ − − δ − δ − 

 



 
 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
,

n
i

x i
i

m n m
j ij

a j j i
j i j

S S y y

r S x x S x x y y

=

= = =

= δ − +

 
δ − − δ − δ − 

 



 
 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
,

m
j

y j
j

n n m
i ij

b i j i
i i j

S S x x

r S y y S x x y y

=

= = =

= δ − +

 
+ δ − − δ − δ − 

 



 
 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
,

n
i

x i
i

m n m
j ij

a j j i
j i j

J J y y

r J x x J x x y y

=

= = =

= δ − +

 
+ δ − − δ − δ − 

 



 
 

( )

( ) ( ) ( )

1

1 1 1
,

m
j

y j
j

n n m
i ij

b i j i
i i j

J J x x

r J y y J x x y y

=

= = =

= δ − +

 
+ δ − − δ − δ − 

 



 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1

1 1 1
2 2

1 1
2

,

n
i

xy x y b i
i

m
j

a j
j

n m
ij

ab j i
i j

F F F F r y y

F r x x

F r x x y y

=

=

= =

= + = + δ − +

+ + δ − −

− δ − δ −







 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1

1 1 1
2 2

1 1
2

,

n
i

xy x y b i
i

m
j

a j
j

n m
ij

ab j i
i j

S S S S r y y

S r x x

S r x x y y

=

=

= =

= + = + δ − +

+ + δ − −

− δ − δ −







 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1

1 1 1
2 2

1 1
2

,

n
i

xy x y b i
i

m
j

a j
j

n m
ij

ab j i
i j

J J J J r y y

J r x x

J r x x y y

=

=

= =

= + = + δ − +

+ + δ − −

− δ − δ −







 

где 

 ( )1

, , .
2

j i a b
a b ab

r r r r
r r r

a a A bB
+

= = =
−

   (24) 

 
1.3. Численные методы 

 
В данной работе для исследования оболочечных 

конструкций предлагается использовать алгоритм, ос-
нованный на методе Ритца и методе продолжения ре-
шения по наилучшему параметру. 

Согласно этому алгоритму, к функционалу приме-
няется метод Ритца для сведения вариационной задачи 
к системе нелинейных алгебраических уравнений. Для 
этого искомые функций представляются в виде 

( ) 1 1
1 1

, ,
N N

k l
kl

k l
U U x y U X Y

= =

= =  

( ) 2 2
1 1

, ,
N N

k l
kl

k l
V V x y V X Y

= =

= =  

 ( ) 3 3
1 1

, ,
N N

k l
kl

k l
W W x y W X Y

= =

= =    (25) 

( ) 4 4
1 1

, ,
N N

k l
x x kl

k l
x y PS X Y

= =

Ψ = Ψ =  

( ) 5 5
1 1

, ,
N N

k l
y y kl

k l
x y PN X Y

= =

Ψ = Ψ =  

где kl klU PN−  – неизвестные числовые параметры. 
Подставив функции (25) в функционал (7), находим 
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производные по неизвестным числовым параметрам 

kl klU PN− . Таким образом, получаем систему нели-
нейных алгебраических уравнений. 

Для решения этой системы применяется метод про-
должения решения по наилучшему параметру. Верифи-
кация данного алгоритма подробно рассматривается в 
работе [47]. 

Все расчеты проводятся в безразмерных парамет-
рах, однако все формулы и результаты приводятся в 
размерном виде. Подробно используемые безразмерные 
параметры и их обоснование приведены в работе [48]. 

 
2. Расчеты 

 
2.1. Пологие оболочки двоякой кривизны 

 
Применимость описанного выше способа ввода ре-

бер жесткости покажем на примере расчета пологих 
оболочек двоякой кривизны (табл. 2), выполненных их 
ортотропных материалов (табл. 3). Оболочки квадрат-
ные в плане, шарнирно-неподвижно закреплены по кон-
туру и находятся под действием равномерно-распре-
деленной поперечной нагрузки q, направленной по 
нормали к поверхности. 

Оболочки подкреплены ортогональной сеткой ребер, 
распределенных по конструкции равномерно. Ширина 
ребер 2j ir r h= = , высота 3j ih h h= = . Расстояние ме-
жду ребрами обозначим rx , а крайние ребра будут нахо-

диться от края конструкции на расстоянии 0,5 rx . 
В методе Ритца (25) примем 16N = , более под-

робно сходимость данного метода была рассмотрена в 
работе [46]. 

Осуществим расчеты ортотропных конструкций, 
выполненных из указанных выше материалов. Количе-
ство ребер будем брать одинаковым в обоих направле-
ниях, для каждого нового варианта сетки увеличивая 
его на 2. 

В табл. 4 показаны значения критических нагрузок 
потери устойчивости для разных вариантов подкрепле-

ния, полученные по обычному дискретному и уточнен-
ному дискретному методам учета ребер жесткости. 

Таблица 2/Table 2 

Геометрические параметры рассматриваемых оболочек 

Geometrical parameters of shells 
 № 
п/п , мh  , мa  , мb  1, мR  2 , мR Изображение 

на рисунке 
1 0,08 16 16 25 25 2, а 
2 0,01 1,2 1,2 4,8 4,8 2, б 

Таблица 3/Table 3 

Характеристики материалов рассматриваемых 
конструкций 

Material parameters of shells 

Характеристика Стеклопластик  
T-10/УПЭ22-27 [49] 

0/90 Woven Roving  
E-Glass/Vinyl Ester [50] 

1,МПаE  50,294 10⋅  50,17 10⋅  

12μ  0,123  0,13  

2,МПаE  41,78 10⋅  50,17 10⋅  

12 ,МПаG  40,301 10⋅  50,04 10⋅  

13,МПаG  40,301 10⋅  50,0173 10⋅  

23,МПаG  40,301 10⋅  50,0173 10⋅  

1 ,МПаF +  508  355,8  

1 ,МПаF −  209−  329,6−  

2 ,МПаF +  246  355,8  

2 ,МПаF −  117−  329,6−  

12 ,МПаF  43  65,5  

12,45,МПаF +  130  – 

12,45,МПаF −  160−  – 
 
При выполнении расчетов направление оси орто-

тропии 1 совпадало с направлением локальной оси x. 
В силу симметрии геометрической формы пологих обо-
лочек двоякой кривизны, направлять волокна материала 
в направлении оси y нет необходимости. 

 

  
а b 

Рис. 2. Рассматриваемые пологие оболочки двоякой кривизны: а – вариант № 1; b – вариант № 2 

Fig. 2. Considered shallow shells of double curvature: а – option No. 1; b – option No. 2 



Semenov A.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2022) 90-102 

 98 

Таблица 4/Table 4 
Критические нагрузки потери устойчивости для ортотропных подкрепленных пологих оболочек двоякой кривизны 

Critical buckling loads for orthotropic stiffened shallow shells of double curvature 

Критическая нагрузка crq , МПа 
Вариант Метод 

0 0×  2 2×  4 4×  6 6×  8 8×  10 10×  12 12×  

Уточн. дискр. 0.1360 0.1740 0.2978 0.3579 0.4093 0.4554 0.4984  № 1 
Стеклопластик T10/УПЭ22-27 Дискр. 0.1360 0.1818 0.3932 0.4770 0.5643 0.7469 0.8063 

 № 2 
Стеклопластик T10/УПЭ22-27 Уточн. дискр. 0.0589 0.1024 0.1256 0.1350 0.1446 0.1549 + 

 № 2 
Woven Roving E-Glass_Vinyl Ester Уточн. дискр. 0.0468 0.0845 0.1019 0.1136 0.1252 + + 

 

 
Рис. 3. Значения критических нагрузок при разном числе 
 ребер жесткости (пологая оболочка двоякой кривизны 1, 

16N = ) 

Fig. 3. Values of critical buckling loads for different numbers  
of stiffeners (shallow shell of double curvature 1, 16N = ) 

Таблица 5/Table 5 

Сравнение результатов, полученных по 
рассматриваемым в данной работе методам с 

результатами эксперимента 

Comparison of the results obtained by the methods 
considered in this paper with the experimental results 

crq , MPa 
Метод Количество ребер 

9 9×  
Эксперимент В.И. Климанова  
и С.А. Тимашева [51] 

20.503 10crq −= ⋅  

Дискретный ввод ребер по полосе 
 (В.В. Карпов, 1986) [46] 

20.733 10−⋅  

N
=1

6 

Уточненный дискретный ввод  
ребер по полосе (А.А. Семенов)  

20.551 10−⋅  

 
На рис. 3 показана сходимость разных методов учета 

ребер жесткости для конструкции варианта 1 при 16.N =  
 

2.2. Верификация 
 
Имеются результаты экспериментов по исследова-

нию устойчивости оболочек из оргстекла, проведен-
ные в Уральском научном центре АН СССР и описан-
ные в работе В.И. Климанова и С.А. Тимашева [51]. 

Авторами были проведены испытания над 18 образца-
ми пологой оболочки двоякой кривизны, квадратной в 
плане, с параметрами 0, 001h =  м, 0, 604a b= =  м, 

1 2 1,51R R= =  м (материал – оргстекло с параметрами 
50,0331 10E = ⋅  MPa, 0,354μ = ; параметры ребер же-

сткости – 9n m= = , 0,0033i jh h= =  м, 0,0092r =  м). 
Полученные значения критических нагрузок потери устой-
чивости crq  дали разброс от 20,411 10−⋅  до 20,703 10−⋅  
МПа. После математической обработки результатов 
эксперимента было вычислено итоговое значение кри-
тической нагрузки 20,503 10crq −= ⋅  МПа. 

Расчет этого варианта конструкции по рассмотрен-
ным в данной работе методам показал результаты, при-
веденные в табл. 5. 

 
Заключение 

 
Таким образом, автором предложен новый, наиболее 

точный вариант учета жесткостных характеристик ребер, 
связанный с добавлением разных коэффициентов приве-
дения вдоль разных координатных осей. Для ребер, на-
правленных перпендикулярно рассматриваемому на-
правлению, вводится коэффициент приведения, равный 
отношению ширины ребер этого направления к линей-
ному размеру оболочки в рассматриваемом направлении. 

Разработана наиболее точная математическая модель 
деформирования ортотропных оболочек при статическом 
нагружении с учетом геометрической нелинейности, по-
перечных сдвигов, наличия ребер жесткости в соответст-
вии с рассмотренными методами их учета. Модель может 
быть использована для конструкций разной геометриче-
ской формы, которая может быть задана через параметры 
Ляме и радиусы главных кривизн. 

Проведено исследование устойчивости ортотропных 
пологих оболочек двоякой кривизны, подкрепленных реб-
рами жесткости. Осуществлено сравнение результатов, 
получаемых по разным методам учета ребер жесткости. 
Выявлено, что обычный дискретный метод дает сущест-
венно завышенные значения критических нагрузок (осо-
бенно при увеличении числа ребер). Показано сравнение 
результатов расчета тестовой задачи с результатами, полу-
ченными другими авторами на основе эксперимента. 
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