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Разработана математическая модель электромагнитотермоупругости для начально-
напряженного трансверсально-изотропного композита c пьезоэлектрическими магнитост-
рикционными фазами. Для решения связанной краевой задачи электромагнитотермоупру-
гости использован метод функций Грина в рамках обобщенного сингулярного приближе-
ния статистической механики композитов с учетом начального напряженного состояния 
представительной области композита на микро- и макроуровнях. Получено решение зада-
чи «эффективного модуля» для тензоров эффективных упругих, пьезомеханических, маг-
нитострикционных свойств, диэлектрических и магнитных проницаемостей, температур-
ных, пироэлектрических, пиромагнитных коэффициентов и (появившимся лишь на макро-
уровне) электромагнитной и магнитоэлектрической связанностей квазипериодического 
композита с начальным электромагнитоупругим напряженным состоянием. Решение для 
искомых тензоров эффективных свойств квазипериодического композита представлено в 
виде аналитических формул – простых линейных разложений по решениям для тензоров 
эффективных свойств периодической структуры и статистической смеси, коэффициенты 
разложений – это коэффициент «периодичности» (корреляции квазипериодической и пе-
риодической структур) p и «разупорядоченности» 1-p соответственно. Представлены ре-
зультаты расчета всех независимых компонент тензоров эффективных коэффициентов 
электромагнитной и магнитоэлектрической связанностей различных структур (периодиче-
ской, квазипериодической и статистической смеси) однонаправленно-волокнистого компо-
зита «PZT-4/феррит» при осесимметричном тензоре начальной макродеформации компо-
зита. Для квазипериодического композита (с начальным макродеформированием) выяв-
лен существенно немонотонный характер зависимостей относительных (к значениям в 
отсутствие начального напряженного состояния) значений эффективных коэффициентов 
электромагнитной и магнитоэлектрической связанностей от объемной доли ферритовых 
волокон. Выявлено, что увеличение абсолютных значений коэффициентов электромаг-
нитной и магнитоэлектрической связанностей композита имеем при отрицательных значе-
ниях его начальных осесимметричных осевых макродеформаций. Наиболее существенное 
влияние оказывает начальная всесторонняя макродеформация в трансверсальной плос-
кости на коэффициенты трансверсальной магнитоэлектрической связанности композита. 

 
© ПНИПУ

 
 

 Паньков Андрей Анатольевич – д.ф.-м.н., проф., e-mail: a_a_pankov@mail.ru, 
: //orcid.org/0000-0001-8477-5206. 

 
Andrey A. Pan’kov – Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor, e-mail: a_a_pankov@mail.ru, 

: //orcid.org/0000-0001-8477-5206.  
 



Паньков А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 4 (2022) 180–195 
 

181 

ELECTROMAGNETIC COUPLING OF PIEZOELECTRIC/FERRITE COMPOSITE  
WITH INITIAL STRESS STATE 

A.A. Pan’kov 

Perm National Research Polytechnic University, Perm, Russian Federation 

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 22 March 2022 
Approved: 05 December 2022 
Accepted for publication:  
12 December 2022 

 

Keywords: 
composite, effective properties, 
initial stress state, electromagnetic 
elasticity, piezoeffect, magnetostric-
tion, numerical modeling. 

 

A mathematical model of electromagnetic thermoelasticity for an initial-stressed transversal-
isotropic composite with piezoelectric magnetostrictive phases has been developed. To solve the 
related boundary value problem of electromagnetic thermoelasticity, the Green function method 
was used as part of a generalized singular approximation of the statistical mechanics of compos-
ites, taking into account the initial stress state of the representative domain of the composite at 
micro- and macro-levels. The solution of the problem of "effective module" for tensors of effective 
elastic, piezomechanical, magnetostrictive properties, dielectric permittivity and magnetic permit-
tivity, temperature, pyroelectric, pyromagnetic coefficients and (which appeared only at the macro 
level) electromagnetic and magnetoelectric couplings of a quasi-periodic composite with an initial 
electromagnetic elastic state was obtained. The solutions for the desired tensors of effective 
properties of the quasi-periodic composite are presented in the form of analytical formulas of 
simple linear decompositions by solutions for tensors of effective properties of the periodic struc-
ture and statistical mixture, decomposition coefficients are the coefficient of "periodicity" (correla-
tion of quasi-periodic and periodic structures) p and "disordering" 1-p, respectively. Results of 
calculation of all independent components of tensors of effective coefficients of electromagnetic 
and magnetoelectric couplings of different structures (periodic, quasi-periodic and statistical mix-
ture) are presented in unidirectional direction of fibrous composite "PZT-4/ferrite" with axisymmet-
ric tensor of initial macrostrain of composite. For a quasi-periodic composite (with initial mac-
rostrain), the significantly non-monotonic nature of the dependencies of relative (to values in the 
absence of an initial stress state) values of effective coefficients of electromagnetic and magne-
toelectric couplings from the volume fraction of ferrite fibers was revealed. It was revealed that 
we have an increase in the absolute values of the electromagnetic and magnetoelectric coupling 
coefficients of composite at negative values of its initial axisymmetric axial macrostrains. The 
most significant effect is the initial comprehensive macrostrain in the transversal plane on the 
coefficients of the transversal magnetoelectric coupling of the composite. 
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Введение 
 
Изучение закономерностей и эффектов влияния на-

чального напряженного состояния элементов структуры 
материала на особенности его последующего нагруже-
ния – одна из задач механики композитов [1–9]. Реше-
ние этой задачи актуально для различных практических 
приложений, в частности, ультразвукового неразру-
шающего контроля напряженного состояния нагружен-
ных конструкций [10], методов геомеханики и сейсми-
ческих исследований [11]. Математическое моделиро-
вание и численное решение этой задачи возможно с 
использованием «линеаризованного подхода» на основе 
линеаризованных уравнений теории упругости для тела 
с начальным напряженным состоянием [3; 6; 7; 12; 13]. 
С использованием этого подхода получены численные 
решения и осуществлен дисперсионный анализ распро-
странения упругих волн в композитах (конструкциях) с 
учетом наличия начального напряженного состояния, в 
частности, осуществлен анализ скорости распростране-
ния поверхностных волн в однородном слое на предва-
рительно напряженном неоднородном полупространст-
ве [14], анализ влияния величины начального бокового 
давления на поверхности полого составного цилиндра 
на скорость распространения осесимметричной волны 
[15], анализ влияния величины начального напряженно-

го состояния ортотропной композитной пластины с 
двумя близко расположенными параллельными цилин-
дрическими (туннельными) полостями с прямоуголь-
ным поперечным сечением на свободные и вынужден-
ные колебания [16]. Для упругих композитов с идеально 
периодическими начально-напряженными структурами 
известны асимптотические решения, в частности, когда 
начальное напряженное состояние слоистой или одно-
направленно-волокнистой структуры обусловлено теп-
ловым нагревом [17]. 

Магнитоэлектрические материалы являются одними 
из наиболее перспективных функциональных материалов 
современной электроники [18–25]. В них сочетаются 
уникальные упругие и электромагнитные (в частности, 
диэлектрические, пьезоэлектрические, магнитострикци-
онные) свойства, которыми можно эффективно управ-
лять с помощью внешних механических и электромаг-
нитных воздействий. Магнитоэлектрические константы 
гомогенных магнитоэлектриков очень малы, что обу-
словливает создание гетерогенных композиционных 
магнитоэлектриков, магнитоэлектрические константы 
которых могут на несколько порядков превосходить со-
ответствующие константы гомогенных материалов [24]. 
Возникновение эффекта магнитоэлектрической связан-
ности композита обусловлено деформационным взаимо-
действием его пьезоэлектрической и магнитострикцион-
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ной подсистем (фаз) даже в отсутствие такого эффекта 
для каждой фазы. Теоретическое изучение закономерно-
стей влияния различных структурных параметров на 
электромагнитные поля (на микро- и макроуровнях) и 
эффективные (на макроуровне) электромагнитные и тер-
моупругие свойства таких композитов основываются на 
постановке и решении связанных краевых задач элек-
тромагнитотермоупругости для микронеоднородной 
представительной области с использованием методов 
механики композитов [26–32], в частности, асимптотиче-
ских «методов осреднения» [21; 23; 26] и методов на ос-
нове двоякопериодических комплексных функций [27] 
для идеально периодических структур, методов стати-
стической механики композитов для нерегулярных, в 
частности, полидисперсных (рис. 1, а, b) и квазипериоди-
ческих (рис. 1, с, d) структур [28–32], численных методов 
(пакетов прикладных программ) решения задач на ячейке 
периодичности или реализациях представительного 
фрагмента случайной структуры [30]. При этом для по-
лидисперсных структур (рис. 1, а, b) решения для тензо-
ров эффективных термоупругих и электромагнитных 
свойств получены в аналитическом виде [28; 32–35]. В 
[24; 25; 33] исследована максвелл-вагнеровская релакса-
ция композитов «феррит/пьезоэлектрик», даны концен-
трационные и частотные зависимости действительных и 
мнимых частей эффективных электромагнитных кон-
стант. В [33–35] исследованы эффективные электромаг-
нитоупругие свойства полидисперсных структур на ос-
нове аналитических решений. Линеаризованный подход 
теории упругости для тела с начальным напряженным 
состоянием обобщен на магнитоэлектроупругий компо-
зит [36]. Численный анализ динамического поведения 
пьезоэлектрических композитов с учетом начального 
электроупругого напряженного состояния фаз дан в [37]. 
Актуальным остается нахождение решений связанных 
краевых задач механики пьезоактивных композитов 
с комплексным учетом структурных особенностей, 
в частности, статистического характера взаимного 
расположения элементов структуры, взаимодействия 
возникающих в них связанных электрических, магнит-
ных и деформационных полей и наличием начального 

деформационного, электрического и магнитного на-
пряженного состояния. 

Цель – изучение влияния начального (микро- и мак-
роуровневого) напряженного состояния на эффектив-
ные свойства композита с квазипериодической структу-
рой (см. рис. 1, c, d) из пьезоэлектрических и магнито-
стрикционных фаз в рамках обобщенного сингулярного 
приближения статистической механики композитов 
[29; 38]. Квазипериодические модели структур компози-
тов позволяют непосредственно учитывать разупорядо-
ченность элементов структуры, например, связанную с 
технологией их изготовления через вычисление попра-
вок к известным решениям для идеально периодических 
структур [30]. 

 
1. Постановка задачи 

 
Модели структур композитов. Рассматриваем две 

матричные квазипериодические двухфазные однона-
правленные волокнистые структуры «со смещением» 
волокон (см. рис. 1, c) и «с удалением» волокон 
(см. рис. 1, d) в периодических гексагональных ячейках 
в трансверсальной плоскости r1r2. В первой модели 
(см. рис. 1, c) центры круговых поперечных сечений 
волокон имеют независимые для каждой гексагональ-
ной ячейки случайные смещения a из центров своих 
ячеек в плоскости r1r2; сечения не выходят за пределы 
ячеек. Ориентационный угол и модуль вектора отклоне-
ний a распределены по независимым равномерным зако-
нам на отрезках [0; 2π]  и [0; ]Δ  соответственно, где 

max ,kΔ = Δ  [0; 1]k ∈  – степень разупорядоченности во-
локон, max 0(1 / 2)R rυΔ = − + δ  – величина максимально 
допустимого смещения, R – радиус вписанной в ячейку 
окружности, rυ  – радиус поперечных сечений волокон, 

0 0 / 0,02rυδ ≡ Δ =  – относительная величина минималь-
ной гарантированной прослойки 0Δ  матрицы между 
волокнами. Во второй модели (см. рис. 1, d) имеем ста-
тистически независимые для различных ячеек слу-
чайные размещения центров поперечных сечений 

 

 
Рис. 1. Фрагменты реализаций полидисперсных (а, b) и квазипериодических (c, d) структур 

Fig. 1. Fragments of implementations of polydisperse (a, b) and quasi-periodic (c, d) structures 
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волокон в центрах ячеек при заданной минимальной  
гарантированной прослойке 0Δ  матрицы между во-
локнами также 2 % от rυ . Введем в рассмотрение две 
вспомогательные «базовые» структуры: первая – это 
периодическая структура (решение для которой считаем 
известным), вторая – «статистическая смесь» в виде 
полидисперсной «кластерной» структуры на рис. 1, b,   
из однотипных (по форме и ориентации) однородных 
полидисперсных (в том числе бесконечно малых) час-
тиц, в которых статистически независимо реализуются  
с вероятностью 1v  свойства 1-й фазы и с вероятностью 

1– 1v  – свойства 2-й фазы; представительный объем 
представляет собой два взаимопроникающих кластера 
частиц каждой из фаз (см. рис. 1, b). Для статистической 
смеси отсутствует корреляция свойств в ее различных 
точках и, как следствие, имеем предельную локальность ее 
многоточечных моментных функций структуры [29–32]. 

Математическая постановка задачи. Пусть пред-
ставительная область V композита, например, с квази-
периодической двухфазной структурой (см. рис. 1, c, d) 
состоит из однородных трансверсально-изотропных 
пьезоэлектромагнитных фаз, плоскости изотропии ко-
торых лежат в координатной плоскости 1 2r r , ось поля-

ризации 3r . Взаимное расположение фаз в области V 
задаем через их индикаторные функции ( )fi r , для ко-

торых имеем 1fi =  если fVr ∈ , 0fi =  если f∉r V , 

где Vf  – область f -й фазы в 
1

F

f
f =

=V V , 1,f F= , здесь 

число фаз 2F =  (в общем, 2F ≥ ). 
В области V композита имеем некоторое начальное 

равновесное электромагнитоупругое состояние 
0 0 0

0 { , , }=ζ σ D B  в виде полей начальных механических 

напряжений 0σ , электрической 0D  и магнитной 0B  
индукций, которые обусловлены действием на компо-
зит некоторых начальных внешних механических на-
грузок [1–17] и/или электромагнитных полей [36; 37]. 
Осредненные (макроскопические) значения – 

*
0 0=< >ζ ζ , где ... 1 / ...V d< >= V

r  – оператор осредне-

ния по области V. Значение *
0ζ  = 0 имеем для случая 

наличия самоуравновешенных остаточных напряжений 
0σ  и индукций 0D , 0B  внутри области V после ее раз-

грузки на макроуровне. Начальные поля 0σ , 0D , 0B  

удовлетворяют уравнениям равновесия 0
, 0ij jσ =  и не-

прерывности 0
, 0i iD = , 0

, 0i iB = . 
При последующем (дополнительном к начальному) 

электромеханическом нагружении области V композита 
дополнительно возникающие в V поля напряжений σ  и 
индукций D, B удовлетворяют уравнениям равновесия 
[1; 17] и непрерывности [36; 37] вида 

0
, ,( ) 0ij kj i k juσ + σ = , 0

, ,( ) 0j k j k jD D u+ = ,  

 0
, ,( ) 0j k j k jB B u+ =   (1) 

с учетом поправок (дополнительных слагаемых), обу-
словленных наличием заданных начальных полей 0σ , 

0D , 0B  и дополнительного искомого поля перемеще-
ний u. Первое уравнение в (1) может быть преобразова-
но к виду 

0
, , 0ij j kj i kjuσ + σ =  

с учетом выполнения уравнений равновесия 0
, 0kj jσ =  

для поля 0σ . В (1) напряжения σ  и индукции D, B вы-
ражаются по известным определяющим соотношениям 
[20–22, 31, 32] 

 , ,ij ijmn m n nij n nij n ijC u e E h Hσ = − − − β Θ  

 , ,i imn m n in n iD e u E= + λ + π Θ   (2) 

 ,i imn m n in n iB h u H= + μ + ϑ Θ  

через градиенты перемещений ∇u , напряженности 
электрического E  и магнитного H  полей, однородное 
приращение температуры Θ с использованием извест-
ных тензоров упругих свойств fC , пьезоэлектрических  
ef и пьезомагнитных (магнитострикционных) hf свойств, 
диэлектрических fλ  и магнитных fμ  проницаемостей, 

температурных коэффициентов fβ , пироэлектрических 

fπ  и пиромагнитных fϑ  постоянных для каждой фазы f. 

Компоненты тензора деформаций , ,( ) / 2ij i j j iu uε = + , 

векторов напряженностей ,–i iE = ϕ , ,–i iH = ψ  вычис-
ляются через поля перемещений ( )=u u r , электриче-
ского ( )ϕ = ϕ r  и магнитного ( )ψ = ψ r  потенциалов с 
граничными условиями 

 *
ij jiu u rΓ =  ,   *

i iE rΓϕ = −  ,   *
i iB rΓψ = −  ,  (3) 

где ∈Γr  – граница области V, осредненные или мак-
роскопические значения напряжений * =< >σ σ , гради-

ентов перемещений * =< ∇ >u u , напряженностей элек-

трического * =< >E E  и магнитного * =< >H H  полей для 
области V. Решение задачи (1)–(3) сводится к нахождению 
пульсаций )()()(' * rururu −= , *'( ) ( ) ( )ϕ = ϕ − ϕr r r , 

*'( ) ( ) ( )ψ = ψ − ψr r r  – отклонений искомых полей пе-
ремещений ( )u r , электрического ( )ϕ r  и магнитного 

( )ψ r  потенциалов от соответствующих полей макроско-

пических (осредненных) значений * *
i ij ju u r= , * *

i iE rϕ = − , 
* *

i iB rψ = −  с учетом выполнения граничных условий 
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(3). Поля пульсаций '( )u r , '( )ϕ r , '( )ψ r  пропорциональ-

ны заданным макроскопическим значениям *ε , *E , *H , 
Θ  и, как следствие, представимы в виде разложений  

' * *
0 0

*
0 0

( ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ,

i imn mn in n

in n i

u a u b E
d H t

= + +

+ + Θ

r ζ r ζ r
ζ r ζ r

 

 
(1) * (1) *

0 0
(1) * (1)

0 0

'( ) ( , ) ( , )
( , ) ( , ) ,
mn mn n n

n n

f u h E
m H t

−ϕ = + +

+ + Θ

r ζ r ζ r
ζ r ζ r

  (4) 

(2) * (2) *
0 0

(2) * (2)
0 0

'( ) ( , ) ( , )
( , ) ( , )

mn mn n n

n n

f u h E
m H t

−ψ = + +

+ + Θ

r ζ r ζ r
ζ r ζ r

 

с зависимостью коэффициентов разложений от на-
чального напряженного состояния 0ζ  композита. 

 
2. Метод функций Грина 

 
Используем функции Грина 

 
)2()1(

)2()1(

)2()1(

ΨΨΨ

ΦΦΦ=

k

k

iiik UUU
G , ( )=G G ρ , 1= −ρ r r   (5) 

однородной трансверсально-изотропной пьезоэлек-
тромагнитной «среды сравнения» [29] для интеграль-
ной формы записи коэффициентов разложений ( )a r , 

(1) ( )f r , …, (2) ( )t r  (4) [31; 32; 38]. Например, запишем 
первые члены ряда коэффициентов пульсаций пере-
мещений 

'
0 , 1 1

(1) ' 0 '
, 1 1 1

(2) ' 0 '
, 1 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( )( ( ) ( ))

( )( ( ) ( ))] ...,

imn ij s jsmn

i s smn sm n

i s smn sm n

a U C

U e D

U h B d

= − +

+ − + δ +

+ − + δ +


V

ζ r r r r

r r r r

r r r r r
 

 
'

0 , 1 1

(1) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( )] ...,

in ij s njs

i s sn

b U e

U d

= − − +

+ − λ +


V

ζ r r r r

r r r r
  (6) 

'
0 , 1 1

(2) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( ) ...,

in ij s njs

i s sn

d U h

U d

= − − +

+ − μ +


V

ζ r r r r

r r r r
 

' (1) '
0 , 1 1 , 1 1

(2) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )] ...,

i ij s js i s s

i s s

t U U

U d

= − − β + − π +

+ − ϑ +


V

ζ r r r r r r r

r r r r
 

коэффициентов пульсаций электрического потенциала 

(1) '
0 , 1 1

(1) ' 0 '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( )( ( ) ( ))

mn j s jsmn

s smn sm n

f C

e D

= Φ − +

+Φ − + δ +


V

ζ r r r r

r r r r
 

(2) ' 0 '
, 1 1 1 1( )( ( ) ( ))] ...,s smn sm nh B d+ Φ − + δ +r r r r r  

 
(1) '

0 , 1 1

(1) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( )] ...,

n j s njs

s sn

h e

d

= −Φ − +

+Φ − λ +


V

ζ r r r r

r r r r
  (7) 

(1) '
0 , 1 1

(2) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( )] ...,

n j s njs

s sn

m h

d

= −Φ − +

+ Φ − μ +


V

ζ r r r r

r r r r
 

(1) ' (1) '
0 , 1 1 , 1 1

(2) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )] ...,

j s js s s

s s

t

d

= −Φ − β + Φ − π +

+ Φ − ϑ +


V

ζ r r r r r r r

r r r r
 

коэффициентов пульсаций магнитного потенциала 

(2) '
0 , 1 1( , ) [ ( ) ( )mn j s jsmnf C= Ψ − +

V

ζ r r r r  

(1) ' 0'
, 1 1 1( )( ( ) ( ))s smn sm ne D+Ψ − +δ +r r r r

 
(2) ' 0 '
, 1 1 1 1( )( ( ) ( ))] ...,s smn sm nh B d+Ψ − + δ +r r r r r  

 
(2) '

0 , 1 1

(1) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( )] ...,

n j s njs

s sn

h e

d

= −Ψ − +

+ Ψ − λ +


V

ζ r r r r

r r r r
  (8) 

(2) '
0 , 1 1

(2) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( )

( ) ( )] ...,

n j s njs

s sn

m h

d

= −Ψ − +

+Ψ − μ +


V

ζ r r r r

r r r r
 

(2) ' (1) '
0 , 1 1 , 1 1

(2) '
, 1 1 1

( , ) [ ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )] ...,

j s js s s

s s

t

d

= −Ψ − β + Ψ − π +

+ Ψ − ϑ +


V

ζ r r r r r r r

r r r r
 

с учетом равенств 0 * 0 *
, ,( ) 0kj ik j kj j iku uσ = σ =  в силу выпол-

нения уравнений равновесия 0
, 0nj jσ =  для начальных 

напряжений 0 ( )σ r  в области V и независимости макро-
скопических величин *

mnu , *
nE , *

nH  от координат r. 
Здесь использована «теорема о свертках», согласно ко-
торой дифференцирование ir )1(/ ∂∂  свертываемых 
функций в подынтегральных выражениях заменено на 
дифференцирование (1)/ ir−∂ ∂  или / ir∂ ∂  соответствую-

щих ядер – функций Грина U , Φ, …, (2)Ψ  [38] с уче-
том их разностного аргумента 1−r r  и асимптотических 
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равенств нулю при 1− → ∞r r . В первом столбце мат-

рицы G функций Грина (5) величины ikU , Φk , Ψk  – это 
перемещения по оси ir , электрический и магнитный 

потенциалы в точке r от действия в точке 1r  единичной 
силы вдоль координатной оси kr . Во втором и третьем 

столбцах матрицы G (5) величины (1)
ikU , (1)Φk , (1)Ψk  и 

(2)
ikU , (2)Φk , (2)Ψk  – это перемещения по оси ir , электри-

ческий и магнитный потенциалы в точке r от действия в 
точке 1r  единичного электрического или магнитного 
источника соответственно. Свойства среды сравнения 
задаем через тензоры упругих свойств •C , диэлектри-
ческой •λ  и магнитной •μ  проницаемостей, пьезоэлек-
трических •e  и пьезомагнитных •h  модулей, которые (в 
различных приближениях) можно приравнять к осред-
ненным по объему свойствам • =< >C C , …, • =< >h h  
или к свойствам одной из фаз f• =C C , …, f• =h h  или 

к искомым эффективным свойствам *
• =C C , …, 

*
• =h h  (схема самосогласования) композита [29; 30; 

39]. В (6)–(8) использованы обозначения пульсаций 
свойств 

'( ) ( )= − < >C r C r C ,   '( ) ( )= − < >e r e r e ,  

'( ) ( )= − < >μ r μ r μ , … 

и пульсаций начального напряженного состояния. 
'0 0 *0( ) ( )= −σ r σ r σ ,   '0 0 *0( ) ( )= −D r D r D ,  

 '0 0 *0( ) ( ) .= −B r B r B   (9) 
 

3. Эффективные свойства композита 
 
Тензоры эффективных свойств *C , *λ , *μ , *e , *h , 

*β , *π , *ϑ  и дополнительно тензоры электромагнит-

ной *κ  и магнитоэлектрической *χ  связанностей (про-
являющиеся в нашем случае лишь на макроуровне) 
композита с пьезоэлектрическими и пьезомагнитными 
фазами при наличии начального напряженного состоя-
ния 0ζ  входят в определяющие соотношения на макро-
уровне композита 

* * * * * * * *
( ) ( )ij ijmn mn nij n nij n ijC e E h Hσ σσ = ε − − −β Θ , 

 * * * * * * * *
( )i D imn mn in n in n iD e E H= ε + λ + χ + π Θ ,  (10) 

* * * * * * * *
( )i B imn mn in n in n iB h H E= ε +μ + κ + ϑ Θ , 

связывая макроскопические значения напряжения 
* =< >σ σ , индукций * =< >D D , * =< >B B  с деформа-

цией * =< >ε ε , напряженностями * =< >E E , * =< >H H  

и температурой нагрева Θ  представительной области V 
композита и в общем случае рассчитываются по форму-
лам [31; 32] 

* ' ' (1) ' (2)
, , ,ijmn ijmn ijdb dmn b pij mn p pij mn pC C C a e f h f=< > + < > + < > + < > , 

* ' (1) '
, ,kn kn kp n p kpq qn ph e bλ =< λ > + < λ > + < > ,  

* ' (2) '
, ,kn kn kp n p kpq qn pm h dμ =< μ > + < μ > + < > , 

* ' ' (1) ' (2)
( ) , , ,nij nij ijpq qn p pij n p pij n pe e C b e h h hσ =< > − < > + < > + < > , 

* ' ' (1) ' (2)
( ) , , ,nij nij ijpq qn p pij n p pij n ph h C d e m h mσ =< > − < > + < > + < > , (11) 

* ' ' (1)
( ) , ,D imn imn ipq pmn q ip mn pe e e a f=< > + < > + < λ > , 

* ' ' (2)
( ) , ,B imn imn ipq pmn q ip mn ph h h a f=< > + < > + < μ > , 

* ' (1) '
, ,kn kp n p kpq qn pm e dχ =< λ > + < > ,  

* ' (2) '
, ,kn kp n p kpq qn ph h bκ =< μ > + < > , 

* ' ' (1) ' (2)
, , ,ij ij ijdb d b pij p pij pC t e t h tβ =< β > − < > + < > + < > , 

* ' (1) '
, ,i i ip p ipq q pt e tπ =< π > + < λ > + < > ,  

* ' (2) '
, ,i i ip p ipq q pt h tϑ =< ϑ > + < μ > + < > , 

где верхним индексом « ′ » обозначены пульсации тензо-
ров электромагнитотермоупругих свойств микрострук-
туры композита. Задача нахождения тензоров *C , …, 

*ϑ  эффективных свойств композита (10) сводится к 

нахождению полей производных ( )∇a r , (1) ( )∇f r , …, 
(2) ( )∇t r  и последующему осреднению произведений в 

правых частях равенств (11). Производные коэффициен-
тов ( )∇a r , (1) ( )∇f r , …, (2) ( )∇t r  в (11) как результат 
дифференцирования левых и правых частей уравнений 
(6)–(8) выражаются через вторые производные функций 
Грина 1( )∇∇ −G r r , где ∇  – оператор дифференцирова-
ния по координатам r. В «обобщенном сингулярном 
приближении» [29] у вторых производных тензорных 
функций Грина 1( )∇∇ −G r r  учитываются лишь сингу-
лярные составляющие [38] 

1 1( ) ( )s∇∇ − ≈ δ −G r r G r r , 

(1) (2)

(1) (2)

(1) (2)

s s s
imjn imn imn

s s s s
imn mn mn
s s s
imn mn mn

U U U
= Φ Φ Φ

Ψ Ψ Ψ
G  (12) 

для пьезоэлектромагнитной среды сравнения с эллип-
соидальным «зерном неоднородности» [29]. 

Метод периодических составляющих [30; 32; 39]. 
Рассматриваемые структуры: квазипериодическая  
(см. рис. 1, c, d), периодическая и статистическая смесь 
(см. рис. 1, b) имеют одинаковые объемные доли fv , 
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свойства фаз и общие граничные условия вида (3), т.е. 
*p
ij jiu u rΓ =  , *p

i iE rΓϕ = −  , *p
i iB rΓψ = −   и *s

ij jiu u rΓ =  , 
*s
i iE rΓϕ = −  , *s

i iB rΓψ = −  . Индексами «p», «s» отмечаем 

величины этих вспомогательных структур соответст-
венно. Для рассматриваемых двухфазных структур поля 
пульсаций 

' '
1( ) ( )i=С r C r , ' '

1( ) ( )i=e r e r , ' '
1( ) ( )i=h r h r , …, 

' '
1( ) ( ),p pi=С r C r  ' '

1( ) ( ),p pi=e r e r  ' '
1( ) ( ),p pi=h r h r  …,  (13) 

' '
1( ) ( )s si=С r C r , ' '

1( ) ( )s si=e r e r , ' '
1( ) ( )s si=h r h r , … 

пропорциональны пульсациям соответствующих инди-
каторных функций '

1( )i r , '
1 ( )pi r , '

1 ( )si r  1-й фазы (вклю-

чений), где тензоры разностей 1 2= −C С С , 1 2= −e e e , 

1 2= −h h h , …. 
Производные коэффициентов ( )∇a r , (1) ( )∇f r , …, 

(2) ( )∇t r  в (11) для двухфазной квазипериодической 
структуры представим в виде 

'
0 1

1
( )k

k
k

i
∞

=

∇ = +a A A , (1) '
0 1

1
( )k

k
k

i
∞

=

∇ = +f Φ Φ , …,  

 (2) (2) (2) '
0 1

1
( )k

k
k

i
∞

=

∇ = +t T T   (14) 

и аналогично для периодической структуры 

'
0 1

1
( )p p p k

k
k

i
∞

=

∇ = +a A A , (1) '
0 1

1
( )p p p k

k
k

i
∞

=

∇ = +f Φ Φ ,  

 …, (2) (2) (2) '
0 1

1
( )p p p k

k
k

i
∞

=

∇ = +t T T ,  (15) 

где 0A , 0Φ , (2)
0T , … – некоторые поправки, учиты-

вающие дальний порядок (периодичность, квазиперио-
дичность) структур через формальные составляющие 
[29] вторых производных функций Грина ∇∇G , для 
которых 0< >A = 0< >Φ = (2)

0< >T  = 0. Для статистиче-
ской смеси имеем 

'
1

1
( )s s k

k
k

i
∞

=

∇ =a A , (1) '
1

1
( )s s k

k
k

i
∞

=

∇ =f Φ , …,  

 (2) (2) '
1

1
( )s s k

k
k

i
∞

=

∇ =t T ,  (16) 

так как для нее дальний порядок отсутствует, а ближ-
ний – форма включений – учитывается формой «зерна 
неоднородности» сингулярной составляющей  (14). В 
(14)–(16) компоненты тензоров kA , kΦ , …, (2)

kT  зави-
сят от начального напряженного состояния 0ζ  и выра-
жаются через сингулярные составляющие sG  (14) вто-
рых производных функций Грина ∇∇G , например, 
компоненты тензора 1A  имеют вид 

(1) 0
(1) 0( ) ( )s s

itmn itjs jsmn its smn sm nA U C U e D= + + δ +ζ   

 (2) 0( ),s
its smn sm nU h B+ + δ  (17) 

так как 
' (1) ' 0 '

, 0( , ) ( ) ( ( ) ( ))s s
imn t itjs jsmn its smn sm na U C U e D= + + δ +ζ r r r r  

(2) ' 0'( ( ) ( )) ...s
its smn sm nU h B+ + δ +r r  

или с учетом (13) 
(1) 0

, 0( , )) [ ( )s s
imn t itjs jsmn its smn sm na U C U e D= + + δ +ζ r  

(2) 0 '
1( )] ( ) ...s

its smn sm nU h B i+ + δ +r . 

Выполняются равенства 

 ' '
1 1( )p s si p i< ∇ − ∇ >= < ∇ >a a a ,  (18) 

(1) (1) ' (1) '
1 1( )p s si p i< ∇ − ∇ >= < ∇ >f f f , …, 

(2) (2) ' (2) '
1 1( )p s si p i< ∇ − ∇ >= < ∇ >t t t  

с учетом доказанного ранее [32] выражения 

 ' ' 1 '
1 1 1( ) / ,p n ni i i p−< > < >=   (19) 

где n = 2, 3,…, коэффициент корреляции (периодично-
сти) квазипериодической структуры 

 
2

11 1

1 1(1 )
v vp

v v
−

≡
−

  (20) 

рассчитывается через 11 1 1
pv i i=< >  – относительное 

объемное содержание в V области пересечения 1-фазы 
(включений) квазипериодической и периодической 
структур при их мысленном совмещении, (0;1)p ∈ . 

Решение «задачи эффективного модуля» – поиск 
тензоров *С , *λ , *μ , *e , *h , *κ , *χ , *β , *π , *ϑ  пьезо-
композита (10), (11) с разупорядоченной (квазиперио-
дической) двухфазной структурой рассмотрим на при-
мере нахождения решения для его тензора *С  эффек-
тивных упругих свойств. Для этого запишем общие 
формулы для расчета тензоров эффективных упругих 
свойств рассматриваемых (квазипериодической, перио-
дической, статистической смеси) структур двухфазных 
пьезокомпозитов 

* '
1i=< > + < >С С Λ ,  

(1) (2)
, , ,ijmn ijdb dmn b pij mn p pij mn pC a e f h fΔ = + + ; 

* '
1

p p pi=< > + < >С С Λ ,  

 (1) (2)
, , ,

p p p p
ijmn ijdb dmn b pij mn p pij mn pC a e f h fΔ = + + ;  (21) 

* '
1

s s si=< > + < >С С Λ ,  

(1) (2)
, , ,

s s s s
ijmn ijdb dmn b pij mn p pij mn pC a e f h fΔ = + +  
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с учетом (6)–(8), (11) или в виде 
* ' 2

1 1 1( ) (1 )i v v− < >=< > = −С С Λ Λ
 

, 1 2≡< > − < >Λ Λ Λ


; 

* ' 2
1 1 1( ) (1 )p p p pi v v− < >=< > = −С С Λ Λ

 
,  

 1 2
p p p

p p≡< > − < >Λ Λ Λ


;  (22) 

* ' 2
1 1 1( ) (1 )s s s si v v− < >=< > = −С С Λ Λ

 
,  

1 2
s s s

s s≡< > − < >Λ Λ Λ


, 

где 2,1... ><  – операторы осреднения по 1-й или 2-й фа-

зам соответствующей структуры, имеем пропорциональ-
ные зависимости (13) вида 

 '
1i=Λ Λ


, '

1
p pi=Λ Λ


, '

1
s si=Λ Λ


  (23) 

с учетом (22), < >Λ  = p< >Λ  = s< >Λ  = 0. При этом 
для статистической смеси имеем 

* ' ' 1
1 ( ) 1

1
( )s s s s k

k
k

i i
∞

+

=

=< > + < >=< > + < >С С Λ С Λ  

или 

 *
( ) ( 1)

1

s
k k

k
m

∞

+
=

=< > +С С Λ   (24) 

с учетом разложения 

 '
( ) 1

1
( )s s k

k
k

i
∞

=

=Λ Λ   (25) 

и обозначения компонент 

 ( ) 0 ( ) 0

(1) (2)
( ) 0 ( ) 0

( ) ( )

( ) ( ),
k ijmn ijdb k dbmn

pij k pmn pij k pmn

C A

e h

Λ = −

− Φ − Φ

ζ ζ

ζ ζ
  (26) 

тензора ( )kΛ , центрального момента k-го порядка 

' 1 1
( ) 1 1 1 1 1( ) (1 )[(1 ) ( ) ]k k k
km i v v v v− −=< >= − − − − , (27) 

где 1 1v i=< >  – относительное объемное содержание  
1-й фазы композита. Аналогичные (25), (26) разложения 
для квазипериодической и периодической структур 
имеют вид (21) 

 

* ' '
1 0 1

1

* ' '
1 0 ( ) 1

1

, ( ) ,

, ( ) ,

k
k

k

p p p p p p k
k

k

i i

i i

∞

=

∞

=

=< > + < > = +

=< > + < > = +





С С Λ Λ Λ Λ

С С Λ Λ Λ Λ
 (28) 

здесь 0Λ , 0
pΛ  – поправки, учитывающие наличие 

«ближнего» (локальную упорядоченность, форму и 
размер включений, непрерывность матрицы) и «дальне-
го» порядка (периодичность, квазипериодичность) 
структур через «формальные составляющие» [29] вто-
рых производных функций Грина ∇∇G . С учетом 
предполагаемого равенства поправок 0 0

p ≈Λ Λ  квазипе-

риодической и периодической структур в (28) вычтем 
из первого уравнения второе, получив отклонения 

 ' '
( ) 1 1

1
[( ) ( ) ]p k p k

k
k

i i
∞

=

≡ − = −Λ Λ Λ Λ .  (29) 

После умножения левой и правой частей (29) на 
пульсацию '

1( )i r  и последующего осреднения получим 
выражение 

' ' 1 ' '
1 ( ) 1 1 1 ( ) ( 1)

1 1
( ) ( ) (1 )k p k

k k k
k k

i i i i p m
∞ ∞

+
+

= =

< >= < − > = − Λ Λ Λ  

с учетом ' 1 ' '
1 1 1 ( 1)( ) ( ) (1 )k p k

ki i i p m+
+< > − < >= −  (19), (27) 

или в окончательном виде 

 ' *
1 (1 )( )si p< >= − − < >Λ С С   (30) 

с учетом *
( ) ( 1)

1

s
k k

k
m

∞

+
=

=< > +С С Λ  (24). Левую часть (30) 

'
1i< >Λ  запишем в ином виде ' ' '

1 1 1
pi i i< >=< > − < >Λ Λ Λ  

или 

 ' * *
1 ( )pi p< >= − < > + − < >Λ С С С С ,  (31) 

так как имеем 
' ' ' *
1 1 1 1 1(1 )i i i v v< >=< > = − = − < >Λ Λ Λ С С


, 

' ' ' ' '
1 1 1 1 1

p p p p p pi i i p i i< >=< > = < > =Λ Λ Λ  

*
1 1(1 ) ( )p ppv v p= − = − < >Λ С С  

с учетом (19)–(23), (25). Приравнивая правые части вы-
ражений (30) и (31), получим искомое решение 

 * * *(1 )p sp p= + −С С С .  (32) 

Таким образом, для пьезокомпозита с квазиперио-
дической двухфазной структурой (по аналогии с реше-
нием (32) для *С ) имеем решение 

 

* * *

* * *

* * *

... ... ...
(1 )

p s

p s

p s

p p

     
     
     = + −     
     
          

C C C

κ κ κ
χ χ χ

  (33) 

для тензоров эффективных упругих свойств *C , ди-
электрической *λ  и магнитной *μ  проницаемостей, 
пьезомеханических свойств *e  и *h , коэффициентов 
электромагнитной *κ  и магнитоэлектрической *χ  свя-
занностей, температурных напряжений *β , векторов 

эффективных пироэлектрических *π  и пиромагнитных 
*ϑ  постоянных, которые выражаются (33) через реше-

ния *sC ,…, *sϑ  обобщенного сингулярного приближе-
ния (12) [29] для «статистической смеси» и решения 



Pan’kov A.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2022) 180-195 

 188 

*pC , …, *pϑ  [20–23, 26, 27] для периодической струк-
туры. Отметим, что для статистической смеси коэф-
фициент периодичности p = 0. 

В обобщенном сингулярном приближении тензоры 
*sC ,…, *sϑ  (33) эффективных свойств двухфазного 

композита с начальным напряженным состоянием рас-
считываем через тензоры A , B ,…, (2)T , которые вхо-
дят в разложения 

* * *
ij ijmn mn ijn n ijn n iju A u B E D H T= + + + Θ , 

(1) * (1) * (1) * (1)
i imn mn in n in n iE F u H E M H T= + + + Θ ,  

(2) * (2) * (2) * (2)
i imn mn in n in n iH F u H E M H T= + + + Θ  

с учетом представления пульсаций производных пере-
мещений '

, ( )i ju r , напряженностей электрического  и 

магнитного ' ( )H r  полей в виде 

' * '
, , 1( ) ( ) ( )i j i j ij iju u u u i≡ − =r r r , 

 ' * '
1( ) ( ) ( )i≡ − =E r E r E E r ,  

' * '
1( ) ( ) ( ).i≡ − =H r H r H H r  

Тензоры A , B ,…, (2)T  находим из решения соот-
ветствующих четырех независимых систем линейных 
алгебраических уравнений общего вида [ ]{ } { }=A X B  с 
матрицей коэффициентов [38] 

 

(1,1) (1,2) (1,3)

(2,1) (2,2) (2,3)

(3,1) (3,2) (3,3)

[ ]
ijks ijd ijd

iks ik ik

iks ik ik

a a a
a a a
a a a

 
 =  
  

A   (34) 

когда для 1-й системы (1) (2){ } { , , }ksmn kmn kmnA F F=X , 
(1) (2) (3){ } { , , }ijmn imn imnb b b=B , для 2-й системы (1) (2){ , , }ksn dn dnB H H , 

(1) (2) (3){ , , }ijn in inc c c , для 3-й системы (1) (2){ , , }ksn dn dnD M M , 
(1) (2) (3){ , , }ijn in ind d d , для 4-й системы (1) (2){ , , }ks d dT T T , 
(1) (2) (3){ , , }ij i if f f  соответственно. Начальное напряжен-

ное состояние учитывается видом коэффициентов 

(1,1) *0 0
1(1 2 )( )s

ijks ik js ijdb dbks dk bs dbks dk bsa U C v C = δ δ − + δ σ + − + δ σ − 
  

(1) *0 0
1(1 2 )( )s

ijd dks dk s dks dk sU e D v e D − + δ + − + δ −   

(2) *0 0
1(1 2 )( )s

ijd dks dk s dks dk sU h B v h B − + δ + − + δ 
 , 

(2,1) *0 0
1(1 2 )( )s

iks idb dbks dk bs dbks dk bsa C v C = −Φ + δ σ + − + δ σ − 
  (35) 

(1) *0 0
1(1 2 )( )s

id dks dk s dks dk se D v e D − Φ + δ + − + δ −   

(2) *0 0
1(1 2 )( )s

id dks dk s dks dk sh B v h B − Φ + δ + − + δ 
 , 

(3,1) *0 0
1(1 2 )( )s

iks idb dbks dk bs dbks dk bsa C v C = −Ψ + δ σ + − + δ σ − 
  

(1) *0 0
1(1 2 )( )s

id dks dk s dks dk se D v e D −Ψ + δ + − + δ −   

(2) *0 0
1(1 2 )( )s

id dks dk s dks dk sh B v h B −Ψ + δ + − + δ 
  

первого столбца матрицы [ ]A  и видом компонент 

(1) (1) 0 (2) 0( ) ( ),s s s
ijmn ijks ksmn ijk kmn km n ijk kmn km nb U C U e D U h B= + + δ + + δ  

(2) (1) 0 (2) 0( ) ( ),s s s
imn iks ksmn ik kmn km n ik kmn km nb C e D h B= Φ + Φ + δ + Φ + δ  (36) 

(3) (1) 0 (2) 0( ) ( )s s s
imn iks ksmn ik kmn km n ik kmn km nb C e D h B= Ψ + Ψ + δ + Ψ + δ  

вектор-столбца { }B  с учетом сингулярных составляю-

щих sG  (12). Здесь использованы обозначения тензоров 

разностей C , e , … (13) и дополнительно тензоров 

•=< > −C C C , …, •=< > −μ μ μ  – отклонений осреднен-
ных значений тензоров >< C , …, >< μ  композита 

от соответствующих тензоров •C , …, •μ  среды сравне-
ния. Использовано представление полей начального 
напряженного состояния в виде 

0 *0 0 '
1( ) ( )i= +σ r σ σ r , 0 *0 0 '

1( ) ( )i= +D r D D r ,  

 0 *0 0 '
1( ) ( )i= +B r B B r   (37) 

с учетом выражения пульсаций 
'0 0 '

1( ) ( )i=σ r σ r ,  '0 0 '
1( ) ( )i=D r D r ,  '0 0 '

1( ) ( )i=B r B r  

через пульсацию '
1( )i r  индикаторной функции 1 ( )i r  для 

1-й фазы, где тензоры разностей 

 0 0 0
1 2= −σ σ σ ,   0 0 0

1 2= −D D D ,  0 0 0
1 2= −B B B .  (38) 

Отметим, что ранее в [39] сделан вывод, что в 
решении (33) «статистическая смесь» – это полидис-
персная структура (см. рис. 1, b) в виде двух взаимо-
проникающих кластеров частиц каждой из фаз. Этот 
вывод сделан на основе анализа аппроксимаций (раз-
ложений) двухточечных корреляционных функций в 
трансверсальной плоскости однонаправленных во-
локнистых (матричных) квазипериодических струк-
тур (см. рис. 1, c, d) по «базовым» корреляционным 
функциям периодической (гексагональной) структу-
ры и статистической смеси (см. рис. 1, b). Тензоры 
эффективных свойств *sC ,…, *sϑ  такой полидис-
персной кластерной структуры (статистической сме-
си) могут быть определены по схеме самосогласова-
ния из решения известной задачи для одиночного 
включения (волокна) в «эффективной среде» [28] или 
по формулам обобщенного сингулярного приближе-
ния [38] (34)–(36), когда тензоры •C , •λ , •μ , •e , •h  
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среды сравнения приравнены к соответствующим 
искомым тензорам *sC , *sλ , *sμ , *se , *sh  статистиче-
ской смеси с учетом начального напряженного со-
стояния 0ζ  (37), (38). Вычисление тензоров эффек-
тивных свойств пьезокомпозита с периодической 
структурой *pC ,…, *pϑ  в формулах (33) в общем 
сводится к решению задачи электромагнитотермоуп-
ругости на ячейке периодичности и представляет со-
бой отдельную сложную задачу [20–23, 26, 27]. Во 
многих работах, например [29–32], отмечается, что 
значения эффективных упругих свойств многих мат-
ричных композитов с периодическими структурами 
близки к решению для полидисперсной матричной 
структуры (см. рис. 1, а) и к решению обобщенного 
сингулярного приближения при приравнивании 
свойств среды сравнения к свойствам матрицы ком-
позита. Поэтому тензоры *pC ,…, *pϑ  в (33) также 
могут быть рассчитаны по формулам обобщенного 
сингулярного приближения [38] (34)–(36) при при-

равнивании тензоров •C , •λ , •μ , •e , •h  среды срав-

нения к соответствующим тензорам 2C , 2λ , 2μ , 2e , 

2h  матрицы (например, 2-й фазы) композита. В [34] 
для продольного коэффициента электромагнитной 
связанности *

33κ  однонаправленных волокнистых 
композитов с пьезоэлектрическими и магнитострик-
ционными фазами (матрицей и/или волокнами) уста-
новлена тождественность аналитических решений по 
различным расчетным схемам: «волокно/матрица» в 
виде составной цилиндрической ячейки или «волок-
но/матрица/эффективная среда» с размещением такой 
ячейки в эффективной среде (схема самосогласова-
ния) (см. рис. 1, а) [28], обобщенного сингулярного 
приближения [38] при приравнивании свойств среды 
сравнения к свойствам матрицы композита. При этом 
для композита «феррит/пьезоэлектрик» (пьезоэлек-
трические волокна в ферритовой матрице) установле-
но совпадение этого решения *

33κ  с решением асим-

птотического метода осреднения [21] для *
33κ  идеаль-

ной периодической волокнистой структуры. 
В отсутствие начального напряженного состояния 

для трансверсально-изотропного (с осью симметрии 3r ) 
композита тензоры эффективных пьезоэлектрических 

*e  и пьезомагнитных (магнитострикционных) *h  моду-
лей, электромагнитной *κ  и магнитоэлектрической *χ  
связанностей (10), (11) в матричной форме записи име-
ют вид [19–25; 31; 32] 

*
15

* *
15

* * *
31 31 33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0
ij

e
e e

e e e
= ,  

 

* *
14 15

* * *
15 14

* * *
31 31 33

0 0 0 0
0 0 0 0

0 0 0
ij

h h
h h h

h h h
= − ,  (39) 

  

* *
11 12

* * *
12 11

*
33

0
0

0 0
ij

κ κ
κ = −κ κ

κ
, 

T* *
ij ijχ = κ , 

где верхним индексом «T» обозначена операция транс-
понирования, тензорные и матричные индексы связаны 
между собой соотношениями: 111 → , 222 → , 

333 → , 23  и 432 → , 13  и 531 → , 12 и 621 → . 
Для случая заданных на макроуровне композита значе-
ний начальных деформаций *0ε , напряженностей элек-

трического *0E  и магнитного *0H  полей соответствую-

щие значения для фаз 0 0 0
0 0 { , , }f f f f f≡< > =ζ ζ σ D B , в част-

ности, тензоры 0
1,2σ , 0

1,2D , 0
1,2B  двухфазного композита 

(12), могут быть найдены, например, по известному ре-
шению [38] без начального напряженного состояния, где 

... 1/ ...
f

f fV d< > = V r  – оператор осреднения по области 

fV   f-й фазы композита, 2

1 ff =
=V V . 

 
4. Результаты численного моделирования 

 
Результаты вычисления относительных значений 

независимых эффективных коэффициентов электромаг-

нитной ( *κ ) и магнитоэлектрической ( *χ ) связанностей 
трансверсально-изотропного композита «PZT-4/феррит» 
с различными (квазипериодическими и вспомогатель-
ными) структурами (см. рис. 1) представлены в виде 
графиков на рис. 2–7 в зависимости от значений объем-
ной доли v1 ферритовых волокон, компонент 
( 0* 0*

11 22 0ε = ε ≠  и/или 0*
33 0ε ≠ ) осесимметричного тензора 

начальной макродеформации 0*ε  при 0* 0,=E  0* 0=H . 

Выполняются равенства * *
11 22κ = κ , * *

11 22χ = χ , * *
12 21κ = −κ , 

* *
12 21χ = −χ , * *

33 33κ =χ , при этом имеем * 0*
12 12/κ κ  = 

* 0*
21 21/κ κ , * 0*

12 12/χ χ  = * 0*
21 21/χ χ . На рис. 2–7 использованы 

обозначения (◊, ○) графиков решений для квазиперио-
дических структур: «со смещением» волокон (◊) 
(см. рис. 1, c) при степени разупорядоченности k = 1 и 
«с удалением» волокон (○) (см. рис. 1, d) в гексаго-
нальных ячейках. Решения для периодической струк-
туры (□) и статистической смеси (Δ) получены по 
формулам обобщенного сингулярного приближения 
[38] при приравнивании свойств среды сравнения к 
свойствам матрицы (PZT-4) композита или к осред-
ненным по объему композита значениям соответст-
венно. Выявлены линейные зависимости, например  
на рис. 3, относительных значений всех ненулевых
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                                                         а                                                                                                      b 

Рис. 2. Эффективные коэффициенты *
11κ  (а), *

11χ  (b) композита «PZT-4/феррит» в зависимости от объемной доли v1  
волокон для случая 0* 0*

11 22ε = ε =  0,05, 0*
33 0ε =  

Fig. 2. Effective coefficients *
11κ  (а), *

11χ  (b) of the composite "PZT-4/ferrite" depending on the volume fraction v1 of fibers  
for case 0* 0*

11 22ε = ε =  0.05, 0*
33 0ε =  

 
                                                            а                                                                                                   b 

Рис. 3. Эффективные коэффициенты *
11κ  (а), *

11χ  (b) композита в зависимости от начальной макродеформации  0*
11,22ε , 0*

33 0ε =  
для случая v1 = 0,2 

Fig. 3. Effective coefficients *
11κ  (а), *

11χ  (b) of the composite depending on the initial macrostrain 0*
11,22ε , 0*

33 0ε = ,  for case v1 = 0.2 

компонент тензоров *κ , *χ  от значений *0
22,11ε , *0

33ε  
осесимметричного тензора начальной макродеформа-
ции 0*ε  композита. На рис. 3 графики решений без 
учета начального напряженного состояния обозначены 
символом (▬). При предельной объемной доле воло-
кон 1maxv ≈  0,9 обе квазипериодические структуры 
(см. рис. 1, c, d) вырождаются в одну периодическую 
структуру, поэтому на рис. 2, 4–7 решения (◊, ○) для 
квазипериодических структур при 1maxv  совпадают 
с решением (□) для периодической структуры. 

Заключение 
 
Разработана математическая модель начально-на-

пряженного (на микро- и макроуровнях) композита c 
пьезоэлектрическими магнитострикционными фазами,  
с использованием которой получено численно-анали-
тическое решение задачи «эффективного модуля» на-
чально-напряженного квазипериодического композита в 
рамках обобщенного сингулярного приближения стати-
стической механики композитов. Представлены резуль-
таты расчета всех независимых компонент тензоров  
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                                                                а                                                                                              b 

Рис. 4. Эффективные коэффициенты *
11κ  (а), *

11χ  (b) композита в зависимости от объемной доли v1 волокон  

для случая  0*
33 0ε =  0,05, 0*

11,22 0ε =  

Fig. 4. Effective coefficients *
11κ  (а), *

11χ  (b) of the composite depending on the volume fraction v1 of fibers 

 for case  0*
33 0ε =  0.05, 0*

11,22 0ε =  

 
                                                                  а                                                                                              b 

Рис. 5. Эффективные коэффициенты *
12κ  (а), *

12χ  (b) композита в зависимости от объемной доли v1 волокон  
для случая  0* 0*

11 22ε = ε =  0,05, 0*
33 0ε =  

Fig. 5. Effective coefficients *
12κ  (а), *

12χ  (b) of the composite depending on the volume fraction v1 of fibers  
for case  0* 0*

11 22ε = ε =  0.05, 0*
33 0ε =  

эффективных коэффициентов электромагнитной κ* и 
магнитоэлектрической χ* связанностей трансверсально-
изотропного однонаправленно-волокнистого композита 
«PZT-4/феррит» при осесимметричном тензоре началь-
ной макродеформации ε0* композита, когда компоненты 

0*
11ε  = 0*

22ε ≠  0 и / или 0*
33 0.ε ≠  Выявлено, что при осесим-

метричном тензоре начальной макродеформации ε0* 
композита тензоры κ*, χ* по-прежнему имеют однотип-
ный вид (39), но не связаны транспонированием 

* *T≠χ κ , * *
33 33χ = κ  для рассмотренных случаев: 

0* 0*
11 22 0ε = ε ≠  и/или 0*

33 0ε ≠  осесимметричного по оси r3 
начального напряженно-деформированного состояния 
композита. Для всех ненулевых значений компонент тен-
зоров κ*, χ* выявлены, во-первых, монотонность (как 
убывающих, так и возрастающих) зависимостей относи-
тельных величин κ*/κ0*, χ*/χ0* от объемной доли феррито-
вых волокон v1 (см. рис. 2, 4–7) для базовых структур: 
периодической структуры (□) и статистической смеси (Δ), 
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                                                                  а                                                                                              b 

Рис. 6. Эффективные коэффициенты *
12κ  (а), *

12χ  (b) композита в зависимости от объемной доли v1 волокон  

для случая 0*
33ε =  0,05, 0*

11,22 0ε =  

Fig. 6. Effective coefficients *
12κ  (а), *

12χ  (b) of the composite depending on the volume fraction v1 of fibers  

for case 0*
33ε =  0.05, 0*

11,22 0ε =  

 
                                                                  а                                                                                              b 

Рис. 7. Эффективный коэффициент *
33κ  композита в зависимости от объемной доли v1 волокон для случев: 

 0* 0*
11 22ε = ε =  0,05, 0*

33 0ε =  (а), 0*
33ε =  0,05, 0*

11,22 0ε =  (b) 

Fig. 7. Effective coefficient *
33κ  of the composite depending on volume fraction v1 of fibres for cases: 

 0* 0*
11 22ε = ε =  0.05, 0*

33 0ε =  (а), 0*
33ε =  0.05, 0*

11,22 0ε =  (b) 

и существенная немонотонность этих зависимостей для 
квазипериодических структур (◊, ○) (см. рис. 1, c, d). 
Во-вторых, выявлены линейность и монотонно убы-
вающий характер зависимостей относительных величин 
κ*/κ0*, χ*/χ0* от значений начальных осевых макроде-
формаций 0*

11,22ε  и/или 0*
33ε  композита (например, на 

рис. 3) с учетом равенств * 0*κ / κ =
 

* 0*/χ χ = 1 при 
0* 0=ε . Различия прямолинейных графиков (см. рис. 3) 

величин κ*/κ0*, χ*/χ0*  состоят в различиях значений 
коэффициента пропорциональности, т.е. в угле наклона 

графиков к оси абсцисс – начальной осевой деформа-
ции: 0*

11ε , 0*
22ε , 0*

33ε  при фиксированном значении объем-
ной доли волокон v1. Пропорции в различиях угла на-
клона графиков этих величин  κ*/κ0*, χ*/χ0* (например, 
на рис. 3 при v1 = 0,2) обусловливаются пропорциями 
этих величин на графиках концентрационных (сущест-
венно немонотонных для квазипериодических структур) 
зависимостей на рис. 2, 4–7 при соответствующем зна-
чении v1 (например, на рис. 2 при v1 = 0,2). Таким обра-
зом, увеличение абсолютных значений компонент тен-
зоров κ*, χ* рассматриваемых структур композитов 
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(см. рис. 1) имеем при отрицательных значениях ком-

понент *0
11ε , *0

22ε , *0
33ε  осесимметричного тензора на-

чальной макродеформации ε0* композита. Наиболее суще-
ственное влияние имеем для компонент *

11χ  (см. рис. 2, b, 

рис. 3, b), *
12χ  (см. рис. 5, b) для случая ненулевых значе-

ний начальных осевых макродеформаций 0*
11,22ε  в транс-

версальной плоскости композита. В случае комбиниро- 

ванного начального макродеформирования композита, 
когда одновременно имеем 0*

11,22 0ε ≠ , 0*
33 0ε ≠ , тогда ре-

зультирующие значения относительных величин κ*/κ0*, 
χ*/χ0* находим суммированием соответствующих «коэф-
фициентов влияния» κ*/κ0*, χ*/χ0* от каждой из компонент 
( 0*

11,22ε , 0*
33ε ) осесимметричного тензора начальной макро-

деформации ε0*  композита. 
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