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МОДЕЛИРОВАНИЕ УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО РАЗРУШЕНИЯ ПЛАСТИНЫ  

С ЦЕНТРАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ 
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Принята к публикации:  
05 апреля 2023 г.  

 Прочность квадратной пластины с центральной трещиной при нормальном отрыве ис-
следована в рамках подхода Нейбера – Новожилова с помощью модифицированной мо-
дели Леонова – Панасюка – Дагдейла, использующей дополнительный параметр – попе-
речник зоны пластичности (ширину зоны предразрушения). В качестве модели деформи-
руемого твердого тела выбрана модель идеального упругопластического материала,
имеющего предельное относительное удлинение. К такому классу материалов относятся,
например, низколегированные стали, применяемые в конструкциях, работающих при тем-
пературах ниже порога хладноломкости. При наличии сингулярной особенности в поле 
напряжений в окрестности вершины трещины предлагается использовать двухпараметри-
ческий дискретно интегральный критерий прочности. Деформационный критерий разруше-
ния формулируется в вершине реальной трещины, а силовой критерий для нормальных
напряжений с учетом осреднения формулируется в вершине модельной трещины. Длины 
реальной и модельной трещин отличаются на длину зоны предразрушения. Подробно 
проанализированы определяющие уравнения аналитической модели в зависимости от
характерного линейного размера структуры материала. Получены простые, пригодные для 
поверочных расчетов формулы для критической разрушающей нагрузки и длины зоны 
предразрушения. Выполнено численное моделирование распространения зон пластично-
сти в квадратных пластинах при квазистатическом нагружении. В численной модели ис-
пользована текущая лагранжева формулировка уравнений механики деформируемого
твердого тела, наиболее предпочтительная для моделирования деформирования тел из
упругопластического материала при больших деформациях. Методом конечных элементов
получена пластическая зона в окрестности вершины трещины. Проведено сравнение ре-
зультатов аналитического и численного прогнозирования разрушения пластины при пло-
ской деформации. Показано, что результаты численных экспериментов хорошо согласуют-
ся с результатами расчетов по аналитической модели разрушения материалов со структу-
рой при нормальном отрыве. Построены диаграммы квазихрупкого и квазивязкого
разрушения структурированной пластины. 
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 The strength of a square plate with a central crack at normal separation was studied within
the framework of the Neuber–Novozhilov approach using a modified Leonov–Panasyuk–Dugdale 
model using an additional parameter, the diameter of the plasticity zone (width of the pre-fracture 
zone). As a model of a deformable solid body, a model of an ideal elastic-plastic material with a 
limiting relative elongation was chosen. This class of materials includes, for example, low-alloy 
steels used in structures operating at temperatures below the cold brittleness threshold. In the
presence of a singular feature in the stress field in the vicinity of the crack tip, it is proposed to 
use a two-parameter discrete integral strength criterion. The deformation fracture criterion is 
formulated at the tip of a real crack, and the force criterion for normal stresses, taking into ac-
count averaging, is formulated at the tip of a model crack. The lengths of real and model cracks 
differ by the length of the pre-fracture zone. The constitutive equations of the analytical model 
are analyzed in detail depending on the characteristic linear dimension of the material structure.
Simple formulas suitable for verification calculations for the critical breaking load and the length 
of the pre-fracture zone are obtained. Numerical modeling of the propagation of plasticity zones
in square plates under quasi-static loading has been performed. In the numerical model, the 
updated Lagrangian formulation of the equations of mechanics of a deformable solid body is
used, which is most preferable for modeling the deformation of bodies made of an elastic-plastic 
material at large deformation. The plastic zone in the vicinity of the crack tip is obtained by the 
finite element method. The results of analytical and numerical prediction of plate fracture under 
plane deformation are compared. It is shown that the results of numerical experiments are in
good agreement with the results of calculations using the analytical model of fracture of materials 
with a structure under normal separation. Diagrams of quasi-brittle and quasi-ductile fracture of a 
structured plate are constructed. 
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Введение 

 
В обзоре экспериментальных работ [1] проводится 

физико-техническая классификация процессов разру-
шения и обсуждение причин возникновения трещин при 
изготовлении конструкции. Кроме того, в [1] отмечают-
ся проблемы построения аналитических моделей про-
цесса разрушения в рамках линейной механики разру-
шения. В работе [2] прочностные свойства конструкций 
исследовались с помощью когезионной модели. В рабо-
те [3] даны оценки трещиностойкости по границе раз-
дела материалов. Отметим, что при использовании ко-
гезионной модели [2–4] отсутствуют параметры, опи-
сывающие поперечник зоны предразрушения и 
структуру самой зоны предразрушения. В эксперимен-
тальной работе [5] по исследованию распространения 
трещины нормального отрыва в биматериале «керамика 
– алюминий» показано, что зона предразрушения для 
трещины на границе раздела сред, как правило, распо-
ложена только в одном более слабом материале 
([5, Fig. 5]) и локализована в окрестности этой границы. 
Такое расслоение в результате лабораторного экспери-
мента наблюдалось в работе ([6, p. 801, Fig. 7]). В ре-
зультате численного моделирования методом конечных 
элементов в работе [7] также показано притягивание 
продвигающейся трещины к границе раздела сред 
(см. [7, Fig. 3, 7]).  

В работе [8] при описании процесса разрушения 
учитываются пределы упругости составляющих компо-
зит материалов, но не учитывается их структура. Одна-
ко трещины часто оказываются межзеренными, и нали-
чие периодической структуры существенно влияет на 
раскрытие трещин, которое изменяется постепенно гео-
метрически упорядоченным образом [1, с. 96]. В рабо-
тах [9; 10] показано, что критерии разрушения, учиты-
вающие характерный размер структуры материала, по-
зволяют «расширить область применения по сравнению 
с традиционными критериями», хотя «вопрос о том, как 
этот размер связан с составом, структурой и, возможно, 
с другими параметрами реального материала, до сих 
пор не изучен». Поэтому проблемы построения про-
стых, пригодных для инженерных расчетов, аналитиче-
ских моделей процесса разрушения композитов являют-
ся актуальными [11–18]. В работе [18] обосновывается 
актуальность создания феноменологических моделей 
для прогнозирования разрушения слоистых материалов.  

Настоящая работа является естественным продол-
жением и обобщением работ [19–23] по исследованию 
распространения трещины в композите в рамках моди-
фицированной модели Леонова – Панасюка – Дагдейла 
(ЛПД). Методом конечных элементов при квазистати-
ческом нагружении последовательно описан процесс 
распространения пластических зон в окрестности вер-
шины трещины. Проведен сравнительный анализ ре-
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зультатов аналитического и численного моделирования 
разрушения квадратной пластины при плоской дефор-
мации. Учет характерного линейного размера материала 
позволил вывести простые, пригодные в инженерных 
приложениях соотношения для критической нагрузки и 
критической длины зоны предразрушения, а также по-
строить диаграммы разрушения. Установлено, что 
скорректированная аналитическая модель предлагает 
приемлемое прогнозирование критической разрушаю-
щей нагрузки для любых длин трещин.  

 
1. Постановка задачи 

 
Пусть в однородной структурированной квадратной 

пластине размером 2 2L L´  имеется центральная внут-
ренняя трещина длины 02l  (рис. 1). На краях пластины 

заданы растягивающие напряжения  , то есть реали-

зуется первая мода разрушения. 

 

a 

 

b 

Рис. 1. Пластина с центральной внутренней трещиной (а); 
соответствие точек 1–4 диаграммы деформирования точкам 
1’–4’ зоны предразрушения в окрестности левой вершины  
                                           трещины (b) 

Fig. 1. Plate with a central internal crack (a); correspondence  
of points 1–4 of the deformation diagram to points 1'–4' of the  
           pre-fracture zone in the vicinity of the left crack tip (b) 

Материал пластины предполагается идеальным уп-
ругопластическим материалом с (  )-диаграммой 
одноосного деформирования, показанной на рис. 1, b. 
Здесь Y  – предел текучести, 0  – максимальная упру-

гая деформация, 1  – предельная деформация до разру-

шения. Введем параметр 1 0 0( ) /      , характери-

зующий отношение предельной неупругой деформации 
к максимальной упругой. Величину   можно тракто-

вать как относительную длину площадки текучести (ко-
ротко: показатель пластичности). Материал пластины 
обладает определенной структурой, имеет квазихруп-
кий или квазивязкий тип разрушения, причем характер-
ный линейный размер d  структурного элемента (на-
пример, диаметр зерна) предполагается известным. 

 
2. Аналитическая модель  
разрушения пластины 

 
Предположим, что внутренняя острая трещина нор-

мального отрыва длиной 02l  распространяется прямо-

линейно в структурно-однородном материале. В моди-
фицированной модели ЛПД [20; 21], помимо реальной 
внутренней прямолинейной трещины-разреза длиной 

02l , вводится в рассмотрение модельная трещина-разрез 

длиной 02 2 2l l   , где   – длина зоны предразруше-

ния или пластической зоны, расположенной на продол-
жении реальной трещины (рис. 2, а). В этой зоне возни-
кают напряжения пластического деформирования, пре-
пятствующие раскрытию трещины и устраняющие 
сингулярность поля напряжений в окрестности её вер-
шины. Предполагается, что напряжения здесь распреде-
ляются равномерно и равняются пределу текучести ма-
териала Y . Полная постановка задачи распределения 

напряжений и смещений трещины нормального отрыва 
для упругопластических материалов рассматривается в 
нелинейной механике разрушения. Такую нелинейную 
задачу можно существенно упростить, используя клас-
сические представления линейной механики разруше-
ния, когда трещина нормального отрыва моделируется 
как двусторонний разрез, а нелинейность задачи возни-
кает только при описании зоны предразрушения. После 
введения модельной (дополнительной) трещины-
разреза задача может рассматриваться не как упруго-
пластическая, а как упругая. Напомним, что согласно 
классической модели ЛПД [24–26] пластический мате-
риал в зоне предразрушения, поперечник которой равен 
нулю, стягивает берега трещины. 

В модифицированной модели зона предразрушения 
аппроксимируется прямоугольником со сторонами , a  

(рис. 2, б), причем длина зоны предразрушения   опре-
деляется в процессе решения задачи о разрушении, 
а поперечник a  этой зоны отождествляется с попереч-
ником зоны пластичности. В соответствии с предлагае-
мой модификацией модели ЛПД надо различать вер-
шины реальной и модельной трещин. На рис. 1, b при-
ведена схема, качественно поясняющая взаимосвязь 
между точками 1, 2, 3, 4 на (  )-диаграмме и точками 
1’, 2’, 3’, 4’ в зоне предразрушения, расположенными на 
продолжении реальной трещины слева от нее. Вне зоны 
предразрушения материал деформируется упруго, на 
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границе этой зоны он начинает деформироваться неуп-
руго, при этом точки зоны предразрушения находятся в 
области неупругого деформирования материала. В мо-
дели Леонова – Панасюка – Дагдейла предполагается, 
что на продолжении модельной трещины реализуется 
одноосное растяжение [27; 28], поскольку к берегам 
трещины-разреза приложены постоянные напряжения 

Y , которые притягивают берега друг к другу и, следо-

вательно, действуют на материал растягивающим обра-
зом. В докритическом состоянии материал в вершине 
реальной трещины претерпевает удлинение 1   , ко-

торое в критическом состоянии совпадает с критиче-
ским удлинением 1    (см. в точке 4 на рис. 1, b). Пла-

стическая зона в окрестности вершины трещины при-
ближенно показана на рис. 1, b, для случая плоского 
напряженного состояния, а в виде двух лепестков – на 
рис. 2, b – для плоской деформации. Точки 1M  и 2M  

являются точками пересечения прямой, параллельной 
оси Oy  и проходящей через вершину реальной трещи-

ны, с границей пластической зоны.  

 

a    b 

Рис. 2. Сжимающие напряжения, действующие в модели ЛПД 
на продолжении трещины (а); аппроксимация пластической 

зоны прямоугольной зоной предразрушения (b) 

Fig. 2. Compressive stresses acting in the LPD model on the crack 
continuation (a), the approximation of plastic zone by a rectangular 

prefracture zone (b) 

Для построения модели разрушения структуриро-
ванной квадратной пластины при нормальном отрыве 
воспользуемся интегральным критерием разрушения 
Нейбера – Новожилова [20–22]  

 Y

0

1
( ,0) , 0,

d

y x dx x
d

     (1) 

 
*2 ( )  v ,      0x  . (2) 

Здесь ( ,0)y x  – нормальные напряжения на про-

должении трещины, Y  – предел текучести при одно-

осном растяжении, d  – характерный линейный размер 

структуры материала, 2 2 ( )xv v  – раскрытие трещины. 

Через *  обозначено критическое раскрытие модельной 
трещины; при величине раскрытия, равной критическо-

му значению, разрушается структура материала в вер-
шине реальной трещины (граничной точке зоны пред-
разрушения, то есть в точке 4' на рис. 1, b). Длина зоны 
предразрушения составляет только часть длины зоны 
пластичности, если учесть длину интервала осреднения d. 
Силовой критерий (1) по терминологии Новожилова 
является необходимым: процесс разрушения материала 
начинается тогда, когда осредненные по интервалу d 
нормальные напряжения достигают предела текучести 

Y . При выполнении деформационного критерия (2) 

происходит катастрофическое разрушение образца. По 
этой причине совокупность условий (1), (2) называют 
достаточным критерием разрушения [20–22]. 

Для применения интегрального критерия (1), (2) 
к обработке результатов численных или лабораторных 
экспериментов с образцами конечных размеров исполь-
зуем аналитическое выражение нормального напряже-
ния ( ,0)y x  на продолжении трещины в виде [29] 

 I( ,0) , 0,
2

y r

K
x Y x

x
    


  (3) 

где   – напряжения, заданные на краях пластины; 

I I IK K K    – суммарный коэффициент интенсивно-

сти напряжений (КИН) в обобщенной модели ЛПД. 
Коэффициент I 0K    – КИН, порождаемый напряже-

ниями  , вычисляется по формуле [29, с. 171]: 

I sK Y l    . Коэффициент I 0K    – КИН, порож-

даемый напряжениями Y , действующими в окрестно-

сти вершины модельной трещины в зоне предразруше-

ния;  s sY Y l L ,  r rY Y l L  – поправочные коэффи-

циенты, учитывающие конечные размеры пластины. 
Для центральной внутренней трещины справочник 
[29, с. 171] предлагает аппроксимирующую формулу 

 sec /sY l L  . Коэффициент rY  найдем из условия 

равновесия напряжений, приложенных к краям пласти-
ны, и напряжений, действующих на продолжении тре-

щины:  rY L L l  , что соответствует приближению 

сопротивления материалов. В случае бесконечной об-
ласти коэффициенты sY  и rY  тождественно равны еди-

нице. После интегрирования по интервалу осреднения d 
уравнение (1) принимает вид 

  I Y 2r

d
K Y 


    .  (4) 

Для раскрытия 2 2 ( )xv v , 0x   , модельной 

трещины используем в (2) представление [28] 

 I

I I I

1 | |
2 ( ) (| |),

2

0, 0,

x
x K O x

K K K x 

 
 

 
    

v
  (5) 
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в котором учтем лишь первый член разложения. Здесь 
3 4     для плоской деформации или 

(3 ) / (1 )      для плоского напряженного состоя-

ния,   – коэффициент Пуассона;   2 1E      

  Y 02 1      – модуль сдвига материала, так как 

для идеального упругопластического материала 

Y 0E    , где E  – модуль Юнга, 0  – максимальное 

упругое относительное удлинение. Уравнение (2) с по-
мощью представления (5) запишем в виде 

 *
I

1

2
K

  
 

 
, (6) 

учитывающем конечные размеры пластины. 
Для КИН IK  , порождаемого постоянными напря-

жениями Y , действующими согласно модели Леонова 

– Панасюка – Дагдейла в зоне предразрушения, выбе-
рем из справочника [29, с. 41] выражение 

 I Y

2
arccos 1K l

l

       
.  (7) 

Отождествим поперечник зоны предразрушения с 
поперечником зоны пластичности в вершине реальной 
трещины [28]: 

2

I

Y

K
a q  
   

, 

где  5 4q    при плоском напряженном состоянии и 

    2
3 2 1 2 4q       при плоской деформации. Па-

раметр максимального неупругого относительного уд-
линения 1 0    определяется на основе (  )-

диаграммы деформирования материала (см. рисунок 
1б). Тогда критическая величина раскрытия трещины 

* , при которой разрушается ближайший к вершине 
реальной трещины структурный элемент в зоне пред-
разрушения, вычислим по формуле 

  *
1 0m a     , (8) 

где m  – поправочный коэффициент. Конечно, границы 
реальных пластических зон в окрестности вершины 
трещины лишь приближенно похожи на конфигурации, 
изображенные в [27; 28]. При плоском напряженном 
состоянии с увеличением нагрузки узкая область пла-
стических деформаций распространяется прямолинейно 
от вершины трещины по ее оси, принимая форму, по-
хожую на узкий вытянутый прямоугольник. Такую 
форму пластической зоны, особенно при поперечном 
сдвиге, и преимущественное направление распростра-
нения трещины вдоль ее оси можно наблюдать как в 
численных, так и в лабораторных экспериментах. В свя-
зи с этим в работе [22] для уточнения выражения попе-

речника зоны предразрушения обосновывается введе-
ние в соотношение (8) поправочного коэффициента m . 
Для определения величины этого коэффициента необ-
ходимо использовать непосредственно данные числен-
ного либо лабораторного эксперимента. 

Теперь систему уравнений (4), (6), равносильную 
исходной системе уравнений (1), (2) при указанном вы-
боре выражений для нормального напряжения ( ,0)y x , 

раскрытия трещины 2 2 ( )xv v  и КИН I I IK K K   , 

можно записать в виде 

  2
arccos 1 1 0s rl Y Y

l

                
, (9) 

 22
arccos 1 0sl Y h

l

               
, (10) 

где Y     – безразмерная критическая нагрузка, 

/ 2d   , 22 / 32sh mlcY  . Величина 5с   для 

плоского напряженного состояния и 
2 2(5 8 8 ) / (1 )с         для плоской деформации, по-

тому что для поперечника a  зоны пластичности можно 

принять 2 25 / 4sa l Y   в условиях плоского напряжен-

ного состояния и 2 2 2(5 8 8 ) / 4sa l Y       в условиях 

плоской деформации [28]. Расчеты показывают, что для 
любого значения коэффициента Пуассона 0 0,5    

для плоской деформации выполняется неравенство 
3,6 5с  , причем 3,6с   при 0,34.   Исключая 

выражение в фигурных скобках из системы уравнений 
(9), (10), находим точное выражение для критической 
длины зоны предразрушения 

 
2

(1 )r

h

Y


 

  
.  (11) 

Используя приближение  arccos 1 / 2 /l l    , 

погрешность которого не превышает 5 % при 
0 / 0.55l   , запишем систему уравнений (9), (10) 
в виде  

  2
2 1 0s rY l Y

 
          

, (12) 

 22
2 0sY l h

 
         

. (13) 

Заменяя   в (12) выражением (11), получим 
квадратное уравнение относительно  , из которого 
найдем приближенное значение критической разру-

шающей нагрузки 22 / (2 4 )rY f f gh       , где 

sf Y l  , 2 2g   . Возвращаясь к исходным пере-

менным, запишем эту формулу в виде  
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1

2
1 1 .

2 2
s

r

Y l mc
Y

d





  
          

 (14) 

Величина  , когда перед корнем выбирается знак 

«+», соответствует квазихрупкому разрушению 
( / 1l  ), величина   соответствует квазивязкому 

типу разрушения [22]. Формула (14) предлагаемой мо-
дели имеет смысл, если 2 / ( )mc    для однородного 

материала.  
Из приближенного уравнения (12) получим выра-

жение 

 
( )rf Y

g

  
  ,  (15) 

а из уравнения (13) получим два значения 

 
2

2

4

h

f f gh



 

 
, (16) 

причем квазихрупкому типу разрушения соответствует 

 , когда в равенстве (16) перед корнем выбирается 

знак «  », квазивязкому типу разрушения соответствует 

 . Интересно отметить, что, выбирая любое из при-

ближенных выражений (15) или (16), получим из систе-
мы уравнений (12), (13) точно такое же выражение для 
критической разрушающей нагрузки, какое дается фор-
мулой (14). А исключая выражение в больших круглых 
скобках из приближенной системы уравнений (12), (13), 
получим для критической длины   зоны предразруше-
ния такое же выражение (11), какое получено из точной 
системы уравнений (9), (10). Напомним, что уравнения 
(9), (12) так же, как исходное уравнение (1), выполня-
ются для любых нагрузок   вблизи граничных точек 
зоны пластичности (точка 1' на рис. 1, b). Поэтому для 
любых нагрузок  , при которых возникает зона пла-
стичности в окрестности вершины трещины, справед-
лива и формула (15), которая является следствием ра-
венства (12). Однако уравнения (10) и (13) так же, как 
и уравнение (2), выполняются только для критических 
разрушающих нагрузок. Кроме того, приближенные 
выражения (6) и (8) для раскрытия трещины 2 ( )v  

и критического раскрытия *  вносят дополнительную 
погрешность в уравнения (10), (13), которые использу-
ются при выводе формул (11) и (16). Таким образом, 
получена формула (14) для критической разрушающей 
нагрузки и три различные формулы (11), (15), (16), вы-
ражающие критическую длину зоны предразрушения 
через критическую нагрузку. Результаты численного 
моделирования подтверждают применимость формулы 
(15) во всем диапазоне нагрузок. 

В выражении критической нагрузки (14) возможен 
предельный переход при 0  , что позволяет рас-

сматривать разрушение хрупких материалов (в таких 
материалах зона предразрушения отсутствует: 0  ). 

С использованием необходимого критерия разрушения 
(1) в случае хрупкого разрушения критические напря-
жения вычисляются по формуле 

 

1

0
0

2
r s

l
Y Y

d


 

    
 

. (17) 

Проанализируем выражение критической нагрузки 
(14) более подробно. Коэффициенты sY  и rY  характери-

зуют геометрию образца и полностью определяются 
шириной пластины 2L  и длиной трещины 02l . Пара-

метр   определяется по (  )-диаграмме материала 

пластины. Параметр c  определяется коэффициентом 
Пуассона. Поэтому исследуем зависимость критической 
нагрузки от оставшихся двух параметров: характерного 
линейного размера структуры материала d  и попра-
вочного коэффициента m . Для любой длины трещины 

выполняется неравенство 0 1       , причём ра-

венство      выполняется лишь в том случае, когда 

подкоренное выражение в (14) равно нулю, то есть 

 2 1mc   . А равенство 0 1        выполняет-

ся лишь для трещины нулевой длины.  
При возрастании параметра d  возрастает и   

(квазихрупкий сценарий) и   (квазивязкий сценарий). 

Оказывается, для любого 0d d   можно так выбрать 

d d , что для трещины любой длины критические 

нагрузки   и   совпадут, то есть    d d      . 

В этом случае d  и d  связаны соотношением  

   22

1 1d t t d    ,   2t mc   . (18)  

Наибольшее значение множителя   22

1 1 t t   

равно 1 и достигается при 1t  , тогда выполняются ра-

венства d d d    и    
1

2

2
s

r

Y l
d d Y

d



   

 
     

 
, 

что легко видно из выражения (14).  
При возрастании параметра m  возрастает и   

(квазихрупкий сценарий), а   – убывает. И равенство 

     выполняется только тогда, когда  2m c   .  

Рассмотрим процесс деформирования при посте-
пенном нагружении 0 1   . Если необходимый кри-

терий (1) не выполняется ( 0   ), то нелинейные эф-

фекты не проявляются, исходная длина трещины 02l  не 

меняется. В случае, если в достаточном критерии (1), 
(2) условие (1) выполнено, а условие (2) – нет, имеет 
место докритическое состояние системы, при котором 
наблюдается устойчивое увеличение длины модельной 
трещины 02 2 2l l   . Первое соотношение в доста-
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точном критерии (1), (2) определяет движение вершины 
модельной трещины. Если условия (1), (2) выполнены, 
то система переходит в критическое состояние. Бли-
жайшая к вершине трещины структура разрушается, 
поскольку длина зоны предразрушения достигает кри-
тического значения (11), (16). При     неустойчи-

вость критического состояния нелинейной системы 
очевидна. Соотношение (2) определяют обрыв силовых 
связей в ближайшей к вершине реальной трещины 
структуре зоны предразрушения. Таким образом, кри-
тические нагрузки, вычисленные по необходимому (17) 
и достаточному (14) критериям разрушения, являются 
нижней и верхней оценками критических нагрузок рас-
сматриваемой нелинейной системы. 

На рис. 3 приведены диаграммы разрушения, полу-
ченные по необходимому критерию (17) (кривая 1 – 
график функции 0 , хрупкое разрушение) и по доста-

точному критерию (14) (кривая 2 – график функции  , 

квазихрупкое разрушение; кривая 3 – график функции 

 , квазивязкое разрушение). Плоскость ( , )l L   раз-

бивается кривыми 1, 2 (или 1, 3) на три области. В об-
ласти I длина исходной трещины не меняется (трещина 
устойчива), в области II увеличивается на величину, 
равную длине зоны предразрушения (трещина подрас-
тает, оставаясь устойчивой), в области III увеличивается 
катастрофически (трещина неустойчива). Для удобства 
практического приложения длина трещины 2l  на рис. 3 
отнесена к ширине пластины 2L . Вычисления были 
проведены при следующих значениях параметров: 

0,7d   мм, 0,33  , 2,5.   

 

Рис. 3. Диаграммы разрушения, полученные по необходимому 

критерию (кривая 1 – 0 ) и по достаточному критерию  

(кривая 2 –  , кривая 3 –  ) 

Fig. 3. Fracture diagrams obtained by the required criterion (curve 

1 – 0 ) and by the sufficient criterion (curve 2 –  , curve 3 –  ) 

 
3. Компьютерное моделирование 

 
Воспользуемся методом конечных элементов для 

численного моделирования реальной формы пластиче-
ской зоны в окрестности вершины трещины. Рассмот-

рим квадратную пластину единичной толщины с цен-
тральной внутренней трещиной в условиях плоского 
деформированного состояния, растягиваемую напряже-
ниями  , приложенными на кромке (см. рис. 1, а). 

Геометрические размеры пластины: ширина 2 100L   

мм, длина трещины 2l  варьировалась от 12 до 48 мм. 
В силу наличия двух плоскостей симметрии при конеч-
но-элементном анализе моделируется 1/4 пластины. 
Mатериал пластины предполагается идеально упруго-
пластическим со следующими характеристиками: мо-
дуль Юнга 200Е   ГПа, коэффициент Пуассона 

0,25  , предел текучести Y 400   МПа. 

Расчетная область покрывалась равномерной сеткой 
из четырехугольных элементов размером 0,02 мм с ли-
нейной аппроксимацией перемещений. Отношение раз-
мера элемента в окрестности вершины трещины к ее 
длине в самом неблагоприятном случае ( 6l  мм) равно 
1/300, что соответствует рекомендациям, приведенным 
в [30]. В процессе нагружения внешняя нагрузка   

монотонно возрастала по линейному закону от нуля до 

Y . При уровнях нагружения Y 0,2      в окре-

стности вершины трещины возникают большие пласти-
ческие деформации. Поэтому задача решалась в теку-
щей лагранжевой постановке с учетом физической и 
геометрической нелинейности на основе общих уравне-
ний механики деформируемого твердого тела [31] с ис-
пользованием в качестве меры напряжений тензора на-
пряжений Коши, а в качестве меры деформаций – тен-
зора логарифмических деформаций Генки. 

Численный расчет базировался на следующих опре-
деляющих соотношениях теории пластического тече-
ния, справедливых при больших деформациях. Пусть 
v u  – вектор скорости материальных частиц дефор-

мируемого тела; u  – вектор перемещения; d  – симмет-
ричный тензор скорости деформаций; s  – симметрич-
ный тензор напряжений Коши. Кинематические соот-
ношения (связь тензора скорости деформаций с 
тензором градиента скорости) имеют вид 

T1
( )

2
  d v v , где Tv  – тензор градиента скорости; 

  – пространственный набла-вектор. Основная гипоте-
за теории пластического течения, позволяющая в опре-
деляющих соотношениях одновременно учесть упругую 
и пластическую составляющие деформаций, состоит в 
аддитивном представлении тензора скорости деформа-

ций e p d d d , где ed  и pd  – упругая и пластическая 
составляющие тензора скорости деформаций, которые 
определяются из законов упругого и пластического де-
формирования. Для изотропных материалов эти состав-
ляющие определяются из закона Гука (для упругой со-
ставляющей тензора скорости деформаций) и ассоции-
рованного закона пластичности: 

 : : ( ),H E e E p p F
c


    


s C d C d d d

s
.  (19) 
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Здесь Hs  – объективная производная Хилла тензора 

напряжений Коши s : trH      s s w s s w s d , 

T1
( )

2
  w v v  – кососимметричный тензор вихря, 

EC  – тензор четвертого ранга закона Гука для изотроп-
ной упругой среды, компоненты которого в декартовой 
системе координат имеют вид: 

1
( )

1 2 1 2
E
ijkl ik jl il jk ij kl

E               
C ,  

ij  – дельта-функция Кронекера, E  – модуль Юнга,   – 

коэффициент Пуассона. В (19) введена скалярная функ-
ция текучести ( )F s  такая, что уравнение ( ) 0F s  оп-

ределяет поверхность текучести в пространстве компо-
нент тензора напряжений Коши. Параметр c  определя-
ет мгновенное состояние деформирования материала 
(упругое или пластическое): 

0, если 0 или 0 и : 0,

1, если 0 и : 0.

F F
c

F

  
   

n d

n d
  

Здесь n  – вектор внешней нормали единичной дли-
ны к поверхности текучести в пространстве компонент 
тензора напряжений s : 

 

1

21
, :

F F F
k

k

         
n

s s s
.  (20) 

Скалярный параметр 0  , введенный в (19), опре-
деляется в соответствии с заданным законом упрочне-
ния. Окончательно формулы определяющих соотноше-
ний упругопластичности можно записать в виде: 

 :H EPs C d ,  (21) 

где ( )EP E c g  C C n n  – тензор четвертого ранга, 

скалярная функция g  зависит от модуля Юнга, коэф-

фициента Пуассона, второго инварианта тензора на-
пряжений и закона упрочнения [31]. Значение скаляр-
ного параметра 0c   определяет упругое деформиро-
вание материала (включая разгрузку от достигнутого 
пластического состояния), а значение 1c   включает 
пластическое течение материала. 

Определяющие соотношения (21) являются нели-
нейными относительно тензора скорости деформаций 

d , так как тензор четвертого ранга EPC  зависит от d . 
Запись определяющих соотношений пластичности в 
виде (21) позволяет для случая квазистатического де-
формирования дать вариационную формулировку зада-
чи и получить симметричную матрицу касательной же-
сткости в конечно-элементных формулировках уравне-
ний. Для получения конкретного вида тензора 

четвертого ранга EPC  в (21), кроме функции g , требу-

ется задать выражение функции текучести ( )F s , с по-

мощью которой определяется тензор второго ранга n  
в (20). В модели упругопластического материала с ус-
ловием текучести Мизеса эта функция записывается 

в виде 2 2 2
1 2 3 1 2 2 3 3 1 Y( )F             s , где 

1 , 2 , 3  – главные напряжения тензора напряжений  

Коши s . 
Расчет напряженно-деформированного состояния 

пластины выполнялся в пакете конечно-элементного 
анализа MSC.Marc 2020 [32]. Использовались стандарт-
ные 4-узловые элементы с линейной аппроксимацией 
перемещений (тип 11, класс quad4 по классификации 
MSC.Marc). 

В качестве примера на рис. 4 показана полученная в 
расчетах одна из пластических зон перед вершиной 
трещины длиной 2 24l   мм. Здесь приведено распре-
деление эквивалентных пластических деформаций 

2 / 3p p p
ij ij     ( p

ij  – компоненты тензора пластических 

деформаций), при уровне нагружения 

Y/ 0.27     . Контурные полосы на рисунке огра-

ничены диапазоном 5 310 10   для более детальной 
прорисовки распределения эквивалентных пластиче-
ских деформаций. Форма пластической зоны на рис. 4 
( 0, 27  ) напоминает известный лепесток, приводи-

мый в классических монографиях по теории пластично-
сти для иллюстрации малых пластических деформаций 
[27; 28; 33].  

 

Рис. 4. Форма пластической зоны для трещины длиной 
2 24l   мм при 0,27   

Fig. 4. The shape of the plastic zone for a crack with a length  
of 2 24l   mm at 0,27   

Для обработки данных численного эксперимента 
зададим значение параметра 3  . На каждом шаге по 

нагрузке   в результате анализа изолиний пластиче-
ских зон определим поперечник зоны предразрушения 

( )E Ea a  , раскрытие трещины 2 2 ( )E E v v  и длину 

зоны предразрушения ( )E E    . Раскрытие модель-

ной трещины 2 Ev  вычислим как удвоенное смещение 

ближайшего к точке 1M  узла сетки (см. рис. 2, b). Под 

величиной 2 Ev  понимается разрыв упругих смещений 
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у основания пластической зоны при x   . Длину E  

пластической зоны найдём как разность наибольшей из 
всех абсцисс граничных точек зоны пластичности и 
абсциссы вершины трещины. Нижний индекс Е отмеча-
ет величины, полученные в численном эксперименте. 

Критическое значение раскрытия трещины *
E  устано-

вим по формуле  *
1 0 0E E Ea a       , где 

0 Y / E   . Находим два последовательных шага по 

нагрузке, в одном из которых выполняется неравенство 
*2 E E v , а в другом – неравенство *2 E E v . Путем 

интерполяции определим нагрузку S , при которой 

раскрытие трещины 2 Ev  становится равным критиче-

скому раскрытию *
E . Полученное значение S  являет-

ся критической нагрузкой по достаточному критерию 
(1), (2). В вершине реальной трещины выполнено усло-
вие (2) деформационного критерия разрушения. Таким 
образом, для трещин полудлины 6l  , 12, 18, 24 мм 

получены значения критической нагрузки 0,343;S   

0,261; 0,210; 0,172 соответственно. 
 

4. Сравнение численных и аналитических  
результатов 

 

Заметим, что уравнения механики деформируемого 
твердого тела [31], используемые при численном моде-
лировании методом конечных элементов, не содержат 
характерный линейный размер d  структуры материала. 
При дискретизации расчетной области естественным 
образом вводится структурный параметр, совпадающий 
с размером конечного элемента. Если методом конеч-
ных элементов решаются уравнения механики дефор-
мируемого твердого тела для материалов со структурой, 
то необходимо, чтобы размер конечного элемента не 
превышал характерного линейного размера структуры 
материала. В задачах с сингулярностью поля напряже-
ний отсутствует сходимость метода конечных элемен-
тов к точному решению: напряжения в окрестности 
вершины трещины (3) стремятся к бесконечности при 
стремлении расстояния до вершины к нулю, поэтому ни 
о какой сходимости не может быть и речи. В подобных 
задачах нельзя устремлять размер конечного элемента к 
нулю, а, наоборот, следует ограничивать его снизу зна-
чениями примерно 1/ 200 1/ 400  от длины трещины 
[30]. Сравнения с точными (аналитическими) решения-
ми показывают, что отношение 1/200 дает для конечно-
го элемента с квадратичной аппроксимацией смещений 
погрешность не более 1 %, что вполне достаточно для 
инженерных приложений. Кроме того, при численном 
моделировании остается неопределенным значение па-
раметра 1  – максимальное относительное удлинение 

диаграммы деформирования материала (см. рис. 1, b). 
Наоборот, уравнения (9), (10) или приближенные урав-
нения (12), (13) аналитической модели содержат вели-

чины d  и 1 , причем величина d  входит только в 

уравнения (9) и (12), а величина 1  входит только в 

уравнения (10) и (13). Поэтому предлагается следую-
щий алгоритм сравнения численных результатов из раз-
дела 4 и результатов, которые можно получить с помо-
щью аналитической модели (12), (13).  

1. Полагаем характерный линейный размер равным 
размеру элемента перед вершиной трещины 0,02d   

мм. Задаем значение параметра  , например 3  , и 

полудлину трещины, например, 6l   мм.  
2. Используя результаты численного моделирования 

с привлечением достаточного критерия аналитической 
модели, вычисляем для заданного   критическую на-

грузку S , как показано в конце предыдущего пункта.  

3. По найденному значению S  определяем по 

формуле (15) соответствующее ему значение S . 

4. Из соотношения (11) аналитической модели на-
ходим величину поправочного коэффициента m .  

5. Имея значение m , получаем возможность спрог-
нозировать по формуле (14) критическую разрушаю-
щую нагрузку   для других длин трещины. Выбор 

между   и   определяется значением S , найденным 

в численном (или лабораторном)  эксперименте: если 

S    , то критическая нагрузка для других длин тре-

щины прогнозируется по  ; если S    , то прогноз 

выполняется с помощью  .  

Таким образом, предлагаемая процедура, исходя из 
сведений для трещины заданной длины, позволяет по-
строить прогноз критических нагрузок для трещин про-
извольной длины. Результаты для сравнения возможно-
стей аналитической модели и численного подхода при-
ведены в табл. 1.  

Таблица 1 

Численные и аналитические результаты  
прогнозирования 

Table 1 

Numerical and analytical results of forecasting 

l , мм S  S , мм m  6  12  18  24  

6 0,343 0,7635 0,1499 0,343 0,256 0,205 0,165 
12 0,261 0,9381 0,1461 0,349 0,261 0,209 0,168 
18 0,210 1,005 0,1447 0,351 0,263 0,210 0,170 
24 0,172 1,044 0,1418 0,356 0,267 0,213 0,172 

 
В табл. 1 через 6 , 12 , 18 , 24  обозначены крити-

ческие нагрузки по достаточному критерию для трещин 
полудлины 6l  , 12, 18 и 24 мм соответственно. В каж-

дой строке таблицы одна из нагрузок 6 , 12 , 18 , 24  

найдена из численного расчета при 3   и 0,02d   

мм, а три остальных являются прогнозом. Например, 
для трещины полудлины 6l   мм найдены значения 
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6 0,343S    , 0,7635S   мм и значение поправоч-

ного коэффициента 0,1499m  . Затем, используя зна-

чение m , вычислены значения 0,0415   (квазихруп-

кий сценарий) и 0,343   (квазивязкий сценарий). 

Так как 0,343S     , то для трещины полудлины 12, 

18 и 24 мм значения нагрузок 12 , 18 , 24  предсказы-

ваются по формуле (14) с  . Аналогично для осталь-

ных длин трещин.  
В целом прогнозирование критической нагрузки по 

формуле (14) аналитической модели можно считать 
хорошим, так как погрешность не превышает 4 %, что 
вполне допустимо с инженерной точки зрения. Инте-
ресно отметить, что если вместо приближенной систе-
мы уравнений (12), (13) решать численно нелинейную 
систему уравнений (9), (10), то для 6l   мм, 

6 0,343S     найдём 0,7475S   мм 0,1483m   и 

затем 12 0, 257  , 18 0,206  , 24 0,166.   То есть от-

личие от данных в первой строке табл. 1 не больше, чем 
на единицу в третьей значащей цифре.  

Таблица 2 

Критические нагрузки 0  и   для трещины  

полудлины 6l   мм 

Table 2 

Critical loads and for crack half-length mm 

  6  12  18  24  

  0,343 0,256 0,205 0,165 

  0,0415 0,0289 0,0225 0,0181 

0  0,0387 0,0269 0,0209 0,0169 
 

В табл. 2 приведены результаты прогнозирования 
нагрузки 0  (формула (17), хрупкое разрушение),   

(формула (14), квазихрупкое разрушение),   (формула 

(14), квазивязкое разрушение) по исходным данным 
0,343S  , 0,1499m   для трещины полудлины 6l   

мм. Соответствующие графики представлены на рис. 3: 
кривая 1 – хрупкий сценарий, кривая 2 – квазихрупкий 
сценарий, кривая 3 – квазивязкий сценарий. Из таблицы 
видно, что   почти в десять раз больше 0 , а   от-

личается от 0  мало. Длина   зоны предразрушения, 

вычисленная по формуле (15) при квазихрупком разру-

шении, равна 510  мм для всех длин трещины, что 
плохо согласуется с результатом численного моделиро-
вания S  (см. третью колонку табл. 1).  

Если воспользоваться приближением 1 1 2x x   , 

то выражение (14) критической нагрузки можно упро-
стить без существенной потери точности: 
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В табл. 3 приведены результаты прогнозирования 
нагрузки   (формула (22), квазихрупкое разрушение) 

и   (формула (23), квазивязкое разрушение) для пла-

стины с трещиной полудлины 12l  , 18 и 24 мм по ис-

ходным данным 0,343S  , 0,1499m   для трещины 

полудлины 6l   мм. Действительно, отличие значений 

нагрузки   по сравнению с данными табл. 2 незначи-

тельно. Погрешность вычисления нагрузки   заметнее 

(около 5 %), но вполне допустима с инженерной точки 
зрения.  

Таблица 3 

Критические нагрузки   и   для трещины  

полудлины 6l   мм, вычисленные по упрощенным 
формулам (22), (23) 

Table 3 

Critical loads and for a crack half-length mm,  
calculated by simplified formulas (22), (23) 

  6  12  18  24  

  0,359 0,269 0,215 0,174 

  0,0413 0,0287 0,0224 0,0180 

 
Интересно отметить, что вычисленный по формуле 

(18) характерный линейный размер структуры материа-
ла d  при 0,02d   мм, 0,1499m   оказался равен 

3,324d   мм. Следовательно, в этом случае 

   d d       во всём диапазоне длин трещины. 

Кроме того, длина   зоны предразрушения, вычислен-
ная по формуле (15) при квазихрупком разрушении для 

3,324d   мм, оказалась равной 0.0045  мм, что бо-

лее реалистично, чем 510  мм для 0,02d   мм. Итак, 

численно-аналитическое моделирование разрушения 
исследуемой пластины при 3   показало следующее: 

если 0,02d   мм, то пластина разрушается по квази-

вязкому сценарию (кривая 3 на рис. 3), а при 3,324d   

мм – по квазихрупкому.  
 

5. Обсуждение результатов 
 
Выбор параметра осреднения d  необходимого кри-

терия (1) в определенной мере субъективен [33]. Зона 
радиуса d , где напряженное состояние определяет мо-
мент инициации трещины, больше сингулярной, поэто-
му только значения коэффициента интенсивности на-
пряжений IK , как характеристики напряженно-

деформированного состояния, теперь уже недостаточно. 
Будем рассматривать эту зону не как область, где реа-
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лизуется процесс микроповреждений, пластических 
деформаций, микроразрушений, а как область, где на-
пряженное состояние по известным решениям теории 
упругости за счет перераспределения внутренних уси-
лий определяет момент разрушения. Размер осреднения 
d  считается характеристикой материала и зависит от 
других характеристик материала: разрушающих напря-
жений для образца без трещины и характеристики тре-
щиностойкости. Для относительно длинных трещин, 
принимая во внимание асимптотику поля напряжений в 
окрестности вершины трещины, можно получить оцен-
ку параметра d  в виде 

2

I2 c

c

K
d

 
    

, 

где IcK  – критический коэффициента интенсивности 

напряжений, c  – предел прочности материала на рас-

тяжение. Необходимость осреднения напряжений свя-
зывают с образованием зоны предразрушения, в кото-
рой происходит перераспределение напряжений и из-
менение физико-механических свойств материала. 
Размер этой зоны d  сопоставим с размерами структур-
ных составляющих материала и намного меньше разме-
ров пластины, длины трещины и т.п. [34; 35]. Инте-
гральный критерий Нейбера – Новожилова (1) относит-
ся к структурным критериям разрушения. Присутствие 
в критерии параметра осреднения d  означает, что про-
цесс разрушения обладает собственной структурой, ко-
торая в общем случае не обязательно связана со струк-
турой материала.  

При компьютерном моделировании размер конеч-
ного элемента в окрестности вершины трещины необ-
ходимо согласовывать с параметром d . Достаточно 

нескольких элементов по длине d , чтобы получить ре-
шение с приемлемой точностью. Сильно сгущать сетку 
у вершины не нужно, поскольку в задачах с сингуляр-
ностью поля напряжений отсутствует сходимость мето-
да конечных элементов к точному решению. Интегри-
рование напряжений по интервалу d  устраняет особен-
ность в вершине трещины и приводит к конечным 
значениям осредненных напряжений, а для них уже 
сходимость имеет место. Как показали численные экс-
перименты, уменьшение размера конечного элемента до 
0,01 мм при том же интервале осреднения 0,02d   мм 

привело к незначительному изменению результатов.  
Параметр m , найденный в численном эксперимен-

те, характеризует отклонение реального поперечника 
пластической зоны от модельной величины a , входя-
щей в соотношение (8). Естественно предположить, что 
в аналитической модели (12), (13) величина m  попра-
вочного коэффициента не должна зависеть от длины 
трещины. Приведенные в таблице значения 0,146m  , 

полученные при прогнозировании длин четырех тре-

щин, подтверждают это предположение. Точность вы-
числения параметра m  зависит от точности определе-

ния критической нагрузки S  и соответствующей ей 

критической длины S  зоны предразрушения. Значение 

параметра m  зависит от величины выбранного интер-

вала осреднения d , а также от точности определения 
границы пластической области в численном расчете, 
которая, в свою очередь, зависит от размера конечных 
элементов. Прямоугольник со сторонами   и a  хоро-
шо аппроксимирует зону пластичности при плоском 
напряженном состоянии (см. рис. 1, b), но плохо – при 
плоской деформации (см. рис. 2, b).  

 
Заключение 

 
Полученные простые структурные формулы (11), 

(14)–(16) можно применять для прогнозирования кри-
тической разрушающей нагрузки Y/     и оценки 

длины зоны предразрушения   при нагружении по 
первой моде (нормальный отрыв) в структурированных 
материалах при плоском напряженном состоянии и при 
плоской деформации. Указанные формулы выражают 
величину нагрузки   и длины   через длину трещины 

2l  с использованием следующих четырех параметров: 

d  – характерный линейный размер структуры материа-

ла, 0  и 1  – параметры   -диаграммы деформиро-

вания, m  – поправочный коэффициент. Эти четыре па-
раметра подбираются по результатам лабораторного 
эксперимента или численного моделирования, например, 
так, как показано в данной работе. Можно поступить 
наоборот, зная из эксперимента критическую нагрузку   
и длину зоны разрушения  , применив вышеизложен-
ный алгоритм, получить значение структурного парамет-
ра d . Форму и размеры пластической (длину   и попе-
речник a ) в эксперименте можно получить методом 
корреляции цифровых изображений [36]. 

Подробный анализ выражения (14) критической на-
грузки   показал следующее. Для двух пластин, отли-

чающихся лишь характерным линейным размером d  
структуры материала так, что выполняется равенство 
(18), критические нагрузки   (квазихрупкое разруше-

ние) и   (квазивязкое разрушение) совпадают, то есть 

   d d       во всём диапазоне длин трещины. Для 

двух одинаковых пластин равенство      выполня-

ется тождественно лишь тогда, когда  2 1mc   .  

В целом рассматриваемую аналитическую модель 
можно использовать при исследовании деформирования 
и разрушения конструкций из структурированных ма-
териалов с различными упругими свойствами. Это по-
зволит уменьшить количество лабораторных или чис-
ленных экспериментов, необходимых для оценки раз-
рушающей нагрузки. 
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