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 Работа посвящена численному анализу одноосного нагружения образца из механиче-
ского метаматериала. Структура механического метаматериала построена из кольца и 
четырех связок, составляющих тетрахиральную структуру. Особенность подобной структу-
ры заключена в скручивании образца под силовой нагрузкой. Рассмотрены два метода 
соединения ячеек в метаматериале: «присоединение» и «внахлест». Метод соединения 
ячеек «присоединение» увеличивает толщину некоторых элементов внутренней структуры 
образца, что позволяет рассматривать это как топологический дефект метаматериала.
Соединение методом «внахлест» позволяет экономить базовый материал, из которого 
построена тетрахиральная структура. Различия в структуре при построении трехмерного 
образца приводят к существенному изменению его характеристик. Численное решение 
задачи осуществляется в трехмерной постановке с использованием метода конечных
элементов. Определяющее соотношение, описывающее поведение модели, соответствует
закону Гука. Численное моделирование одноосного нагружения образцов позволило полу-
чить результаты их механического отклика и проанализировать эффективные свойства 
метаматериалов. Топологический дефект в виде утолщения элементов внутренней струк-
туры приводит к различию линейных размеров образцов. Увеличенная толщина в местах 
соединения элементарных ячеек также привела к уменьшению эффективной плотности 
образца из метаматериала. Этот же образец продемонстрировал тройное увеличение 
значения модуля упругости. Большая способность к сопротивлению деформированию 
привела к уменьшению эффекта скручивания по сравнению с образцом, ячейки которого
соединялись методом «внахлест». Полученные результаты позволят программировать 
механическое поведение и свойства образцов из метаматериала. 
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 The paper is devoted to the numerical analysis of uniaxial loading of a sample of the me-
chanical metamaterial. The structure of the mechanical metamaterial is constructed of a ring and 
four ligaments, which make up a tetrachiral structure. The peculiarity of such a structure consists
in torsion of the sample under the force load. Two methods of connecting cells in the
metamaterial are considered: "adjoining" and "overlapping". The "adjoining" method of joining
cells increases the thickness of the internal structure of the sample, which allows us to consider it
as a topological defect of the metamaterial. The "overlapping" method saves the base material
from which the tetrachiral structure is constructed. Differences in the structure when constructing 
a three-dimensional sample result in a significant change in the characteristics of the sample.
Numerical solution of the problem is performed in a three-dimensional formulation using the finite 
element method. The constitutive relation describing the behavior of the model corresponds to
Hooke's law. Numerical simulation of uniaxial loading made it possible to obtain the results of
mechanical response and to analyze the effective properties of metamaterials. A topological 
defect in the form of a thickening of the internal structure elements led to a difference in the linear
dimensions of the two samples. The increased thickness of the unit cell connection elements
resulted in a decrease in the effective density of the metamaterial sample. The same sample 
showed a triple increase in the value of the elastic modulus. The greater ability to resist defor-
mation resulted in a reduced twist effect compared to the sample whose cells were joined by the
"overlapping" method. The results obtained will make it possible to program the mechanical be-
havior and properties of the metamaterial sample. 
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Введение 

 
Существующие технологии 3D-печати дали прекрас-

ную возможность изготавливать структуры сложной 
геометрической формы, используя непосредственно их 
цифровые модели [1; 2]. В последнее время создание 
структур ассоциируется с метаматериалами, физико-
механические свойства которых зависят от искусственно 
выбранной архитектуры и в меньше степени от химиче-
ского состава базового материала. Это нашло большой 
отклик в инженерной отрасли [2], а также в биомедицин-
ских приложениях [3]. Проектировать поведение струк-
тур возможно, изменяя параметры структуры [4], внедряя 
топологические дефекты [5; 6] или изменяя способ со-
единения ячеек, при создании образцов [7]. 

Использование тетрахиральной структуры в куби-
ческой ячейке известно с работ Френцель (Frenzel) и др. 
[8]. Тетрахиральность определяется наличием кольца 
и четырех связок. Хиральность – это свойство предмета 
не накладываться на свое зеркальное отображение, она 
бывает лево- и правосторонней. Тетрахиральная струк-
тура очень интересна с конструкционной точки зрения 
благодаря ауксетическому свойству [9–12]. В сравнении 
с двухмерными хиральными метаматериалами, трех-
мерные хиральные метаматериалы гораздо сложнее по 
конфигурации и труднее в изготовлении, поэтому ис-
следований трехмерных хиральных структур мало. Тет-
рахиральная структура обладает скручиванием при од-

ноосном силовом нагружении, что соответствует нетри-
виальному механическому отклику. Поэтому часто 
трудно или даже невозможно определить и понять 
свойства таких метаматериалов. Математическое моде-
лирование является благоприятным инструментом ис-
следования до 3D-печати образцов, позволяя экономить 
время и средства. Численные результаты помогают 
также определить оптимальную структуру. Хиральные 
3D-кубические решетки были разработаны и численно 
проанализированы в [13]. На основе двумерных тетра-
хиральных сот Фу и др. предложили трехмерную орто-
тропную хиральную структуру путем ортогональной 
сборки [14]. Используя хиральный механизм наклонных 
стержней в [15; 16], были разработаны трехмерные хи-
ральные и антихиральные ауксетические метаматериа-
лы. В работах Duan et al. [17] были также предложены 
трехмерные хиральные ауксетические метаматериалы. 
В настоящее время количество структур с эффектом 
«силовое нагружение – скручивание» велико и количе-
ство работ по разработке новых структур с этим эффек-
том постоянно возрастает [18–33]. 

В нашей предыдущей работе было показано влия-
ние параметров тетрахиральной структуры на механи-
ческое поведение метаматериалов [4]. Развитие этой 
идеи позволило обратить внимание на такую проблему, 
как топологические дефекты в метаматериалах. Иссле-
дованию топологических дефектов посвящены работы 
Меуссен (Meeussen) и др., где рассматриваются струк-
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туры в двухмерном случае [5; 6]. В отличие от них, на-
стоящая работа посвящена исследованию топологических 
дефектов в трехмерном образце из метаматериала. Если 
удается выявить преимущества топологических дефектов, 
они могут активно использоваться при создании метама-
териалов на основе интеллектуальной тетрахиральной 
структуры. Под интеллектуальной структурой понимается 
такая структура, свойствами которой можно управлять, 
достигая необходимые механические свойства. 

Целью настоящей работы является исследование 
механического поведения образцов из метаматериала 
с интеллектуальной тетрахиральной структурой. Будет 
численно исследоваться механический отклик при ква-
зистатическом одноосном нагружении образцов из ме-
таматериала с тетрахиральной структурой, построенных 
разными способами соединения элементарных ячеек, 
приводящим к присутствию или отсутствию топологи-
ческих дефектов. 

 
1. Геометрическая модель 
 
1.1. Тетрахиральная структура 

 
Рассмотрим эскиз тетрахиральной структуры, пред-

ставленный на рис. 1. Простой хиральный элемент со-
стоит из кольца и прилегающих к нему по касательной 
связок (ребер). Он может иметь несколько связок и назы-
ваться в соответствии с их количеством. К примеру, тет-
рахиральный элемент имеет четыре связки (рис. 1, а). 
Геометрия структуры вписана в квадрат со стороной l. 

 

 
а b 

Рис. 1. Построение структуры элементарной ячейки  
метаматериала: a – хиральная структура;  

b – элементарная ячейка 

Fig. 1. Schematic of the metamaterial unit cell structure:  
a – the chiral structure; b – the unit cell 

Как показано на рис. 1, а, шесть параметров опреде-
ляют геометрию тетрахиральной структуры, где l – 
длина ячейки, t – ширина ребра, h – толщина ребра, 

2 1

1
( ),

2
r r r   r2 – внешний радиус кольцевого элемента, 

r1 – внутренний радиус кольцевого элемента, θ – угол 
наклона ребра. Толщина ребра элементарной ячейки 
появляется при экструдировании геометрии эскиза 
вдоль оси Z. Угол θ строится от воображаемой линии, 

проведенной из вершины ребра к кольцу по касатель-
ной. Значения параметров тетрахиральной структуры 
метаматериала, рассмотренного в данной работе, пред-
ставлены в табл. 1. 

Элементарная ячейка метаматериала обладает куби-
ческой формой, гранями которой являются тетрахираль-
ные структуры. Следующий шаг к созданию образца из 
метаматериала – это соединение элементарных ячеек. 

Таблица 1 

Параметры тетрахиральной структуры  
метаматериала 

Table 1 

Structural parameters of the tetrachiral metamaterial 

l, мм t, мм h, мм r1, мм r2, мм 
5 5 5 12,5 17,5 

 
1.2. Способы соединения элементарных  
ячеек в образце 

 
Один из способов соединения элементарных ячеек 

в образце из метаматериала – adjoining, представляет со-
бой присоединение одной ячейки к другой (рис. 2, а).  

 

a 

 

b 

Рис. 2. Методы соединения ячеек в трехмерном образце  
из метаматериала: a – «присоединение»; b – «внахлест» 

Fig. 2. Methods of connecting cells in the sample of the 
metamaterial: a – «adjoining»; b – «overlapping» 

Видно, что толщина области соединения двух ячеек 
равна удвоенной толщине ребра. Описанные особенно-
сти позволяют полагать, что в конечном образце из ме-
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таматериала будут наблюдаться топологические дефекты 
в виде утолщений внутренних структур. В трехмерном 
пространственном случае соединяются восемь ячеек. 

Второй способ – overlapping, представлен на рис. 2, б. 
Данный способ не приводит к утолщению областей со-
единения ячеек. Видно, что край первой ячейки также 
является краем соседней ячейки. Этот метод характери-
зуется слиянием краев от соседних ячеек в точке соеди-
нения. Область соединения ребер из восьми клеток не 
имеет утолщения, что отмечается в области. Разумно 
ожидать, что этот метод будет более экономичным, бла-
годаря отсутствию удвоенных краев ячеек. При по-
строении необходимо соблюдать расположение тетра-
хиральных структур. Это необходимое условие для кон-
тролируемого механического поведения и связано 
с различием лево- и правосторонней хиральности. 

 
2. Математическая модель 

 
Постановка краевой задачи выражается системой 

уравнений теории упругости для интересующих нас полей 
перемещений ui и напряжений σij в трехмерной постанов-
ке. Система включает уравнения равновесия, соотношения 
Коши для определения деформаций через перемещения 
и определяющие соотношения (закон Гука) [34]. 

Базовый материал считается изотропным и одно-
родным и, следовательно, характеризуется двумя мате-
риальными константами. В данной работе для упругих 
постоянных были приняты следующие значения: 
E = 2,6 ГПа – модуль Юнга, ν = 0,4 – коэффициент Пу-
ассона. Приятые значения констант соответствуют 
ABS-пластику. Свойства метаматериалов в большей 
степени зависят не от значений упругих модулей, а от 
геометрии макроструктуры метаматериала. 

В работе рассмотрена задача одноосного нагруже-
ния образца из механического метаматериала вдоль оси 
Y. Для этого на нижней грани образца из метаматериала 
были наложены условия жесткой заделки, а на верхней 
грани задавалось перемещение, соответствующее про-
дольному сжатию на 3 %. 

Численное моделирование проводилось методом 
конечных элементов. Элементарную ячейку рассматри-
ваем как систему стержней (балок), которые при расче-
те методом конечных элементов моделируем как сово-
купность трехмерных твердотельных элементов. Де-
формирование образца происходит без контактных 
взаимодействий составляющих его элементов. 

 
3. Результаты 

 

3.1. Механическое поведение образца  
из метаматериала 

 
Тетрахиральная структура обладает уникальной 

конструкционной особенностью – при одноосном на-
гружении реализуется её скручивание вокруг кольца. 
В трехмерном случае при одноосном нагружении обра-

зец из механического метаматериала за счет своей тет-
рахиральной структуры и дополнительной вращатель-
ной степени свободы скручивается вдоль оси приложе-
ния силы, то есть в плоскости, перпендикулярной оси 
нагружения, наблюдается поворот сечений. В силу это-
го происходит отклонение узловых точек на величину 
x = z. Из имеющихся значений x (или z) и d – дли-
ны основания образца метаматериала, можно опреде-
лить угол поворота сечения α (рис. 3). Исходя из гео-
метрических соображений, имеют место следующие 
формулы: 

2
sin ;

x

d


    arcsin(sin )  радиан ;    

  180
 радиан  ( ).    


 

 

Рис. 3. Определение угла вращения 

Fig. 3. Determining the rotation angle 

 
3.2. Угол поворота образца из метаматериала 

 
Рассмотрим образцы из метаматериала, которые об-

разованы соединением 81 кубической элементарной 
ячейки (9 ячеек вдоль оси Y и по 3 ячейки вдоль осей X 
и Z) разными способами, о которых шла речь выше.  

В случае adjoining было получено значение угла 
скручивания образца 7.86 °, в то время как образец из 
метаматериала, полученного методом overlapping, обла-
дал большим углом скручивания, равным 12,84 °. Полу-
ченные результаты различаются на 37 %, что является 
существенной величиной. Результаты численного моде-
лирования также представлены в табл. 2. 

 
3.3. Эффективная плотность метаматериала 

 
По построенным геометрическим моделям образ-

цов и зная плотность базового материала (1080 кг/м3), 
можно определить эффективную усредненную плот-
ность образцов, полученных разными методами со-
единения элементарных ячеек. Для метода adjoining 
эффективная плотность метаматериала трехмерного 
образца равна 130 кг/м3, а для overlapping – 164 кг/м3, 
т.е. примерно на 27 % больше для заданных геометри-
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ческих параметров образца из метаматериала. Резуль-
таты аналитического расчета эффективной плотности 
также представлены в табл. 2. 

 

3.4. Модуль упругости образца  
из метаматериала 

 

Ранее в начале раздела было показано, что метод ad-
joining проявляет скручивание хуже, несмотря на то что 
эффективная плотность у него меньше. Кроме этих дан-
ных интерес представляют также упругие характери-
стики, поэтому был рассчитан эффективный модуль 
Юнга для обоих случаев. В случае adjoining было полу-
чено значение 6,49 ГПa. В то время как у образца из 
метаматериала, полученного методом overlapping, на-
блюдается снижение эффективного упругого модуля до 
2,18 ГПа, что почти в 3 раза меньше. Результаты расче-
тов также представлены в табл. 2. 

 

4. Обсуждение 
 
Все результаты, полученные в данной работе, по-

мещены в табл. 2 для комплексного рассмотрения и 
ясного различия двух методов получения образца из 
метаматериала. Сопоставляя характеристики, можно 
обнаружить интересную особенность – соединение яче-
ек методом overlapping привело к увеличению эффек-
тивной плотности, несмотря на то, что количество базо-
вого материала уменьшилось. 

По предположениям авторов образец, обладающий 
большей эффективной плотностью, должен был скру-
чиваться на меньший угол поворота, но результат ока-
зался обратным. Утолщение внутренних структур в об-
разце, полученном методом adjoining, приводит к 
уменьшению угла скручивания. В образце, полученным 
методом overlapping, угол скручивания при одноосном 
нагружении больше, а значение эффективного модуля 

Юнга меньше, что свидетельствует о более податливом 
поведении. Данный вывод сформулирован, исходя из 
определения податливости как свойства материала под-
вергаться большей деформации (смещению) при при-
ложении нагрузки. 

Таблица 2 

Различия в характеристиках метаматериала  
для двух методов соединения ячеек 

Table 2 

Differences in the metamaterial characteristics  
for two methods of cell connection 

Тип соединения ρэфф, кг/м3 α, ° E, ГПа 
Присоединение 130 7,86 6,49 

Внахлест 164 12,84 2,18 
 

Заключение 
 
В данной работе численно рассмотрены два типа 

соединения элементарных ячеек в метаматериале. По-
лученные два образца проявили отличное друг от друга 
механическое поведение. Авторы связывают это с тем, 
что при соединении ячеек методом adjoining в стержне 
образуются топологические дефекты в виде удвоенной 
толщины внутренних структур. Данная специфика при-
водит к тому, что образцы проявляют различную эф-
фективную плотность. В образце, в котором эффектив-
ная плотность больше, наблюдалось более податливое 
поведение – увеличение эффекта «нажатие – скручива-
ние» и меньший эффективный модуль Юнга. 

Из полученных результатов можно заключить, что 
при изменении внутренней структуры стержня из мета-
материала можно достичь запланированное механиче-
ское поведение. Это важно в качестве рекомендаций по 
созданию образцов из метаматериала для натурных ис-
пытаний. 
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