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 Рассматриваются симметричная и антисимметричная плоские задачи о действии ос-
циллирующей нагрузки на границе упругой изотропной нанотонкой полосы. Наноразмер-
ность полосы учитывается введением поверхностных напряжений по теории Гуртина –
Мурдоха. Согласно данной теории, принимается, что на торцах полосы помимо внешних 
нагрузок действуют также поверхностные напряжения, которые описываются «поверхно-
стным» законом Гука. В такой модели интегральные свойства упругого материала полосы
с наноразмерной толщиной становятся отличными от свойств материала тела обычной 
размерности, что характерно для задач наномеханики.  

Для решения поставленных задач использовалась стандартная техника, включающая 
применение принципа предельного поглощения, преобразования Фурье по бесконечно 
протяженной координате и теории вычетов для нахождения обратного преобразования 
Фурье. Показано, как можно получить решения в виде рядов по собственным волнам, в
которых волновые числа определяются как корни соответствующих дисперсионных урав-
нений.  

Для конкретного примера были изучены дисперсионные соотношения и построены 
графики первых дисперсионных кривых. Проанализировано поведение частот запирания, 
изменение волновых чисел и зон существования обратных волн при различных нанораз-
мерных толщинах полосы. Результаты проведенного анализа показали, что для ультра-
тонкой полосы поверхностные эффекты оказывают существенное влияние на дисперсион-
ные соотношения, причем тенденции изменения дисперсионных кривых могут существен-
но отличаться для различных мод и толщинах полосы. 
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OF AN ELASTIC ISOTROPIC LAYER IN THE PRESENCE OF SURFACE STRESSES 

Т.I. Kalinina1, A.V. Nasedkin2 

1South-Russian State Polytechnic University (NPI) named after M.I. Platov, Novocherkassk, Russian Federation 
2Southern Federal University, Rostov on Don, Russian Federation 

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 03 March 2022 
Approved: 09 February 2023 
Accepted for publication:  
05 April 2023 

 In this paper, symmetric and antisymmetric plane problems about the action of oscillating
load on the boundary of an elastic isotropic nanothin layer are considered. The nanoscale layer
thickness is considered by introducing surface stresses in accordance with the Gurtin-Murdoch 
theory. According to this theory, it is assumed that, in addition to external loads, surface stresses
act on the layer boundaries, which are described by Hooke's “surface” law. As a result, the prop-
erties of the elastic material of the layer with nanoscale thickness become different from the 
properties of the material of a regular-sized body, which is typical for nanomechanics problems.  

A standard technique was used for the solution of formulated problems, including the appli-
cation of limiting absorption principle, the Fourier transform over infinitely extended coordinate
and the theory of residues for finding the inverse Fourier transform. It is shown how it is possible 
to obtain solutions in the form of series in natural waves, in which the wave numbers are defined 
as the roots of the corresponding dispersion equations. 

For a specific example, dispersion relations were studied and graphs of the first dispersion
curves were plotted. The behavior of barrier frequencies, changes in wave numbers and zones of 
existence of backward waves at different nanoscale layer thicknesses are analyzed. The results 
of the analysis showed that for an ultrathin layer, surface effects have a significant impact on the
dispersion relations, and the trends in the dispersion curves can differ significantly for different 
modes and layer thicknesses. 
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Введение 

 
Как известно, наноразмерные тела проявляют свой-

ства, отличные от соответствующих свойств тел обыч-
ных размеров. Для объяснения этого эффекта и для 
предсказания поведения наноразмерных тел разработа-
но несколько моделей, которые активно используются в 
настоящее время. Как отмечалось в обзорных работах 
[1–4], основными классами моделей наномеханики яв-
ляются: модели, основанные на методах молекулярной 
динамики; нелокальные модели; градиентные модели 
теории упругости; различные модели поверхностной 
упругости; эмпирические инженерные зависимости ме-
жду модулями и характерными размерами. В данной 
работе используется одна из наиболее простых и попу-
лярных модель поверхностной упругости Гуртина – 
Мурдоха [5–7]. Как и другие, эта модель отражает раз-
мерный фактор, который здесь связан с возрастанием 
отношения площади поверхности тела к объему при 
переходе на наноуровень.  

Модель поверхностной упругости Гуртина – Мур-
доха точнее называть моделью поверхностных напря-
жений и инерционных нагрузок. Применительно к ди-
намическим задачам для полуограниченных тел эти 
эффекты могут проявляться на свободных поверхностях 
или на интерфейсных границах раздела сред с различ-
ными свойствами.  

Задачи о распространении упругих волн в упругих 
полуограниченных средах при наличии поверхностных 

напряжений в рамках модели Гуртина – Мурдоха ис-
следовались в [6; 8–23] и в других работах. Преломле-
ние и отражение волн различных типов через границу 
с поверхностными напряжениями и инерционными на-
грузками было изучено основоположниками теории 
в [6; 18].  

Среди задач об установившихся колебаниях для 
конкретных полуограниченных сред в силу своей про-
стоты наиболее исследованы антиплоские задачи. Так, 
в [10; 12; 17] были рассмотрены антиплоские задачи для 
полупространства, в [11] – для двух полупространств, 
в [15; 18; 19] – для слоистого полупространства, в [16; 
22; 23] – для слоя, в [13] – для составного слоя. Для этих 
задач в [10; 12] было проведено сравнение модели Гур-
тина – Мурдоха с другими моделями поверхностной 
упругости и с дискретными моделями, а в [11; 17; 21] 
предполагался также неидеальный контакт и шерохова-
тость на границах. Более сложные двумерные задачи 
изучались в [8; 9; 14; 18; 19] для полупространства 
и слоя, причем в [9] рассматривался анизотропный ма-
териал. В [20] была исследована задача для цилиндри-
ческого волновода. 

Модели поверхностной упругости были распро-
странены на тела со связанностью механических и элек-
трических полей. Соответствующие динамические за-
дачи об установившихся колебаниях пьезоэлектриче-
ских полуограниченных сред с дополнительной 
поверхностной связанностью электромеханических по-
лей рассматривались в [24–31], а аналогичные задачи 
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для магнитоэлектрических сред – в [32–34]. Как отме-
чалось в [35; 36], такие модели могут быть как электро-
механически связанными, так и несвязанными.  

Проведенные исследования показали, что поверх-
ностные эффекты могут существенно изменять диспер-
сионные зависимости и волновые поля по сравнению 
с классическими задачами. Так, появляются дополни-
тельные поверхностные волны, усиливается дисперсия 
и зависимости волновых чисел от толщины покрытий. 
Однако, несмотря на проведенные исследования, мно-
гие вопросы, связанные с кинематикой и энергетикой 
волн в полуограниченных средах при наличии поверх-
ностных эффектов, остаются малоизученными.  

В настоящей работе рассматриваются плоские задачи 
об установившихся колебаниях упругой изотропной по-
лосы при наличии поверхностных напряжений и инерци-
онных эффектов по модели Гуртина – Мурдоха. Подоб-
ные задачи исследовались в [8], но при нулевых внешних 
воздействиях. Кроме того, здесь, в отличие от [8], основ-
ное внимание уделено анализу дисперсионных соотно-
шений в форме зависимостей частоты от волновых чисел 
для симметричных и антисимметричных задач. 

 
1. Постановка задачи 

 
Предположим, что упругая изотропная среда 

c плотностью ρ  и с модулями Ламе  ,   занимает слой 

 1 2 3,  2 2,  V x h x h x        . Будем считать, 

что в плоскости 1 2Ox x  существует возможность поста-

новки двумерной задачи о плоской деформации. Тогда 
в слое (полосе) генерируется поле перемещений, завися-
щее от пространственных переменных 1x , 2x  и време-

ни t , причем у вектора механических перемещений име-
ется только две ненулевых компоненты:  

 1 2, ,0u uu ,  1 1 1 2, ,u u x x t ,  2 2 1 2, ,u u x x t . 

Уравнения движения для плоской задачи теории 
упругости имеют вид:  

 11,1 12,2 1u    , 22,2 12,1 2u    , (1) 

где компоненты напряжений 11 , 12  и 22  связаны с 

перемещениями 1u  и 2u  по обычным формулам: 

 11 1,1 2,22 u u       ,  12 1,2 2,1u u    , 

 22 1,1 2,22u u       .  

Предположим, что полоса V  является ультратон-

кой, и на ее гранях 2 2x h   на отрезке 1x a  дейст-

вуют нормальные поверхностные нагрузки 2f
 , причем 

2 0f    при 1x a . Тогда в соответствие с теорией 

поверхностных напряжений Гуртина – Мурдоха [5–7] 
можно принять следующие граничные условия:  

 22 2f
  , 12 11,1 1

s su     , 2 2x h   . (2) 

В (2) предполагается наличие на границе полосы 

поверхностных напряжений 11
s  и поверхностных 

инерционных нагрузок для среды с поверхностной 

плотностью s . Поверхностные напряжения 11
s  связа-

ны с компонентой перемещения 1u  поверхностным за-

коном Гука  11 1,12s s s u     , где s , s  – поверх-

ностные модули Ламе. 
Будем рассматривать два вида внешних нагрузок 

2f
 . Для симметричной задачи примем, что 

2 2 2f f f   , а для антисимметричной задачи будем 

считать, что 2 2.f f    

Предположим, что источник колебаний 2f  осцил-

лирует с круговой частотой  : 

 2 1 1( , ) ( ) i tf x t f x e  . (3) 

Тогда при действии источника (3) для перемещений 

ju  существует режим установившихся колебаний:  

  1 2, i t
j ju v x x e  , 1,  2j  . (4) 

Далее будем записывать задачу относительно ком-

плексных амплитуд 1v  и 2v , опуская множитель i te   и 

сам термин «комплексная амплитуда». Для определен-
ности рассмотрим антисимметричную задачу, для кото-
рой уравнения движения (1), определяющие соотноше-
ния и граничные условия (2) можно представить в виде:  

 2
11,1 12,2 1v     , 2

22,2 12,1 2v     , (5) 

 11 1,1 2,22 v v       ,  12 1,2 2,1v v    ,  

  22 1,1 2,22v v       , (6) 

 22 f  , 2
12 11,1 1

s s v     , 2 2x h  , (7) 

  11 1,12s s s v     . (8) 

Для симметричной задачи соотношения (5)–(8) со-
храняются, за исключением первого равенства (7), ко-
торое при 2 2x h   надо заменить на следующее: 

22 f  .  

Отметим, что при 0s s    , 0s   задача (5)–(8) 

является обычной задачей о плоских колебаниях поло-
сы без поверхностных эффектов, решение которой из-
вестно [37; 38]. Анализ показывает, что поверхностные 

модули s , s  и s  отличаются по размерности от 

соответствующих объемных модулей  ,   и  . Так, 
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в системе Си   и   измеряются в Н/м2,   – в кг/м3, 

тогда как s  и s  измеряются в Н/м, а s  – в кг/м2. 

Данные многочисленных экспериментов показывают, 
что значения соответствующих объемных и поверхно-
стных величин оказываются сопоставимыми 

( ~ /s d  , ~ /s d  , ~ /s d  ) при характерных раз-

мерах d  порядка 910  (м) и меньше. В рассматривае-

мой задаче таким пространственным параметром d  

является толщина полосы h , и поэтому можно ожидать, 
что поверхностные эффекты будут оказывать влияние 
только при наноразмерных значениях h . 

Для выделения единственного решения используем 
принцип предельного поглощения [37], согласно кото-
рому перейдем к ε-задаче, заменив в (5), (7) веществен-
ную частоту   на комплексную частоту i    , 

0 1   , а 1v  и 2v  в (5)–(8) на 1v   и 2v   соответст-

венно. Тогда по принципу предельного поглощения 
решением исходной задачи будет являться предел ре-
шения ε-задачи: 1 1

0
limv v 


 , 2 2
0

limv v 


 .  

 
2. Аналитические решение 

 
Применив к ε-задаче интегральное преобразование 

Фурье по координате 1x   

  1
2 1 2 1

1
, ( , )

2
i x

j jV x v x x e dx



 



 
  , 1,  2j  , 

из (5)–(8) получим 

 

   

   

2
2 22 1

1 12
2 2

2
2 22 1

2 22
22

2 ,

2 ,

V V
V i V

x x

V V
i V V

xx

  
          

 


            

 (9) 

    2
1

2
2

V
i V F

x


       


, 2 2x h  , (10) 

  2 21
2 1 1

2
2s s sV

i V V V
x

 
            

,  

 2 2x h  , (11) 

где     1
1 1

a
i x

a

F f x e dx



   .  

Для ε-задач вместо частоты   надо использовать 

комплексную частоту i    , а также можно 

снабдить величины jV ,   и зависящие от них даль-

нейшие обозначения нижним индексом  . Однако для 
компактности формул здесь и далее эти обозначения 
не вводятся. 

Решение системы дифференциальных уравнений (9) 
будем искать в форме 

1 1 2 1 1 2 2 2 2 2 2 2ch sh ch shj j j j jV A x B x A x B x        ,  

 1,  2j  , (12) 

где 
2

2
1 2

1c


    , 

2
2

2 2
2c


    , 1

2
c

  



, 

2c





. 

Используя граничные условия (10), (11), для сим-
метричной задачи находим коэффициенты ijA  и ijB

 
 из 

(12) в виде  

 

2 2
1 2

11

sh ch
2 2

,

h h
iF d

A
D

       
 

 
, 

 

1 1
2 1 1

21

2 sh ch
2 2

,

h h
iF d

A
D

     
 

 
, 

12 22 0A A  , 11 21 0B B  ,  

 1
12 11

i
B A





, 22 21

2

i
B A





, (13) 

где  

   2 2 1 2
2 1 2, ch ch

2 2

h h
D d d

 
      , (14) 

  2 2
1 2s s sd        ,  

 2 21 2 1 2
2 1 2ch sh 4 sh ch

2 2 2 2

h h h h
d

   
      , (15) 

 
2

22


   


. (16) 

С учетом (13) решение (12) можно записать сле-
дующим образом: 

1 11 1 2 21 2 2ch chV A x A x    , 

1
2 11 1 2 21 2 2

2
sh sh

i i
V A x A x

 
   

 
. 

Тогда применение обратного преобразования Фурье 
дает решение ε-задачи в виде: 

    1
1 1 2 11 1 2 21 2 2

1
, ch ch

2
i xv x x A x A x e d


 




    
  ,(17) 

 

 

1

2 1 2

1
11 1 2 21 2 2

2

,

1
sh sh .

2
i x

v x x

i i
A x A x e d




 





  
        


 (18) 
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Аналогично для антисимметричной задачи полу-
чим: 

11 21 0A A  , 

 

2 2
1 1 2

12

ch sh
2 2

,

h h
F d

A
D

       
 

 
, 

 

2 1 1
1 1

22

2 ch sh
2 2

,

h h
F d

A
D

     
 

 
,  

   2 2 1 2
3 1 2, sh sh

2 2

h h
D d d

 
      , (19) 

 2 21 2 1 2
3 1 2sh ch 4 ch sh

2 2 2 2

h h h h
d

   
      . (20)

 В результате решение ε-задачи для антисимметрич-
ного случая будет иметь вид: 

 

 

1

1 1 2

2
12 1 2 22 2 2

1

,

1
sh sh ,

2
i x

v x x

ii
A x A x e d




 





 
         


 (21) 

    1
2 1 2 12 1 2 22 2 2

1
, ch ch

2
i xv x x A x A x e d


 




    
  .(22) 

Наконец, решения исходных задач находятся из 
(17), (18) и (21), (22) с учетом (13)–(16) и (19), (20)  пу-
тем применения методов контурного интегрирования по 
лемме Жордана, теории вычетов и выполнения пре-
дельных переходов при 0.    Поскольку подынте-
гральные выражения в (17), (18) и в (21), (22) являются 
мероморфными функциями, то решения будут пред-
ставлены в виде рядов по вычетам в полюсах. Послед-
ние являются нулями дисперсионных уравнений   

  , 0D    , (23) 

где функция  ,D    определена по (14)–(16) для сим-

метричного случая или по (19), (20) для антисиммет-
ричного случая.  

Для исследования дисперсионных уравнений удоб-
но перейти к безразмерным величинам 

1
1

v
v

h
 ,  2

2
v

v
h

 ,  1
1

x
x

h
 ,  2

2
x

x
h

 ,  


 


 ,  1  ,  

2

h

c


  ,  

s
s

h


 


 ,  

s
s

h


 


 ,  

1  , 
2
2

s
s c

h


 


 ,  h   ,  

 
2

2
1 1

2
h


     

  

 
 

,  

2 2
2 2h        ,   2 2 22h        . 

В этих безразмерных величинах дисперсионное 
уравнение симметричной задачи (23), (14)–(16) прини-
мает вид 

 
 22 2 21 2 1 2

1 2

2 1 2
1 2

2 ch sh 4 sh ch
2 2 2 2

ch ch 0,
2 2

d

   
      

 
  

       

  
 (24) 

где   2 2
1 2s s sd            . 

Если положить 0s  , 0s   и 0s  , то 1 0d  , и 

из (24) получаем дисперсионное уравнение классиче-
ской симметричной задачи для полосы [37; 38]: 

 22 2 21 2 1 2
1 22 ch sh 4 sh ch 0

2 2 2 2

   
      

        . 

Аналогично для антисимметричной задачи в без-
размерных координатах из (19), (20), (23) получим сле-
дующее дисперсионное уравнение 

 
 22 2 21 2 1 2

1 2

2 1 2
1 2

2 sh ch 4 ch sh
2 2 2 2

sh sh 0,
2 2

d

   
      

 
  

       

  
 (25) 

которое в отсутствии поверхностных эффектов ( 1 0d  ) 

принимает форму [37; 38]:  22 2 1 22 sh ch
2 2

 
  

    

2 1 2
1 24 ch sh 0

2 2

 
    

    . 

 
3. Численные результаты  

 
Примем, что материал полосы характеризуется уп-

ругими константами [7; 8]: 
922.5 10      (Н/м2), 

3000   (кг/м3), 37 10s     (Н/м), 38 10s     (Н/м) и 

47 10s     (кг/м2). В качестве внешнего источника (3) 

будем рассматривать сосредоточенную силу с безраз-

мерной амплитудой, равной единице: 1 1( ) ( )f x x  . 

На рис. 1 для симметричной (а) и антисимметрич-
ной (б) задач показаны дисперсионные кривые, отра-
жающие зависимости безразмерных вещественных вол-
новых чисел   от безразмерной частоты   и наоборот. 
Сплошными линиями изображены дисперсионные кри-
вые для классической задачи без поверхностных на-
пряжений и поверхностных инерционных нагрузок 
(кривые с индексом «c»), а штриховыми линиями – 
дисперсионные кривые для толщины полосы 10h   
(нм) с поверхностными эффектами (кривые с индексом 
«s»). Цифрой обозначен номер дисперсионной кривой.  

Анализ влияния поверхностных напряжений и по-
верхностных инерционных нагрузок на дисперсионные 
кривые проведем вначале для частот запирания (частот 
отсечки), т.е. для частот дисперсионных кривых   при 
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0  . Эти частоты для задач с поверхностными напря-
жениями и инерционными нагрузками обозначим через 

s
l , а для классических задач без поверхностных эф-

фектов – через l . 

 

а 

 

b 

Рис. 1. Дисперсионные кривые при толщине полосы 10h   
(нм): а – симметричная задача; b – антисимметричная задача 

Fig. 1. Dispersion curves for layer thickness 10h   (nm):  
symmetric problem (a), antisymmetric problem (b) 

 
Для симметричной задачи множество частот 0l   

задачи без поверхностных напряжений и инерционных 
нагрузок состоит из двух подмножеств: 2k k   , 

0, 1, 2,...k  , и  2 1 2m m        , 1, 2, ...m  , 

причем модули Ламе   и   здесь представлены в без-

размерной форме. Будем считать, что частоты запира-
ния 0l   задачи без поверхностных напряжений 

и инерционных нагрузок занумерованы в порядке воз-
растания. Тогда среди них частоты 2k k    

и  2 1 2m m         могут размещаться различ-

ным образом в зависимости от значений модулей Ламе. 
Например, для рассматриваемого случая безразмерные 

модули Ламе равны единице ( 1     ), и дисперсион-

ные кривые задачи без поверхностных напряжений 
и инерционных нагрузок, занумерованные на рис. 1, а, 
имеют следующие значения частот запирания: 1 0  , 

2 3   , 3 2   , 4 4   . Таким образом, здесь 

множеству 2k k    принадлежат частоты 1 0  , 

3 2   , 4 4   , а множеству  2 1 2m m         – 

частота 2 3   . 

Как можно строго показать, для симметричной за-

дачи частоты отсечки s
k k k      , 1, 2, ...k  , для 

0s   сдвигаются вниз относительно соответствующих 

частот 2k k    классической симметричной плоской 

задачи. В этом случае величины k  можно найти чис-

ленно из уравнения  tg
2

sk
k k


      . Однако час-

тота 0 0 0s      и безразмерные частоты 

 2 1 2s
m m m            не зависят от поверхност-

ных модулей и соответственно от толщины полосы. 
Действительно, как видно из рис. 1, а, в рассматривае-

мом случае частоты 1 0  , 2 3    не меняются при 

учете поверхностных напряжений и инерционных на-
грузок, а частоты 3 2   , 4 4    для задачи с по-

верхностными напряжениями и инерционными нагруз-
ками сдвигаются вниз.  

Аналогично для антисимметричной задачи без по-
верхностных эффектов множество частот 0l   состо-

ит из двух подмножеств:  2 1k k    , 1, 2, ...k  , 

и 2 2m m       , 0, 1, 2, ...m  .. Здесь после учета 

поверхностных эффектов неизменными остаются часто-

ты запирания 2 2s
m m m          , тогда как часто-

ты s
k k k      , соответствующие значениям 

 2 1k k    , уменьшаются на величину | |k . Для 

рассматриваемого случая, показанного на рис. 1, б, без-

размерные частоты 1 0  , 4 2 3    не меняются 

при учете поверхностных напряжений и инерционных 
нагрузок, а частоты 2   , 3 3    для задачи с по-

верхностными напряжениями и инерционными нагруз-
ками сдвигаются вниз.  

Из рис. 1 можно также заметить, что дисперсион-
ные кривые при учете поверхностных напряжений 
и инерционных нагрузок меняются различным образом. 
Так, значения частот первых дисперсионных кривых на 
рис. 1, а и б, для фиксированных волновых чисел 0   
при учете поверхностных напряжений и инерционных 
нагрузок уменьшаются наиболее сильно по сравнению с 
другими дисперсионными кривыми. Для симметричной 
задачи (рис. 1, а) дисперсионные кривые 1, 3 и 4 клас-
сической задачи лежат выше соответствующих кривых 
задачи с поверхностными эффектами, а для кривых 2 
наблюдается противоположная тенденция. Между тем 
для антисимметричной задачи все кривые 1–4 классиче-
ской задачи расположены выше соответствующих кри-
вых задачи с поверхностными напряжениями и инерци-
онными нагрузками.  

Отметим также, что учет поверхностных эффектов 
изменяет асимптоты первых дисперсионных кривых. 
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Так, в отсутствие поверхностных эффектов как для сим-
метричной, так и для антисимметричной задач в секторе 
    , 0   имеем асимптоту Rc    , где 1Rc   – 

безразмерная скорость волны Релея, которая является кор-

нем уравнения  22 2 22 4 1 / ( 2 ) 1 0R R Rc c c           . 

Между тем учет поверхностных напряжений и инерци-

онных нагрузок при ( 2 ) / /s s s        дает другую 

асимптоту s
Lc    , где ( 2 ) /s s s s

Lc         – безраз-

мерная скорость поверхностной продольной волны. 

Неравенство ( 2 ) / /s s s        в общем случае мо-

жет не выполняться, но здесь при принятых входных 

данных оно выполнено, причем 0,002.s
Lc   

Аналогично антиплоским задачам [22; 23], для пло-
ских задач с поверхностными напряжениями и инерци-
онными нагрузками представляет также интерес иссле-
дование свойств дисперсионных соотношений при раз-
личных толщинах полосы. Так, на рис. 2 для 
симметричной (а) и антисимметричной задач (б) приве-
дены первые дисперсионные кривые при различных 
толщинах h: штриховая кривая 1 построена для случая, 
когда 10h   (нм), штрихпунктирная кривая 2 – для 

300h   (нм), пунктирная кривая 3 – для 1800h   (нм), а 
сплошная кривая 4 описывает классический случай без 
поверхностных напряжений и инерционных нагрузок.  

    

а     b 

Рис. 2. Первые дисперсионные кривые при различных толщинах 
полосы: а – симметричная задача; b – антисимметричная задача 

Fig. 2. The first dispersion curves for different layer thicknesses: 
symmetric problem (a), antisymmetric problem (b) 

 
Из рис. 2 видно, что при увеличении толщины слоя 

дисперсионные кривые задач с поверхностными эффек-
тами приближаются к соответствующим кривым клас-
сической задачи, что и следовало ожидать. Однако из 
рис. 2 также видно, что первые дисперсионные кривые 
очень сильно меняются при наноразмерных толщинах 
полос. 

Аналогично, на рис. 3, 4 приведены соответственно 
вторые и третьи дисперсионные кривые для симмет-
ричной (а) и антисимметричной задач (б) при тех же 
различных толщинах h, что и для рис. 2 и с теми же ти-
пами пунктиров для дисперсионных кривых. 

       

а   b 

Рис. 3. Вторые дисперсионные кривые при различных толщинах 
полосы: а – симметричная задача; b – антисимметричная задача 

Fig. 3. The second dispersion curves for different layer thicknesses: 
symmetric problem (a), antisymmetric problem (b) 

 

Известно, что для классической задачи для опреде-
ленных частот в окрестности частот запирания кривизна 
дисперсионных ветвей становится отрицательной, что 
приводит к появлению обратных волн в полосе. В этих 
ситуациях дисперсионные ветви опускаются вблизи та-
ких частот запирания, что, например, наблюдается для 
второй дисперсионной кривой в симметричной задаче. 
Однако при наличии поверхностных напряжений и инер-
ционных нагрузок для всех рассмотренных значений 
толщин кривизна второй дисперсионной ветви является 
положительной. В антисимметричной задаче для второй 
дисперсионной кривой (рис. 3, б) обратные волны не на-
блюдаются как в классическом случае, так и при учете 
поверхностных напряжений и инерционных нагрузок. 

Как уже отмечалось и как видно из рис. 3, а, для 
симметричной задачи значения частот запирания при 
различных наноразмерных значениях толщины и в 
классическом случае для второй дисперсионной кривой 
совпадают. Кроме того, для симметричной задачи для 
фиксированных волновых чисел 0   при учете по-

верхностных напряжений частоты   увеличиваются по 
сравнению с классическим случаем. Для антисиммет-
ричной задачи (см. рис. 3, б) наблюдается обратный 
эффект, причем зависимость частот от толщины больше 
для антисимметричной задачи по сравнению с симмет-
ричной задачей. 

    

а   b 

Рис. 4. Третьи дисперсионные кривые при различных толщинах 
полосы: а – симметричная задача; b – антисимметричная задача 

Fig. 4. The third dispersion curves for different layer thicknesses: 
symmetric problem (a), antisymmetric problem (b) 
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Из графиков третьих дисперсионных кривых 
(рис. 4) видно, что отсутствие или наличие зон сущест-
вования обратных волн может существенно зависеть от 
поверхностных эффектов и наноразмерных толщин по-
лосы. Так, для симметричной задачи (рис. 4, а) в клас-
сическом случае, т.е. при больших толщинах, у третьей 
дисперсионной кривой нет участков с отрицательной 
кривизной. Затем при уменьшении толщины до 

1800h   (нм) и 300h   (нм) участки с отрицательной 
кривизной появляются. Однако при дальнейшем 
уменьшении толщины полосы до 10h   (нм) участки 
с отрицательной кривизной снова исчезают. Для анти-
симметричной задачи (рис. 4, б) явление отсутствия или 
наличия зон существования обратных волн в зависимо-
сти от поверхностных эффектов и наноразмерных тол-
щин полосы проявляется более монотонно. В классиче-
ском случае и при 1800h   (нм) имеются участки с от-
рицательной кривизной, а при меньших толщинах 

300h   (нм) и 10h   (нм) – их нет.  
Из рис. 4 также видно, что для третьих дисперсион-

ных кривых для фиксированных волновых чисел 0   
при учете поверхностных напряжений и инерционных 
нагрузок частоты   уменьшаются по сравнению 
с классическим случаем как для симметричной задачи, 
так и для антисимметричной.  

Таким образом, поверхностные напряжения, инер-
ционные нагрузки и значения наноразмерных толщин 
полосы могут оказывать противоположные эффекты 
для различных дисперсионных кривых симметричной и 
антисимметричной задач. Как уже отмечалось, эти эф-
фекты возникают только для ультратонких полос при 
их очень малых толщинах. Так, для принятых входных 
данных расчеты показывают, что при толщине полосы 

8000h   (нм) дисперсионные кривые при наличии по-

верхностных эффектов практически полностью совпа-
дают с кривыми классической задачи.  

 
Заключение 

 
Итак, в настоящей работе рассмотрены симметрич-

ная и антисимметричная плоские задачи об установив-
шихся колебаниях упругой изотропной нанополосы. 
Учет наноразмерности проводился по теории Гуртина – 
Мурдоха, согласно которой на торцах полосы учитыва-
лись поверхностные напряжения и инерционные на-
грузки. Стандартная техника, включающая принцип 
предельного поглощения, преобразование Фурье по 
бесконечной координате, и методы контурного интег-
рирования, как и в классических задачах без поверхно-
стных эффектов, позволяет получить решения в виде 
рядов по собственным волнам.  

Исследованы свойства первых дисперсионных кри-
вых, определяющих волновые числа распространяю-
щихся мод. При учете поверхностных напряжений 
и инерционных нагрузок обнаружен ряд особенностей 
в полученных решениях. Так, появляется асимптота 
у первой дисперсионной кривой, соответствующая по-
верхностной продольной волне. Существенно изменя-
ются зоны наличия или отсутствия обратных волн 
у различных дисперсионных кривых. Поверхностные 
эффекты при фиксированных волновых числах обычно 
приводят к уменьшению собственных частот, но на-
блюдаются также случаи увеличения собственных час-
тот. В соответствие со многими работами [8; 9; 16; 22; 
23] можно также отметить, что поверхностные напря-
жения и инерционные нагрузки оказывают заметное 
влияние только при очень малых наноразмерных значе-
ниях толщины полосы. 
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