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 При моделировании фильтрации жидкости в пористой среде принято считать коэф-
фициент фильтрации постоянным, в результате чего решение упрощается и сводится к 
краевой задаче для уравнения Лапласа. В настоящей работе строятся с помощью обоб-
щенного дискретного преобразования Фурье почти-периодические по Бору аналитические 
решения плоской задачи установившейся фильтрации жидкости в упругопористой кусочно-
неоднородной области. Область представляет собой полосу, состоящую нескольких слоев 
(полос) с различными упругими и фильтрационными характеристиками. В предположении, 
что коэффициент фильтрации упругопористой среды зависит от первого инварианта тен-
зора напряжений, считаем его линейно-зависимым от координаты, изменяющейся вдоль 
ширины полосы. Задача фильтрации сводится к решению системы дифференциальных 
уравнений в частных производных с заданными граничными условиями на верхней и ниж-
ней границах всей многослойной полосы и условиями на внутренних линиях раздела сред, 
которая, в свою очередь, сводится к решению задачи Коши для системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений Бесселя. Все решения в данной работе получены в виде 
абсолютно сходящихся рядов Бора – Фурье, коэффициенты которых выражаются через 
заданные функции. Смоделирована фильтрация жидкости в трехслойной полосе, состоя-
щей из слоев различных легких и достаточно упругопористых осадочных и магматических 
горных пород. Построены графики искомых механических параметров. Показана их сходи-
мость к граничным условиям и условиям на линиях раздела сред. 

В работе также приведены основные сведения, касающиеся свойств почти-
периодических функций и обобщенного дискретного преобразования Фурье, необходимые 
для более детального понимания проблемы. 
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 When modeling liquid filtration in a porous medium, it is assumed that the filtration coeffi-
cient is constant, as a result of which the solution is simplified and reduced to a boundary value 
problem for the Laplace equation. In this paper, the almost periodic of Bohr analytical solutions of 
the plane problem of steady-state liquid filtration in an elastic – porous piecewise inhomogene-
ous domain are constructed using a generalized discrete Fourier transform . The domain is a 
strip consisting of several layers (strips) with different elastic and filtration parameters. Assuming 
that the filtration coefficient of an elastic-porous medium depends on the first invariant of the 
stress tensor, we consider it linearly dependent on the coordinate varying along the bandwidth. 
The filtration problem is reduced to solving a system of partial differential equations with specified 
boundary conditions on the upper and lower boundaries of the entire multilayer strip and condi-
tions on the internal lines of the media interface, which in turn is reduced to solving the Cauchy 
problem for a system of Bessel ordinary differential equations. All solutions in this paper are ob-
tained in the form of absolutely convergent Bohr-Fourier series, the coefficients of which are 
expressed in terms of given functions. Fluid filtration in a three-layer strip consisting of various 
light and sufficiently elastic-porous sedimentary and igneous rock layers is modeled. Graphs of 
the desired mechanical parameters are constructed. Their convergence to boundary conditions 
and conditions on the interface lines of media is shown. 

The paper also provides basic information concerning the properties of almost-periodic func-
tions and the generalized discrete Fourier transform necessary for a more detailed understanding 
of the problem. 
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Введение 

 
Решение задачи установившейся фильтрации жид-

кости в среде с постоянным коэффициентом фильтра-
ции сводится к нахождению гармонической функции по 
ее граничным условиям и не представляет никаких 
сложностей. Достаточно подробно фильтрация в пори-
стых, как правило, дисперсных средах изучена в рабо-
тах [1–8], где предложен ряд методов (аналитических 
или численных) решения задачи в однородных и неод-
нородных пластах. И, действительно, говоря о фильтра-
ции, как правило, складывается представление о движе-
нии жидкости в грунтах. Но жидкость способна прони-
кать под действием гидравлического напора даже 
в упругие слабо пористые тела. Это подтверждается 
в работах [9; 10]. Например, при разработке угольных 
пластов для извлечения из кливажей метана применяют 
закачку под давлением воды с последующей откачкой, 
в результате чего изменяются свойства угля, и он может 
закупорить кливажи и затруднить извлечение газа [11]. 
Схожая проблема возникает при сооружении и эксплуа-
тации глубинных построек [12]. 

Ввиду того, что скорость распространения упругих 
возмущений в рассматриваемой среде выше скорости 
фильтрации, то изменение напряженного состояния 
упругой среды повлечет изменение коэффициента 
фильтрации. В работе [13] автором была выдвинута и 

доказана гипотеза о зависимости коэффициента филь-
трации от первого инварианта тензора напряжений. На 
самом деле зависимость водопроницаемости среды от 
возникающих на границе среды нагрузок – факт до-
вольно известный, проверенный экспериментально. 
Однако этот вопрос рассматривается, как правило, в 
контексте сжимаемости грунтов, который обусловлива-
ется фильтрационной консолидацией и «переупаков-
кой» частиц [14; 15]. На практике используются лабора-
торно полученные значения коэффициентов фильтра-
ции, которые могут не соответствовать реальным 
значениям и не давать математического описания среды 
в целом. В работах автора [13; 36] предложена четкая 
постановка краевой задачи фильтрации жидкости в сре-
де с переменным коэффициентом фильтрации, как ли-
нейной функции от первого инварианта тензора напря-
жения. В упругопористых средах изменение коэффици-
ента фильтрации будет происходить за счет изменения 
объема порового пространства. Таким образом, задачу 
можно свести к последовательному рассмотрению сна-
чала напряженного состояния среды, а затем к решению 
задачи фильтрации с переменным коэффициентом 
фильтрации. В данной работе сделаны предположения, 
в рамках которых коэффициент фильтрации в плоской 
задаче линейно зависит от вертикальной координаты.  

В данной работе решается плоская задача устано-
вившейся фильтрации в кусочно-неоднородной упруго-
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пористой области, представляющей горизонтальную 
полосу, состоящую из нескольких слоев – полос с раз-
личными упругими свойствами и различными линей-
ными по вертикальной координате коэффициентами 
фильтрации. Математическая постановка предполагает 
решение системы дифференциальных уравнений в 
частных производных с заданием на внешних границах 
многослойной полосы граничных условий и дополни-
тельных условий на внутренних линиях раздела слоев. 
Поставленная задача решается в классе почти-
периодических по Бору функций [16; 17] с помощью 
обобщенного дискретного преобразования (ОДФ), вве-
денного и изученного в [18; 19]. Построенный алгоритм 
представляет собой аналитический метод решения ши-
рокого класса задач математической физики. В работе 
[20] был описан алгоритм построения почти-
периодических в смысле Бора решений краевых задач 
для дифференциальных уравнений второго порядка с 
постоянными коэффициентами, а в [21] – проиллюстри-
рован алгоритм на задаче установившейся фильтрации в 
пористой среде с постоянным коэффициентом фильтра-
ции. В настоящей работе построены почти-
периодические в смысле Бора решения краевых задач 
для уравнений в частных производных произвольного 
порядка, в том числе с переменными коэффициентами 
применительно к моделированию установившейся 
фильтрации жидкости в кусочно-неоднородной среде.  

Довольно часто задачи математической физики ре-
шаются либо численно [22–27], либо аналитически с 
помощью преобразования Фурье, когда решения их за-
писываются в виде интегралов Фурье, что вызывает 
большие вычислительные трудности [28–33]. В данной 
работе решения получены в виде абсолютно сходящих-
ся рядов Бора – Фурье, коэффициенты которых выра-
жаются через заданные функции.  

Между теорией периодических и почти-периоди-
ческих функций есть много общего. Однако класс по-
чти-периодических функций гораздо шире, и, в отличие 
от периодических, для почти-периодических функций 
показатели Фурье могут иметь предельные точки на 
конечном расстоянии и лежать всюду плотно. 

 
1. Почти-периодические функции и обобщенное 
дискретное преобразование Фурье 

 
Приведем в этом разделе некоторые понятия и рас-

суждения, касающиеся почти-периодических функций и 
основного дискретного преобразования Фурье, которые 
необходимы для более детального понимания рассмат-
риваемой в работе проблемы. Более подробно с этими 
понятиями можно ознакомиться в [16–19].  

Множество почти-периодических по Бору функций 
Пw  состоит из функций вида 

 
1

( ) ,ni t
n

n
F t f e

∞
λ

=

= ∑  t−∞ < < +∞ ,  (1) 

причем соответствующая каждой такой функции после-

довательность { } 11n nf l∞
=
∈ 1, то есть справедливо 

1
n

n
f

∞

=

< ∞∑ . 

Множество wП  является банаховой алгеброй  
[16; 19]. Ряд (1) сходится абсолютно и равномерно при 

t−∞ < < +∞ .  
Поставим каждой функции ( ) wF t П∈  в соответ-

ствие функцию  

 1( ) lim ( ) ,
2

T
i t

T
T

f F t e
T

− λ

→∞
−

λ = ∫   (2) 

которая существует и отлична от нуля не более, чем для 
счетного множества действительных значений λ : 

1 2, , ,...nλ λ λ . Функция ( )f λ  задает счетное множе-
ство пар 

 ( ) ( ) ( ){ }1 1 2 2 1, , , ,... ,f f f lλ = λ λ ∈  ,n nf C R∈ λ ∈ .  (3) 

Таким образом, установлено взаимно-однозначное 
соответствие между почти-периодическими по Бору 
функциями (1) и двумерными последовательностями 
(3). Справедливо и обратное: для каждой функции 

1( )f lλ ∈  существует функция ( ) П ,wF t ∈  для которой 
выполнено (2).  

Определение. Равенство (1), по которому каждой 
последовательности 1( )f lλ ∈  ставится в соответствие 
функция ( ) wF t П∈ , называется дискретным преобразо-

ванием Фурье (ОДФ). Обозначение: ( )0( )F t W f= λ . 
Определение. Равенство (2) по которому каждой 

функции ( ) wF t П∈  ставится в соответствие двумерная 
последовательность 1( )f lλ ∈  называется обратным 

преобразованием Фурье. Обозначение: 1
0( ) ( )f W F t−λ = . 

Предложение. Если ( )F t  дифференцируема p раз и 

принадлежит вместе со своими производными ( )j

j
dF t

dt
 

до p порядка множеству wП , то 
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Если существует последовательность положитель-

ных чисел { } 11n n l∞
=
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го [ ],y a b∈ , то функции 
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,t a y b−∞ < < +∞ ≤ ≤ . Тогда коэффициенты последова-
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параметра y : 
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2. Решение уравнений в частных  
производных в классе  
почти-периодических функций 

 
Рассмотрим краевую задачу для дифференциально-

го уравнения в частных производных N-го порядка с 
постоянными коэффициентами 

 
0 0

( , ) ( , ).
kN k

k
m k m m

k m

u x ya g x y
x y−

= =

∂
=

∂ ∂
∑ ∑  (6) 

Граничные условия задаются в зависимости от осо-
бенностей моделируемого сценария.  

Требуется найти непрерывную функцию ( , )u x y , 

которая в полосе {( , ) , }D x y x a y b= −∞ < < +∞ ≤ ≤  
определена и удовлетворяет уравнению (6) с заданными 
граничными условиями, которые определяются особен-
ностями моделируемого сценария. 

Считаем, что функция, стоящая в правой части 
уравнения (6)  

( , ) ( ) ,ni x y
n w

n
g x y g y e Пλ= ∈∑  

а функции в граничных условиях принадлежат wП , то 
есть представимы в виде  

( ) .ni x
n

n
x e λΦ = ϕ∑  

Будем искать почти-периодические по Бору реше-
ния, принадлежащие множеству y

wП , то есть в виде  

( , ) ( ) .ni x
n

n
u x y u y e λ= ∑  

Если подействовать оператором 1
0W −  на уравнение 

(6), то получим линейное неоднородное дифференци-
альное уравнение N-го порядка с постоянными коэффи-
циентами: 

 ( )( )

0
( ) ( ),

N N
k mm k

n m n n
m k m

u y a i g y−

= =

λ =∑ ∑  (7) 

где nλ  – параметр. Решая полученные уравнения для 
каждого nλ , получим решение в виде 

( ) ( ) ( ),
1

( ) , , , ,
N

n n n n j j n n
j

u y u y q y y
=

= λ = ξ λ + ξ λ∑   

где ( ),j n yξ λ  – линейно независимые решения линей-

ного однородного уравнения, соответствующего урав-
нению (7), ( ),n yξ λ  – частное решение линейного неод-

нородного уравнения (7), ,n jq  – постоянные, которые 

определяются для каждого nλ  из условий на границах 
y a=  и .y b=  

Рассмотренный алгоритм решения уравнений может 
быть применен и для ряда дифференциальных уравне-
ний с переменными коэффициентами ( )k k

m ma a y= . Рас-
смотрим реализацию предложенного алгоритма для 
моделирования фильтрации жидкости с переменным 
коэффициентом фильтрации в многослойной полосе. 

 
3. Задача фильтрации с переменным  
коэффициентом фильтрации 

 
3.1. Обоснование переменности  
коэффициента фильтрации 

 
Как правило, при решении задач фильтрации жид-

кости в упругопористой среде коэффициент фильтра-
ции среды принято считать постоянным. В этом случае 
решение задачи значительно упрощается и сводится к 
решению краевой задачи для уравнения Лапласа. Одна-
ко в работе [13] была получена линейная зависимость 
коэффициента фильтрации упругопористой среды от 
первого инварианта тензора напряжений. То есть в 
плоском случае для коэффициента фильтрации спра-
ведливо 

0 (1 ( )),xx yyk k= + δ σ + σ  (1 )(1 2 ) ,
E

+ ν − ν
δ =  

где 0,k k  – скорректированный и теоретический коэф-
фициенты фильтрации упругопористой среды соответ-
ственно.  

Рассмотрим тяжелый упругопористый слой в при-
вычных обозначениях осей декартовой системы коор-
динат Oxy, на продольных границах которого 1y l=  и 

2y l=  заданы постоянные напряжения, не зависящие от 
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x (границы могут быть в том числе и свободны от 
напряжений). Считая, что ось Oy направлена вверх, ре-
шение плоской задачи теории упругости  

 

0,

0,

( ) 0,

xyxx

xy yy
Т

xx yy

x y

g
x y

∂τ∂σ
+ =

∂ ∂
∂τ ∂σ

+ −ρ =
∂ ∂
∆ σ + σ =

  (8) 

где Тρ  – плотность твердого тела, g  – ускорение силы 
тяжести, будет иметь вид 

0, ,xx xy yy Т gy cσ = τ = σ = ρ +  

где константа c определяется условиями на границе. 
Таким образом, коэффициент фильтрации предста-

вим в виде 
 ,k a y= + ε   (9) 

причем 0a y+ ε > для любого [ ]1 2,y l l∈ . 
Таким образом, задача плоской установившейся 

фильтрации в упругопористой среде с коэффициентом 
фильтрации (9) примет вид 

 ( )( ) 0,a y p∇⋅ + ε ∇ =   (10) 

где ∇  – оператор набла, c граничными условиями  

1 2( , ) 0, ( , ) ( ).p x l p x l x= = Φ  

Рассмотрим далее решение задачи плоской устано-
вившейся фильтрации в кусочно-неоднородной упруго-
пористой среде. 

 
3.2. Установившаяся плоская фильтрация  
жидкости в кусочно-неоднородной  
упругопористой среде 

 
Математическая постановка задачи. Найти не-

прерывные в каждой полосе 1, j jx l y l +−∞ < < +∞ ≤ ≤  

упругопористой области функции давления ( , )jp x y  

(без учета весомости жидкости), 1, ,j m=  удовлетворя-
ющие системе уравнений  

 ( )( )0 ( , ) 0.j j j jk a y p x y∇⋅ + ε ∇ =  (11) 

На верхней и нижней границах области заданы гра-
ничные условия 

1 1 1( , ) 0, ( , ) ( ).m mp x l p x l x+= = Φ  

На линиях раздела сред заданы условия 

( ) ( )
1 1 1

10 0
1 1 1 1 1 1 1

( , ) ( , ),

( , ) ( , ),

1, 1.

j j j j

j j
j j j j i j j j j j

p x l p x l

p p
k a l x l k a l x l

y y

j m

+ + +

+
+ + + + + + +

=

∂ ∂
+ ε = + ε

∂ ∂

= −

 

Считая, что функция ( )xΦ  представима в виде  

0
1

( ) ,ni x
n

n
x e

∞
λ

=

Φ = ϕ + ϕ∑  

решение системы (11) будем искать в виде 

 0, ,
1

( , ) ( ) ( ) .ni x
j j n j

n
p x y p y p y e

∞
λ

=

= +∑   (12) 

Решение. Подействуем оператором 1
0W −  на частные 

производные уравнений (11) и получим обыкновенные 
дифференциальные уравнения, приводимые к уравне-
ниям Бесселя [34] 

2
, , ,

1 0,n j n j n n j
j

p p p
b y

′′ ′+ − λ =
+

  

где .j j jb a= ε  

При 0 0λ =  получим  

1 2
0, ( ) ln( ).j j j jp y d d b y= + +  

При остальных nλ  получим 

( ) ( )1 2
, , 0 , 0( ) ( ) ,n j n j n j n j n jp c I b y c K b y= λ + + λ +  

где 0 0,I K  – функции Бесселя 1-го и 2-го рода нулевого 
порядка мнимого аргумента.  

Таким образом, решения системы дифференциаль-
ных уравнений (11) имеет вид 

( ) ( )

1 2

1 2
, 0 , 0

1

( , ) ln( )

( ) ( ) .n

j j j j

i x
n j n j n j n j

n

p x y d d b y

c I b y c K b y e
∞

λ

=

= + + +

 + λ + + λ + ∑
 

Постоянные 1 2 1 2
, ,, , ,j j n j n jd d с c  определяются из гра-

ничных условий и условий на линиях раздела сред как 
решения систем линейных алгебраических уравнений 

 

1 2
1 1 1 1
1 2

1 0
1 2 1 2

1 1 1 1 1

2 2
1 1 1

ln( ) 0,

ln( ) ,

ln( ) ln( ),

,

1, 1.

m m m m

j j j j j j j j

j j j j j j

d d b l

d d b l

d d b l d d b l

d k d k

j m

+

+ + + + +

+ + +

 + + =

 + + = ϕ
 + + = + +


ε = ε


= −

  (13) 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )
( )

1 2
,1 0 1 1 ,1 0 1 1

1 2
, 0 1 , 0 1

1 2
, 0 1 , 0 1

1 2
, 1 0 1 1 , 1 0 1 1

1 1
, 1

1 1 1 1

( ) ( ) 0,

( ) ( ) ,

( ) ( )

( ) ( ) ,

(

n n n n

n m n m m n m n m m n

n j n j j n j n j j

n j n j j n j n j j

j j j j
n j n

j j j j

с I b l с K b l

с I b l с K b l

с I b l с K b l

с I b l с K b l

k b l
с I

k b l

+ +

+ +

+ + + + + +

+

+ + + +

λ + + λ + =

λ + + λ + = ϕ

λ + + λ + =

= λ + + λ +

ε +
λ

ε +
( ) ( )

( ) ( )

2
1 , 1 1

1 2
, 1 1 1 1 , 1 1 1 1

) ( )

( ) ( ) , 1, 1,

j j n j n j j

n j n j j n j n j j

b l с K b l

с I b l с K b l j m

+ +

+ + + + + +












 + − λ + =  

= λ + − λ + = −

(14) 
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где 1 1,I K  – функции Бесселя 1-го и 2-го рода первого 
порядка мнимого аргумента. 

Асимптотическое поведение коэффициентов. Ис-
следуем поведение коэффициентов при неограниченном 
возрастании nλ . Асимптотические формулы для моди-
фицированных функций Бесселя при достаточно боль-
ших значениях аргументов имеют вид [35] 

 ( ) , ( ) ,
2 2

z ze eI z K z
z z

−

ν ν
π

∝ ∝
π π

z →∞ .  (15) 

Заменяя модифицированные функции Бесселя вы-
ражениями (15) в системе (14), получим асимптотиче-
ские выражения для коэффициентов ряда (12): 
при nλ → +∞   

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

1 1

1 1

( ) ( )

,

1

( , ) ,
( )

, .

j n j nn j n j

m n m n

l l l ly l y l
n

n j n l l l l
j

j j

Ae Be e o e
p y

b y e o e

y l l

− λ − λ−λ − λ −

− λ − λ

+

 ϕ + + 
 λ ∝

+ +

 ∈  

 

при nλ → +∞   

( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( )( )

1 1

1 1

( ) ( )

,

1

( , ) ,
( )

, ,

j n j nn j n j

m n m n

l l l ly l y l
n

n j n l l l l
j

j j

Ae Be e o e
p y

b y e o e

y l l

− − λ − − λ−λ − λ −

− − λ − − λ

+

 ϕ + + 
 λ ∝

+ +

 ∈  

 

где 0, 0.A B≠ ≠  

Таким образом, при my l<  и 1,j jy l l + ∈    

,lim ( , ) 0,
n

n j np y
λ →±∞

λ =  

при my l=  

,lim ( , ) ,
n

n m n np y C
λ →±∞

λ = ⋅ϕ  

C – некоторая постоянная. Так как { } 1
n n lϕ ∈ , то при 

фиксированном *y y= последовательность коэффици-

ентов { } 1
, ( , *) .n j n n

p y lλ ∈  

 
3.3. Числовые расчеты 

 
Рассмотрим упругопористый пласт, состоящий из 

трех слоев: вулканического туфа (первый нижний слой, 
h = 1 м), известняка-ракушечника (второй средний слой, 
h = 2 м), пористого кавернозного известняка (третий 
верхний слой, h = 1 м). Основные механические 
и фильтрационные свойства материалов представлены 
в таблице.  

Введем систему координат, как показано на рис. 1.  
Решая задачу упругости с учетом массовых сил (8), 

определим коэффициенты фильтрации в каждом слое 

( )1 0,0005 0,9705 0,0115 ,k y= +  

 ( )2 0,003 0,94 0,012 ,k y= +   (16) 

( )3 0,002 0,976 0,006 .k y= +  

 

Механические (упругие) и фильтрационные  
свойства сред 

Elastic and filtration media properties 

Порода Плотность в 
водонасы-

щенном со-
стоянии ρ , 

кг/м3 

Коэффи-
циент 

Пуассона, 
ν  

Модуль 
упруго-
сти, Е, 
МПа 

Коэффициент 
фильтрации 

недеформиро-
ванной среды, 

k , м/с 
Вулканиче-
ский туф 

1900 0,2 1,2 0,0005 

Известняк-
ракушеч-
ник 

1230 0,33 0,45 0,003 

Известняк 
каверноз-
ный 

2280 0,3 2 0,002 

 

 

Рис. 1. Трехслойная упругопористая плита 

Fig. 1. Three-layer elastic-porous plate 

 
Найдем непрерывные в каждой полосе 

, 0 1, 1 3, 3 4,x y y y−∞ < < +∞ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤  с заданным 
коэффициентами фильтрации (16) функции давле-
ния ( , )jp x y , 1,3j = , удовлетворяющие системе урав-

нений (11), если на внешних границах области заданы 
условия 

( ) ( ) ( )( )3

( ,0) 0, ( , 4)

10 5 2cos 0,1 sin 0,1 cos 0,2 .

p x p x

x x x

= =

− + +
 

Перепишем граничные условия в виде 

3 0,2 0,2

0,1 0,1

( ,0) 0,
1 1( , 4) 10 5
2 2

1 11 1 .
2 2

ix ix

ix ix

p x

p x e e

i e i e

−

−

=

= + + +


   + − − + − +    
    

 

На рис. 2 представлено изменение давления  
в пластах.  
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Рис. 2. График функции давления в многослойном пласте 

Fig. 2. Graph of the pressure function in a multilayer formation 

Жирными линиями изображены граничные условия, 
тонкими линиями – соответствующие функции давле-
ния внутри пласта, точечными – функции давления на 
линиях раздела сред. Видим сходимость искомой функ-
ции к граничным условиям и равенство функций давле-
ния соседних пластов на линиях раздела сред. 

 
Заключение 

 
В работе предложен алгоритм моделирования в 

классе почти-периодических функций установившейся 
фильтрации жидкости в плоской упругопористой ку-
сочно-неоднородной области в рамках предположения о 
том, что коэффициент фильтрации линейно зависит от 
первого инварианта тензора напряжений среды. Прове-
дены числовые расчеты для области, состоящей из трех 
слоев осадочных и магматических упругопористых гор-
ных пород. Построенный алгоритм может быть приме-
ним для широкого класса задач математической физики, 
механики сплошной среды, геофизики и других. Полу-
ченные в работе результаты могут представлять интерес 
для различных научных коллективов. 
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