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 Известно, что верхнее, перевёрнутое положение маятника при определённых 
параметрах вертикальной вибрации его основания является устойчивым. Настоящая
работа посвящена динамике модели двухзвенного перевёрнутого маятника в общей
нелинейной постановке. 

Определив границы параметров заданной вибрации основания, при которых
перевёрнутый режим является устойчивым, найти границы начальных условий задачи, а
именно начальные немалые углы отклонения звеньев маятника от вертикали, приводящие
к колебаниям в перевёрнутом положении. В более сложной постановке задачи,
предполагающей учёт малых упругих деформаций растяжения – сжатия в стержнях, 
выявить эффекты влияния сжимаемости стержней на режим колебаний, а также влияние
резонанса на устойчивость. 

Применением законов динамики к подвижным элементам конструкции получена
полная нелинейная система уравнений движения маятника в двух постановках для
системы с двумя и четырьмя степенями свободы соответственно. Уравнения содержат
малый параметр амплитуды вибраций основания, что позволяет применить метод
двухмасштабного асимптотического разложения. Метод приводит к системе осреднённых 
уравнений движения, удобной для анализа влияния параметров.  

Найдены формы и частоты малых колебаний маятника в зависимости от безразмер-
ного параметра задачи. В нелинейной постановке вычислены максимальные отклонения 
звеньев маятника, дающие устойчивое решение задачи при нулевых начальных угловых 
скоростях. В зависимости от начальной фазы вибрации основания получены границы двух
зон устойчивости колебаний – абсолютной и частичной. В абсолютной области устойчивые 
колебания реализуются для любого значения начальной фазы вибрации основания, в
частичной – хотя бы для одного значения. Проведено сравнение динамики маятника без
учёта и с учётом сжимаемости стержней. Результаты представлены на графиках. 
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 The object of study. The upper upward position of the pendulum subjected to vibration of the
pendulum base is known to be stable for some parameters of the base vibration. The research is 
devoted to dynamics of the model of a two-link inverted pendulum in a general nonlinear 
formulation. 

The goal. The boundaries of the parameters of a given base vibration, under which the
inverted mode is stable, are assumed to be known. The goal is to find the regions of the initial 
conditions of the problem, namely, the initial non-small angles of deviation of the pendulum links 
from the vertical that result in stable oscillation in the inverted position. We intend to reveal the
impact of the rod compressibility on the oscillation mode, as well as the influence of the
resonance on stability in the framework of more complex formulation of the problem which
involves account for small elastic axial deformation in the rods. 

Methods. By applying the laws of dynamics to the moving elements of the structure, we 
derive the complete nonlinear system of equations of the pendulum motion in two formulations:
(i) for a system with two and (ii) four degrees of freedom, respectively. The equations include the
parameter of small base vibration amplitude, which makes it possible to apply the two-scale 
asymptotic expansion method. The method leads to a system of averaged equations of motion
which is convenient for the benchmark study of parameters. 

Results. The modes and eigenfrequencies of small oscillations of the pendulum are found
depending on the dimensionless parameter of the problem. In the nonlinear formulation, the max-
imum deviations of the pendulum links are calculated which ensure a stable solution to the prob-
lem for zero initial angular velocities. Depending on the initial phase of vibration of the base, the
boundaries of absolute and partial zones of stability of vibrations are obtained. In the absolute
zone, stable oscillations are realized for any value of the initial phase of the base vibration. In the 
partial region, stable oscillation occurs at least for one set of initial condition. The dynamics of the
pendulum is compared with and without account for rod the compressibility. The results are pre-
sented in the graphs. 
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Введение 

 
Задачей о маятниках и о резонансах, связанных с 

колебаниями маятников, впервые заинтересовался 300 
лет назад Г. Галилей. Первая публикация о стабилиза-
ции обращённого маятника под действием вертикаль-
ной вибрации точки его шарнирного закрепления при-
надлежит А. Стефенсону [1]. Уравнения колебаний ма-
ятника с вибрирующей опорой приводят к уравнению 
Матье, которое решается только в терминах эллиптиче-
ских функций. П.Л. Капица в 1951 г. [2] использовал 
предположение о малости амплитуды колебаний опоры 
и благодаря этому построил теорию расчёта периода 
колебаний маятника, привёл условие равновесия и 
оценку точности в предположении малой амплитуды 
колебаний точки подвеса, нашёл восстанавливающий 
момент, действующий на маятник, а также рассмотрел 
задачу с отклонением маятника от верхнего положения 
равновесия на конечный угол. Теория и эксперименты 
показали, что состояние равновесия возникает при дос-
таточно интенсивных колебаниях опоры. 

Интерес к задачам стабилизации обращённых маят-
ников в различных постановках, начавшийся с 1950-х гг., 

объясняется ещё и тем, что при проектировании устано-
вок, работающих в области физики высоких энергий, 
для расчёта устойчивости движения частиц требуется 
решать те же уравнения, что и в задаче обращённых 
маятников [3], при этом поставить эксперименты с ма-
ятником для проверки физических теорий значительно 
проще. 

В разные годы многие известные учёные посвящали 
свои работы описаниям парадоксов, возникающих в 
задачах, связанных со стабилизацией обращённых ма-
ятников под действием вибрации – В.Н. Челомей [4; 5], 
В.И. Арнольд [6], И.И. Блехман [7; 8], Л.Д. Ландау 
и Е.М. Лифшиц [9]. 

Публикации по данной теме продолжаются, как в 
России, так и за рубежом. В работе [10] найдены усло-
вия устойчивости малых колебаний обращённого мно-
гозвенного маятника. Современные экспериментаторы 
добиваются стабилизации двухзвенных и трехзвенных 
маятников [11–14], продолжают публиковаться теоре-
тические работы [15; 16]. Описаны эксперименты ста-
билизации в верхнем положении гибких моделей маят-
ника, в том числе верёвки [17; 18]. Появляются и другие 
работы по маятникам, направленные на практическое 
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применение [19; 20]. Условия устойчивости и границы 
области притяжения устойчивого решения в случае ко-
нечных отклонений от положения равновесия получены в 
работах [21–23] для моделей маятников в виде гибких уп-
ругих стержней, в том числе с учётом продольных дефор-
маций и влияния первого резонанса продольных волн. 

Существуют интересные результаты, использую-
щие эффект маятника Капицы в задачах с другими по-
становками, например работы [24; 25] где вибрациями с 
периодической нагрузкой обеспечивается устойчивость 
прямолинейной формы сжатого стержня. Эффект нахо-
дит приложение в задачах моделирования движения 
частиц в малых масштабах [26] и для расчёта парамет-
рических систем и механических систем с высокочас-
тотным возбуждением [27; 28].  

В данной работе мы используем постановку задачи 
и предположения Капицы о малости амплитуды колеба-
ний подвеса и рассмотрим как малые, так и конечные 
углы отклонения двухзвенного маятника. Найденные 
главные частоты и формы малых колебаний двухзвенно-
го обращённого маятника с вибрацией точки подвеса 
сравниваются с численным решением задачи в геометри-
чески нелинейной постановке. Вторая, более сложная 
решаемая задача – определить максимальные начальные 
отклонения маятника, при которых будет реализовывать-
ся эффект Стефенсона – Капицы, когда маятник будет 
колебаться около верхнего положения равновесия. 

Данная работа продолжает в двухзвенной постанов-
ке работы, когда получены условия устойчивости и об-
ласти притяжения устойчивого решения для различных 
моделей сжимаемого однозвенного маятника Капицы 
[29; 30]. 

 
1. Модель двухзвенного сжимаемого  
и несжимаемого маятника Капицы 

 
Рассмотрим обобщённую модель маятника Капицы 

в виде двухзвенного математического маятника с оди-
наковыми звеньями АВ и BD. Нижняя точка шарнирно-
го закрепления системы маятников A совершает верти-
кальные гармонические колебания с малой по отноше-
нию к длине маятников l амплитудой a, частотой ω0 и 
начальной фазой β. Движение системы маятников явля-
ется плоским. Звенья соединены цилиндрическим шар-
ниром, масса m каждого звена сосредоточена в точке на 
его конце, движение происходит в поле силы тяжести 
(рис. 1).  

Углы отклонения звеньев маятника  t  и  t  от-

считываются от верхнего вертикального положения 
равновесия в направлении, показанном на рис. 1, и в 
общем случае являются немалыми величинами. 

В недеформированном состоянии длина каждого 
звена маятника равна l. Предполагается, что изгиб 
звеньев не предусмотрен конструкцией, а малое растя-
жение-сжатие под действием продольной сжимающей 
силы происходит согласно линейному закону Гука с 

коэффициентом жёсткости с. Задача ставится в двух 
вариантах – с учётом сжимаемости звеньев маятника 
и без такового. В случае учёта сжимаемости будем 
предполагать, что при всех режимах движения конст-

рукции амплитуды    ,p t s t  деформаций растяжения – 

сжатия много меньше длины l самих маятников. Пере-
менные величины деформаций p и s будем отсчитывать 
от ненапряжённого положения и считать положитель-

ными в случае удлинения звена маятника,  AB l p t  , 

 BD l s t  . 

 

Рис. 1. Модель двухзвенного сжимаемого маятника Капицы 

Fig. 1. Model of a two-link compressible Kapitsa pendulum 

 
2. Уравнения движения системы маятников 

 
Предложенная постановка задачи даёт систему 

с двумя либо с четырьмя степенями свободы для не-
сжимаемых и сжимаемых звеньев соответственно. Вве-
дём неподвижную систему координат Oxyz  с ортами 

, ,i j k  и запишем уравнения динамики нижнего и верх-

него маятников 
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где 1F  – сила, действующая на нижний стержень со сто-

роны шарнира в точке A  в основании маятника, 2F  – 

сила, действующая на верхний стержень со стороны 
нижнего в точке B , – mgk  – сила тяжести, действую-

щая на каждую массу. Нули в правых частях в двух 
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нижних уравнениях (1) получаются вследствие отсутствия 
учёта инерции собственного вращения точечных масс от-
носительно точек B  и D  соответственно. Знаком (×) обо-
значено векторное произведение векторов, точкой над 
функцией (*) – обозначена производная по времени.  

Для нерастяжимых маятников неизвестные силы 1F  

и 2F  находятся из уравнений движения (1). Для растя-

жимых маятников силы связаны с деформациями  

  

   

   

1 1

2 2 2

, ,

,

AB
F t c p t F
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   (2) 

и находятся из системы уравнений движения (1), (2). 
Положим, что в начальный момент звенья маятника 

отклонены от верхнего вертикального положения на 
заданные углы, в общем случае не малые, и их угловые 
скорости равны нулю. Для растяжимого случая считаем 
в начальный момент звенья маятника сжатыми силой 
тяжести, действующей на массы, а скорость изменения 
деформаций равна нулю. Положим 
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Можно найти деформации звеньев маятника под 
действием собственного веса и с учётом немалости уг-
лов отклонения в предположении, что в первый момент 
времени звенья маятника поддерживались в равновесии 
силами, перпендикулярными линии звеньев, тогда  
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00 00cos
mg

s
c
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но, как показывают расчёты, эти поправки несущест-
венны.  

В целом получаем задачу (1)–(2) с начальными ус-
ловиями (3)–(4) для определения движения двухзвенно-
го маятника. 

 
3. Уравнения движения системы 

 
Перейдём к безразмерным переменным по длине и по 

времени и введём обозначения для параметров системы 
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В дальнейшем значок тильды опускаем. 
Уравнения движения (1) для недеформируемых ма-

ятников в безразмерных переменных (5) преобразуются 
к виду 

 

   
 

   
 

2

2

2

2

2 cos sin

2 sin sin 2 sin 0,

cos sin

sin sin sin 0,

t q

t q









    

     

    

    

  

  
  (6) 

где начальные условия выражаются равенствами (3). 
Слагаемые с параметром q  отвечают за дестабилизи-

рующее влияние силы тяжести, а слагаемые с сомножи-

телем  sin t   – за стабилизирующее влияние вибра-

ции основания. Отметим, что в случае малых колебаний 
маятника система (6) превращается в систему уравне-
ний, подобных известному уравнению Матье [31]. 

Для деформируемых маятников полная нелинейная 
система уравнений включает четыре дифференциаль-
ных уравнения второго порядка для четырёх степеней 
свободы системы. С использованием тензорного аппа-
рата и тензоров поворота система уравнений (1)–(2) 
в безразмерных переменных преобразуется к виду 

  

      
    

 
      

    
 

      
 

2

2

2

2

2

2

2

2

2 2 1 1 cos

2 1

1 1 cos

2 1

1 2

1

sin

2 sin cos 2 cos 0,

sin

sin cos cos 0,

2 1 cos

4

p p s s

s s

p

s p p

p p

s

s s

s s

t q

s

t q

p

p

      

    



     

    



  

  

 



     

  



     

   

 

 

 



 

 









    
 

      
    

 

2

2

2

2

1 2 1

1

sin

2 sin sin 2 sin 0,

cos

2 sin

sin sin sin 0.

p p s

p p

t q

s

t q




















   


  



 

     

  

   

    

 







  (7) 

В частном случае недеформируемых звеньев два 
нижних уравнения системы (7) превращаются в систему 
(6), а два верхних уравнения будут содержать неопреде-

лённость, где в слагаемых 2 p  и 2s  получаем неопре-

делённость при 2  , 0, 0p s  . 

Эту систему уравнений будем также рассматривать 
с начальными условиями (3)–(4), условия (4) в безраз-
мерных переменных примут вид 

  
   

   

2
0 00 02

2
0 00 02

1
2 , 0,

1
, 0,

t t

t t

p t p q p t

s t s q s t

 

 

   


   


  

  
  (8) 

в дальнейшем значок тильды опускаем. 
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4. Осреднённые уравнения движения  
для системы недеформируемых маятников 

 
Здесь и далее безразмерную амплитуду вибраций 

основания считаем малой величиной 

 1.   (9) 

Введём в рассмотрение медленное время t  и 
найдём асимптотическое приближение для системы (6), 
(3), методом двухмасштабного разложения Боголюбо-
ва – Митропольского [32].  

  

      

      
 

 

0

0

, ,

0,

0,

, ,

, , , ,

, ,

, 0,1, 2,...,

n

n

n
n n

n

n
n n

n

t t

t t

t t

t n








   

 

 

    

        

   

 



   (10) 

где через  Z t  обозначен оператор осреднения 

   
2

0

1

2
Z t Z t dt




  , и в данном разложении средние 

значения функций ,n n   при фиксированном   равны 

нулю.  
Учитываем выражения для полных производных 

функций   и   по времени  

 
2 2 2 2

2
2 2 2

, 2 ,
d d

dt t tdt t

         
     
    

  (11) 

подставляем разложение (10) в систему (6) и последова-
тельно приравниваем нулю члены при степенях 

0 1 2, , .    

Далее точкой сбоку от функции будем обозначать 
частную производную по времени t , а штрихом – част-
ную (или полную для функции одной переменной) про-

изводную по медленному времени  . Члены при 0  
дают систему 

 
   

 
   

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

2

0 0 0 0 0

2 cos

sin 0,

cos

sin 0,

  

   


 


  

      

     

      

     

 



 



 

которой удовлетворяет нулевое решение 

   0 00, 0., ,t t      При 1  получаем систему 

   
   

1 1 0 0 0

1 0 0 1 0

sin

sin

2 cos 2sin 0,

cos sin 0,

t

t

 




      

      

 

 
  

из которой находим  

            1 1, sin , , sin ,t t A t t B            (12) 

      

      

0 0 0 02
0 0

0 0 0 02
0 0

1
2sin cos sin ,

1 sin

2
sin cos sin .

1 sin

A

B

      
  

      
  

 (13) 

Второй шаг даёт систему для определения медленно 

меняющихся функций, и при 2

 

система (6) после ос-
реднения с учётом (10)–(13) принимает вид 

 

       

 

       

 

       

2
2

0 0 0

0 0

2
2

0 0 0

0 0

0 0 0 0

1

2

cos

1

2

cos

cos , sin .

2

2 sin 0,

1
sin 0,

2

B d

A

A d

B

b d

b

q

b

q

           
 



           

 



       

   

    

  

    

  (14) 

С учётом начальных условий для точной системы 
(3) находим начальные условия для осреднённой систе-

мы. С точностью до 1  выпишем полную производную 
по времени от функции    

        
 

   

 

2
0 1

20 1

0 0 0

1
, 0

, ,

,

, 0

0 cos ,

t

t

d d
t t O

dt dt

O
t

d
t

dt

A
t

 



          

 
     

 

      


    



 

далее проводим аналогичные вычисления для функции 
  и получаем начальные условия для системы (14) 

 
   

       
0 00 0 00

0 0

0 , 0 ,

0 0 cos , 0 0 cos .A B

   

      
  (15) 

В систему уравнений (14), в отличие от (6), входит 
единственный безразмерный параметр q , где 

 
2 2

0

.
gl

q
a




  (16) 

Заметим, что начальная фаза   быстрых колебаний 

основания вошла в начальные условия осреднённой 
системы, следовательно, границы устойчивости колеба-
ний для немалых углов отклонения маятника будут оп-
ределяться не только начальными углами отклонения, 
но и начальной фазой  . 

Осреднённая система движения (14), (15), в отличие 
от полной нелинейной системы (6), (3), не содержит 
быстро меняющейся функции времени. Это бывает 
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удобно для анализа системы. В более простых случаях 
однозвенного маятника [22; 30] осреднённое уравнение 
удавалось аналитически проинтегрировать и получить 
уравнение сепаратрисы на фазовой плоскости, в том 
числе с учётом упругой деформации маятника. Здесь же 
найти интегралы системы (14) не удалось. 

Рассмотрим упрощение осреднённой системы (14) 
на случай геометрически линейной постановки для ма-
лых углов отклонения звеньев маятника. Имеем 

 
   

0 0

0 0 0 0

1, ,

2 , 2 2 .

b d

A B

   

        
  

Система принимает вид 

 
   

   
0 0

0 0

0

0

'' 3 2 2 0,

'' 3 2 2 4 0,

q q

q q

    

    

   

   
  (17) 

   
       

0 00 0 00

0 00 00 0 00 00

0 , 0 ,

0 2 cos , 0 2 cos .

   

           
 

Найдём собственные частоты и главные формы ко-
лебаний системы (17), а также условия устойчивости. 
Ищем решение в виде 

    0 0, ,i ixe ye        (18) 

где необходимым условием устойчивости колебаний 

является 2, 0   . 

Подставляя (18) в систему (17), получаем 

 
   
   

2

2

2 3 2 0,

2 2 2 3 0.

q q

q q

x y

x y

      


     
  (19) 

Квадраты собственных частот системы выражаются 
через параметр q   

      2 2
1 23 2 2 2 2 , 3 2 2 2 2 ,q q            (20) 

соотношение амплитуд главных форм малых колебаний 
системы не зависит от параметра q  

   
   
   

1 1

2 2

0 0

0 0

0 0

, 2 ,
2.

, 2 ,

i i

i i

e e

e e

   

   

    
 
    

 
 

 
  (21) 

Из условия положительности обоих квадратов соб-
ственных частот (20) получаем условие устойчивости 

 
2

* 1 0,29.
2

q q      (22)  

Точное критическое значение (22) совпадает с ре-
зультатом, полученным в работе [10]. Отметим, что для 
однозвенного математического маятника область ус-
тойчивости шире: * 0,5.q   

При *q q  нижняя частота колебаний маятниковой 

системы обращается в ноль, и система становится неус-

тойчивой, при уменьшении параметра q  квадраты частот 

системы растут и приближаются к максимально возмож-

ным значениям 3 2 2  и 3 2 2  соответственно.  
Проводилось сравнение численных решений точной 

нелинейной системы уравнений (6), (3), осреднённой 
нелинейной системы (14), (15) и линейной системы (17). 
Вне области резонанса для малых значений углов от-
клонения все три системы давали одинаковый результат 
для амплитуд, периодов и фаз медленных колебаний. 
При увеличении модуля углов наклона, осреднённая 
система так же, как и полная нелинейная система, пока-
зывала эффект увеличения периода колебаний маятни-
ка. При дальнейшем увеличении углов отклонения и 
приближении их к границам устойчивости решение ос-
реднённой системы расходилось с точным решением.  

 
5. Обсуждение результатов.  
Влияние деформации маятников 

 
Обсудим результаты расчётов, сделанных в пакете 

Wolfram Mathematica для двух поставленных задач (6), 
(3) и (7)–(8), (3). Зафиксируем значения параметров q  и 

  в области, соответствующей устойчивому движению 
маятника с несжимаемыми звеньями около верхнего 
положения равновесия 

2
* 1 ,

2
1,q q     

и, меняя значение параметра жёсткости 
2

2
2 2
0 0

, c c

m


   

 
 в пределах  0,  , найдём возмож-

ные режимы движения двухзвенного растяжимого ма-
ятника. Пусть в начальный момент угловая скорость 
звеньев маятника равна нулю и заданы начальные от-
клонения звеньев от вертикали (3) и начальные малые 
деформации звеньев (8). 

Расчёты показывают, что в отсутствие колебаний 
основания и отклонений звеньев от вертикали у систе-
мы есть две собственные частоты упругих вертикаль-
ных колебаний 

 
2 2 2 2
1 2

1 2

3 5 3 5
, ,

2 2
0.618 , 1,618 ,

c c c c

c c c c

 
     

     
  (23) 

следовательно, когда внешняя частота 0  сравняется с 

одной из данных упругих частот, будет наступать резо-
нанс. Эти значения не будут сохраняться как резонанс-
ные частоты для больших отклонений звеньев маятника 
от вертикали, но послужат неким ориентиром. 

Возьмём для расчётов 0,1q  и 0,01 , начальную 

фазу   будем менять от 0 до 2  с шагом / 8 . На про-

межутке значений параметра 0 , 0 1,72c    для 

любых начальных углов наклона (в том числе очень 
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маленьких, порядка 0,0001) и при всех значениях на-
чальной фазы система полностью теряет устойчивость 
за время, меньшее, чем 2000t  . Однако в промежутке 

0,66 1,29  наблюдаются неустойчивые режимы, при 

которых величина    t t   совершает колебания, близ-

кие к гармоничным, и амплитуда этих колебаний не рас-
тёт, а определяется начальными условиями (рис. 2, а).  
На границах этого промежутка при 0,66 0,69  и 

1,26 1,29  угол    t t   меняется по гармониче-

скому закону не для всех начальных фаз  . В остальной 

области неустойчивости звенья маятника движутся хао-
тически. 

 

а   b   c 

Рис. 2. Значения углов наклона  t ,  t  звеньев маятника, 

0,01, 0,1,q    00 000,1, 0,2, 7 8,       0 10000;t    

а – 0,7;   b – 1,85;   c – 20,0   

Fig. 2. The values of the angles of inclination  t ,  t  of the 

pendulum links, 0.01, 0.1,q    00 000.1, 0.2, 7 8,       

0 10000;t   a – 0.7;   b – 1.85;   c – 20.0   

 
Далее для значений 1,73  существуют колеба-

тельные режимы, при которых за время 10 000t   маят-

ник успевает совершить от 10–12 (см. рис. 2, b) до 20–
35 (см. рис. 2, c) колебаний около верхнего положения 
равновесия с примерно одинаковой амплитудой и час-
тотой колебаний. Расчёты проводились и дольше, до 

50000.t   Для параметров вблизи границы области ус-

тойчивости существует вероятность, что маятник, ус-
тойчиво колебавшийся в течение времени 10 000,t   

далее на каком-то шаге вылетит из устойчивого режи-
ма, но такие случаи являются не результатом посте-
пенного роста амплитуд, а единичным всплеском. По-
скольку целью численных экспериментов является 
качественная оценка влияния сжимаемости маятника 
на границы его устойчивости, условимся считать ус-
тойчивым режим колебаний, при котором в результате 
численного счёта в течение времени 10000t   наблю-

дается устойчивость. 
Вблизи резонанса, даже при малых начальных усло-

виях, система сразу выходит на режим колебаний с боль-
шими углами отклонения от вертикали (см. рис. 2, b). Вне 
зоны резонанса ( 2,4 ) в процессе колебаний ампли-

туды сохраняются на уровне начальных значений 
(см. рис. 2, c). В целом вдали от резонансных значений 
( 2 1 0,c c   ) учёт сжимаемости мало влияет на ам-

плитуду и период колебаний. 

На режим колебаний и его устойчивость влияет на-
чальная фаза вибраций основания, но в эксперимен-
тальных установках проконтролировать начальную фа-
зу, возможно, затруднительно. Условимся различать 
зоны устойчивости и разделим их на абсолютную и час-
тичную. В абсолютной зоне устойчивый режим реали-
зуется для всех значений начальной фазы  , в частич-

ной зоне – только для некоторых начальных фаз. Вне 
абсолютной и частичной зон устойчивости лежит зона 
неустойчивости, в которой неустойчивость наступает 
для всех значений  . 

Сравнение границ устойчивых колебаний в случае 
учёта и без учёта продольного сжатия представлены на 
графике (рис. 3).  

      

а        b  

Рис. 3. Абсолютная (внутри) и частичная зоны устойчивости, 
0,01; 0,1; 1,8;q      а – несжимаемый маятник;  

b – сжимаемый маятник 

Fig. 3. Absolute (inside) and partial stability regions, 
0.01; 0.1; 1.8;q      a – incompressible pendulum;  

b – compressible pendulum 

 
Расчёты проведены для конкретных фиксированных 

значений параметров 0,1,q  0,01  и 1,8.  Найдены 

границы устойчивости – абсолютная и относительная – 

на плоскости начальных условий    00 000 , 0     . 

Области начальных значений, приближённо полученные 
численно путём интегрирования уравнений (6) и (7) – для 
несжимаемых и сжимаемых маятников соответственно, 
показаны на плоскости. Внутренняя, более тёмная об-
ласть соответствует зоне абсолютной устойчивости, бо-
лее светлым закрашена зона частичной устойчивости. 

Полученные границы устойчивости показывают, что 
максимальные отклонения по первой форме колебаний 
(21) допустимы значительно большие, чем по второй. 

Расчёты проводись и по приближённым уравнениям 
(14), (15), при этом вдали от границы устойчивости ре-
шение совпадало с точным решением, а для больших 
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значений углов отклонения, порядка 2 , точность 

сильно уменьшалась. 
 

Заключение 
 
Таким образом, решена задача динамики двухзвен-

ного маятника Капицы в геометрически нелинейной 
постановке – для немалых углов наклона звеньев маят-
ника. Для задачи с двумя степенями свободы получена 

в нулевом асимптотическом приближении система ос-
реднённых уравнений, в которую не входит быстро ме-

няющаяся функция  .sin t   Качественно определено 

характерное влияние параметра жёсткости звеньев ма-
ятника на устойчивость на всём возможном диапазоне 
изменения жёсткости. Для фиксированных значений 
параметров найдены границы устойчивости, абсолют-
ные и частичные, связанные с начальной фазой вибра-
ции основания. 
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