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 Предложен подход к моделированию динамических процессов в полубесконечной состав-
ной пластине из неоднородных пьезоэлектрического и диэлектрического слоев. При моделиро-
вании неоднородности слоев использована двухкомпонентная модель с функционально гради-
ентным изменением свойств, в которой физические параметры основного материала непрерыв-
ным образом меняются по толщине до параметров включения. Материал пьезоэлектрического 
слоя представляет собой сочетание пьезокерамик на основе PZT, обладающих значительным 
различием скоростных характеристик. Реализована возможность локализации неоднородности 
как у внешней поверхности пластины, так и в середине слоя или у границы раздела. Диэлектри-
ческий слой выполнен из SiO2, неоднородность диэлектрического слоя моделирует взаимопро-
никновение пьезоэлектрика и диэлектрика в узкой переходной области у границы раздела. В 
качестве параметров материала включения рассматривались упругие и диэлектрические модули
пьезоэлектрического материала, расположенного у границы раздела. Внешние поверхности 
составной пластины свободны от механических напряжений и электрически закорочены. Рас-
смотрена задача о распространении поверхностных SH-волн в составной структуре из функцио-
нально градиентных пьезо- и диэлектрического слоев, инициированных действием бесконечно 
удаленного источника гармонических колебаний. Решение строится в пространстве образов
Фурье, сведением к решению системы обыкновенных дифференциальных уравнений с пере-
менными коэффициентами, которое в свою очередь строится с использованием метода Рунге –
Кутты – Мерсона. Приведено дисперсионное уравнение задачи, анализ которого позволил ис-
следовать влияние характера, величины области перехода материалов и локализации неодно-
родности структуры на особенности поведения фазовых скоростей ПАВ для широкого диапазона 
частот. Полученные результаты приведены в безразмерных параметрах и могут представлять 
особый интерес при разработке, проектировании и оптимизации новых материалов для микро- и 
наноразмерных приборов и устройств на SH ПАВ с высокими эксплуатационными характе-
ристиками. 
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 An approach to modeling dynamic processes in a semi-infinite composite plate of inhomo-
geneous piezoelectric and dielectric layers is proposed. When modeling the inhomogeneity of the
layers, a two-component model with a functionally gradient change in properties was used, in
which the physical parameters of the base material continuously change along the thickness up 
to the inclusion parameters. The material of the piezoelectric layer is a combination of PZT-
based piezoceramics with a significant difference in speed characteristics. The possibility of lo-
calizing the inhomogeneity both at the outer surface of the plate, and in the middle of the layer or 
at the interface has been implemented. The dielectric layer is made of SiO2, the inhomogeneity 
of the dielectric layer models the interpenetration of the piezoelectric and the dielectric in a nar-
row transition region near the interface. The elastic and dielectric moduli of the piezoelectric ma-
terial located near the interface were considered as parameters of the inclusion material. The
outer surfaces of the composite plate are stress-free and electrically short-circuited. The problem 
of the propagation of surface SH-waves in a composite structure of functionally gradient piezo-
and dielectric layers initiated by the action of an infinitely distant source of harmonic oscillations
is considered. The solution is constructed in the space of Fourier images by reducing to the solu-
tion of a system of ordinary differential equations with variable coefficients, which in turn is con-
structed using the Runge – Kutta – Merson method. The dispersion equation of the problem is 
presented, the analysis of which made it possible to investigate the influence of the nature, size
of the transition region of materials and localization of structural inhomogeneity on the behavior 
of SAW phase velocities for a wide frequency range. The results obtained are given in dimen-
sionless parameters and may be of particular interest in the development, design and optimiza-
tion of new materials for micro- and nanoscale devices and devices based on SH SAW with high 
performance characteristics. 
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Введение 

 
Развитие современных технологий получения ис-

кусственных пьезоэлектрических материалов и тонкоп-
леночных гетероструктур с широким спектром физиче-
ских свойств и уникальными качествами позволяет ис-
пользовать их при создании приборов и устройств 
различного назначения. Широко применяемые различ-
ные микроэлектромеханические системы (МЭМС), сен-
сорные устройства, прецизионные датчики, фильтры, 
ультразвуковые преобразователи, генераторы, устрой-
ства передачи и преобразования энергии и т.п. невоз-
можно представить без использования современных 
функционально ориентированных сегнетоэлектриче-
ских материалов. Использование многослойных пьезо-
электрических структур приводит к ряду сложных про-
блем, связанных как с численной реализацией, так и с 
изменением физических свойств пьезоэлектрических 
слоев в окрестности границы раздела, и, как следствие, 
к изменению характера и скорости распространения 
поверхностных волн. Динамика многослойных систем 
долгое время была наиболее изучаемой темой в таких 
областях науки, как математическая физика, механика 
сплошных сред, физическая акустика, акустоэлектрони-
ка, сейсмоакустика и т.д. [1–8]. Более полный список 

работ, посвященных исследованиям распространения 
поверхностных волн в слоистых анизотропных пьезо-
электрических пластинах, приведен в обзорах [9; 10]. 
Учет непрерывной неоднородности изменения свойств 
материалов структуры приводит к невозможности по-
лучения аналитических решений. Однако использова-
ние компромиссных упрощений для некоторых доста-
точно простых функций, описывающих изменение 
свойств, позволило построить аналитическое решение 
краевых задач. В работах [11; 12] разработана теория 
для описания распространения упругих волн в произ-
вольно слоистой пластине с непрерывным и кусочно-
непрерывным изменением свойств. Формализм основан 
на использовании матрицы переноса (пропагатора). 
Краевые задачи для пластины со свободными, зажаты-
ми или свободными/зажатыми гранями формулируются 
в терминах матриц переноса и импеданса и сводятся к 
реальным дисперсионным уравнениям, которые анали-
зируются как в общих чертах, так и приближенно, 
в длинноволновых и коротковолновых пределах. Сфор-
мулированы теоремы о положении и монотонности вет-
вей дисперсионных кривых для различных краевых за-
дач слоисто-неоднородной пластины. Сформулировано 
предположение о возникающем из-за анизотропии от-
талкивании ветвей дисперсионных кривых, приводящее 



Belyankova T.I., Vorovich E.I., Kalinchuk V.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2023) 98-109 

100 

к формированию террасирующих узоров в спектрах, 
в том числе для SH-волн неоднородных пластин. В ра-
боте [13] разработана математическая модель для ана-
лиза как волн Лява, так и SH-волн, распространяющих-
ся в стратифицированных средах с моноклинной сим-
метрией. Рассмотрены пластины с различными типами 
граничных условий, наложенных на внешние поверхно-
сти. Представлены аналитические и численные решения 
для волн SH и Лява, полученные с применением метода 
модифицированной матрицы переноса и специального 
сложного формализма.  

При исследовании распространения SH-волн в пье-
зоэлектрической пластине из функционально градиент-
ного пьезоэлектрического материала достаточно часто 
применяют различного рода численные подходы. В [14] 
с использованием метода степенных рядов исследовано 
распространение SH-волн в пьезоэлектрической пла-
стине с электрически свободными и закороченными 
условиями на поверхностях. На примере первых трех 
мод изучена чувствительность дисперсии и структуры 
SH-волны и коэффициента электромеханической связи 
к изменению свойств пьезоэлектрической пластины. 
В [15] гибридный численный метод, предложенный ав-
торами для анализа распространения волн в анизотроп-
ных слоистых пластинах, расширен для пластин из 
функционально градиентного пьезоэлектрического ма-
териала. Рассмотрено квадратичное изменение свойств 
по толщине пластины, исследовано влияние коэффици-
ентов градиентности изменения модулей материала на 
дисперсионные свойства пластины. В [16] при решении 
краевых задач с электрически открытыми и закорочен-
ными условиями использованы функции Эри. Показано, 
что изменение градиента материальных коэффициентов 
может заметно влиять на дисперсионные характеристи-
ки SH-волн в условиях электрического замыкания. 

Значительный интерес представляют исследования 
особенностей поведения SH-волн в составных пласти-
нах [17–20]. В [17] полагалось, что оба слоя поперечно 
изотропны и идеально скреплены вдоль границы разде-
ла, верхняя и нижняя поверхности пластины механиче-
ски свободны, электрически открыты и магнитно за-
крыты. Рассмотрены случаи различных сочетаний ско-
ростных характеристик слоев. Показано, что фазовая 
скорость для различных режимов с ростом волнового 
числа приближается к меньшей объемной скорости 
сдвиговой волны материала в системе. Исследовано 
влияние на фазовые и групповые скорости SH-волн [18] 
соотношения толщин и свойств материалов слоев. В 
работе [19] пьезоэлектрические эффекты моделируются 
в структуре из пьезоэлектрической пластины, сцеплен-
ной с металлической. Исследованы дисперсионные ха-
рактеристики структуры для различных металлических 
материалов, распределение электрического потенциала 
пьезоэлектрического слоя при различных волновых 
числах. В работе [20] аналитически исследуется распро-
странение SH-волн в составной пластине, состоящей из 
пьезоэлектрического и диэлектрического слоя SiO2. По-

казано влияние свойств пьезоэлектрического слоя 
и соотношения толщин на фазовые и групповые скоро-
сти при открытых и закороченных внешних поверхно-
стях пластины. 

В настоящей работе предложен подход к моделиро-
ванию динамики составной полубесконечной пластины, 
состоящей из неоднородного пьезоэлектрического 
и неоднородного диэлектрического слоев. При модели-
ровании неоднородности слоев использована предло-
женная в [21–23] двухкомпонентная модель с функцио-
нально градиентным изменением свойств, в которой 
физические параметры основного материала непрерыв-
ным образом меняются по толщине до параметров 
включения. Полагалось, что неоднородность пьезоэлек-
трического слоя может быть локализована у внешней 
поверхности пластины, в середине слоя или у границы 
раздела. Наличие неоднородности диэлектрического 
слоя моделирует взаимопроникновение пьезоэлектрика 
и диэлектрика в узкой переходной области у границы 
раздела. Полагалось, что поверхности структуры сво-
бодны от механических напряжений и электрически 
закорочены. На примере задачи о распространении по-
верхностных SH-волн от бесконечно удаленного источ-
ника гармонических колебаний исследованы особенно-
сти поведения фазовых скоростей поверхностных аку-
стических волн неоднородной составной пластины на 
основе PZT/SiO2 для широкого диапазона частот в зави-
симости от характера и локализации неоднородности 
структуры.  

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается задача о распространении сдвиго-

вых горизонтально-поляризованных (SH) поверхност-
ных акустических волн (ПАВ) в сегнетоэлектрической 
гетероструктуре, состоящей из пьезоэлектрического 
слоя (ПС), выполненного из функционально градиент-
ного пьезоэлектрического материала (ФГПМ) 

( 2 1 1 30 , ,x H x x    ), и диэлектрического слоя 

(ДС) из функционально градиентного материала (ФГМ) 

( 2 2 1 30, ,H x x x   ) (рис. 1).  

 

Рис. 1. Геометрия задачи 

Fig. 1. Geometry of the problem 

Поверхности структуры предполагаются свободны-
ми от механических напряжений, свойства материалов 
описываются функциями: 
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где        1 0 1 0 1 0 1
0 ,с , ,ij ij ije   – соответственно плотность и ком-

поненты тензоров упругих, пьезоэлектрических и ди-
электрических модулей основного (или опорного мате-
риала, относительно параметров которого задается из-
менение свойств) пьезоэлектрического материала 
класса 6mm с осью симметрии, направленной вдоль оси 

3x .      2 2 0 2
0 0, , ij    – плотность, модуль сдвига и ком-

поненты тензора диэлектрических модулей основного 
диэлектрического материала.  

Полагаем, что колебания в структуре вызваны дей-
ствием удаленного источника, рассматривается устано-
вившийся режим гармонических колебаний, смещения 
удовлетворяют условиям:  

          
1 2 3 1 20, 0, / 0, ( , ), 3,4,n n n n

k ku u x u u x x k        (1.2) 

здесь верхний индекс n = 1 и 2 отвечает номеру состав-
ляющей среды, ПС и ДС соответственно. Ниже исполь-

зованы безразмерные параметры [21–23]: ' /l l H , 
     ' 2

0/n n   ,      ' 2
0/n n

ij ijc c  ,      ' 1 1 2
0/ij ije e   , 

       ' 0 22
0/n n

ij ij     ,      ' n n H   ,  0 – диэлектриче-

ская проницаемость вакуума, 1010 В/м ,  2
2 / SH V   – 

безразмерная частота,      2 2 2
0 0/SV     – скорость объ-

емной сдвиговой волны основного материала ДС. Далее 
штрихи и временной множитель опущены. 

Задача о движении составной преднапряженной 
электроупругой среды описывается уравнениями [1–8]  

      n n n  eΘ u ,   0n d , n =1,2. (1.3) 

С граничными условиями: 
– на поверхностях: 

    
2 1 2 2

1 20, 0,x H x H    n Θ n Θ  (1.4) 

    
2 1 2 2

1 20, 0;x H x H      (1.5) 

– на границе раздела: 

 
2 2 2 2

2 2

(1) (2) (1) (2)
0 0 0 0

(1) (2)
0 0

, ,

.

x x x x

x x

   

 

   

  

e eu u n Θ n Θ

n d n d
 (1.6) 

В представлениях (1.3)–(1.6) использованы обозна-

чения:   – оператор Гамильтона,   ( ) ( ) ( )
3 4, nn n nu u eu  – 

расширенный вектор перемещений,  n  – электриче-

ский потенциал, n  – вектор внешней нормали к по-

верхности структуры,  n  – плотность материала n-й 

составляющей структуры. Компоненты тензора напря-

жений  nΘ  и вектора индукции  nd  представляются в 

виде [1–8] ( , , , 1,2,3, 1,2k l s p n  ): 

                    
, , , ,, .n n n n n n n n n n

lk lksp s p lkp p l lsp s p lp pc u e d e u        (1.7) 

С учетом (1.2) отличные от нуля компоненты тензо-
ра напряжений и вектора индукции имеют вид: 

– для пьезоэлектрического слоя 

    
 

 
 

   
 

 
 1 11 1

1 1 1 1 1 13 34 4
3 44 15 15 11, ;k k

k k k k

u uu u
c e d e

x x x x

  
    

   
 (1.8) 

– для диэлектрического слоя 

    
 

   
 2 2

2 2 2 23 4
3 11, .k k

k k

u u
d

x x

 
  

 
 (1.9) 

В (1.8), (1.9) использованы свойства пьезоэлектри-
ческого материала с классом симметрии 6 mm: 

               

         

                 

            
   

1 1 1 1 1 1 1 1
1111 2222 11 3333 33 1122 2211 12

1 1 1 1 1
1133 3311 2233 3322 13

1 1 1 1 1 1 1 1 1
2323 2332 3223 3232 3113 3131 1313 1331 44

1 1 1 1 1 1
1212 1221 2112 2121 11 22

1 1
131 311 11

, , ,

,

,

0.5 ,

c c c c c c c c

c c c c c

c c c c c c c c c

c c c c c c

e e e

    

   

       

    

             

         

       

1 1 1 1 1 1
3 15 232 322 223 15

1 1 1 1 1
113 223 311 322 31

1 1 1 1
333 33 11 22

, ,

,

, .

e e e e e

e e e e e

e e

   

   

  

 

и диэлектрического материала: 
         

             

                 

         

       

2 2 2 2 2
1111 2222 3333

2 2 2 2 2 2 2
1122 2211 2233 3322 1133 3311

2 2 2 2 2 2 2 2 2
2323 2332 3223 3232 3113 3131 1313 1331

2 2 2 2 2
1212 1221 2112 2121

2 2 2 2
11 22 33

2 ,

,

,

,

,

c c c

c c c c c c

c c c c c c c c

c c c c

    

     

       

   

   

 

С учетом (1.1), (1.2), представлений (1.7)–(1.9) крае-
вая задача (1.3)–(1.6) принимает вид: 

– для неоднородного пьезоэлектрического слоя: 

  

                 
 

               

122
1 1 1 1 1 1 1 1 1 3

44 3, 15 4, 44,2 3,2 15,2 4,2 2
1

2
1 1 1 1 1 1 1 1

15 3, 11 4, 15,2 3,2 11,2 4,2
1

,

0;

kk kk
k

kk kk
k

u
с u e u c u e u

t

e u u e u u





      

     




 (1.10) 

– для неоднородного диэлектрического слоя 

 

         
 

       

222
2 2 2 2 2 3

3, ,2 3,2 2
1

2
2 2 2 2

4, 11,2 4,2
1

,

0.

kk
k

kk
k

u
u u

t

u u






  



   




 (1.11) 

Граничные условия на поверхностях  

 
           

       

1 1 1 1 1 1
23 44 3,2 15 4,2 4

2 2 2 2
23 3

1

2 2 ,2

2

4

0, 0,

0, ,

:

0:

c u e u ux H

uH ux

    

   




 (1.12) 
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на границе раздела: 

 

   

               

       

1 2 1 1 1 1 2 2
2 2 15 3,2 11 4,2

1 2
2 23

11 4,2

1 2 1 2
3 4

2

3

3

4

0:

,

, .

,x

d d e u u u

u u u u

   









 

 (1.13) 

 
2. Решение задачи 

 

Решение задачи (1.10)–(1.13) строится в простран-
стве образов Фурье (  – параметр преобразования по 

координате 1x ):  

                   
4 4

1 1 1 2 2 2
2 2 2 2

1 1

, , , , , ,p k sk p k sk
k k

U x c y x U x c y x
 

        

 3,4, 3,4p s  . (2.1) 

Функции    2, , 1,2n
sky x n   в представлении (2.1) яв-

ляются линейно независимыми решениями задач Коши 

с начальными условиями    ,0n
sk sky    для уравнений  

        
2, ,n n nx  Y R Y  (2.2) 

                23 2 3 4, , , , .
n T T

n F n F n n nn n

n
D U U

 
    
 

Σ
Σ u

u

Y
Y Y Y

Y
 (2.3) 

Здесь      
23 2, ,F n F n n

kD U  – трансформанты Фурье ком-

понент тензора напряжений, вектора индукции (1.8), 
(1.9) и расширенного вектора смещений; kp  – символ 

Кронекера. Матрицы    2,n xR  имеют вид: 

   

     

   

   

   

1 1 12 2 2
44 2 15

1 12 2
1 15 11

2 1 1
11 0 15 0

1 1
15 0 44 0

0 0

0 0
, ,

/ / 0 0

/ / 0 0

c e

e
x

g e g

e g c g

    
 
   

  
 
  

R  (2.4) 

   

   

 

 

 

2 22 2
2

2 2
2 11

2 2

2
11

0 0 0

0 0 0
, .

1/ 0 0 0

0 1/ 0 0

x

    
 
  

  
 

   

R . (2.5) 

Здесь       2
1 1 1

0 44 11 15 .g c e    

Уравнения (2.2) в обозначениях (2.3)–(2.5) пред-
ставляют собой системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений (ОДУ) с переменными коэффициен-
тами, линейно независимые решения которых строятся 
на основе численного решения набора задач Коши 
с начальными условиями при фиксированных значени-
ях параметра  . Для решения систем ОДУ могут быть 
использованы различные численные методы [24–27], 
в работе использован метод Рунге – Кутта – Мерсона, 
с помощью которого для ПС восстанавливаются значе-

ния    1
2,sky x  от 0 до H1, для ДС значения    2

2,sky x  

восстанавливаются от 0 до H2. 

Подставляя решения (2.1) в граничные условия для 

вычисления неизвестных коэффициентов   ,n
kc  получаем 

однородную систему линейных алгебраических уравне-
ний с матрицей A  

     

       

       

       

       

1 1 1 1
11 12 13 14

1 1 1 1
41 42 43 44

2 2 2 2
11 12 13 14

2 2 2 2
41 42 43 44

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0
,

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

 
 
 
  
 

 
 

 
 
 
  
 

A  (2.6) 

нетривиальное решение которой возможно при условии  

 det 0.A  (2.7) 

Уравнение (2.7) с матрицей (2.6) является диспер-
сионным уравнением задачи, определяющим основные 
характеристики волнового процесса в неоднородной 
структуре. 

 
3. Численный анализ 

 
В качестве модели неоднородного ПС использова-

ны пьезоэлектрические структуры, выполненные из 
двух различных видов пьезокерамики на основе PZT 
(таблица) [21; 22]. Материалы m1, m2 и m31 представля-
ют собой керамику PZT-5, PZT DL-61HD и PZT DL-40 
соответственно, m3 – гипотетический материал. При 
выборе материалов включений учитывалось незначи-
тельное расхождение значений упругих модулей и су-
щественный разброс пьезоэлектрических и диэлектри-
ческих свойств. В качестве опорного материала ДС ис-
пользован SiO2 (m4, см. таблицу).  

Параметры материалов 

Material parameters 

Пар-
метр

310
kg·m-3

11
44 10c 
n·m-2 

15e  C·m-2  0
11 /   m

SV , m·s-1 m
SeV , m·s-1

m1 7.75 0.211 12.3 916 1650 2265 
m2 8.20 0.390 33.1 2810 2181 3182 
m3 8.15 0.161 5.15 912 1406 1542 
m31 7.70 0.230 6.20 290 1728 2221 
m4 2.20 0.312 – 4.135 3766 – 
m41 6.70 0.230 – 290 1853 – 

 
Неоднородность диэлектрического слоя моделиро-

вала переход от пьезоэлектрика к диэлектрику в узкой 
области у границы раздела, при этом учитывались 
плотность, упругие и диэлектрические модули пьезо-
электрического материала. В переходной области ис-
пользованы параметры материала m1 или m41 с упруги-
ми и диэлектрическими модулями, равными m31, но 
меньшей плотностью. 
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Следуя [21–23], участвующие в (1.1) функции 
 

1 2, , , , , , ,
n

n
sf s c e s      представим в виде: 

    1 2
2n n n

n
s s sf g g f x  . (3.1) 

Параметры 1 2,
n ns sg g  – определены значениями модулей 

основного материала и материалов включений;  2f x  – 

определяет характер изменения параметров по толщине 
слоя, локализацию включения и размер зоны перехода 
одного материала в другой. На рис. 2, а, b, представлены 
функциональные зависимости, определяющие величину 
зоны перехода основного материала к материалу включе-
ния и его локализацию по толщине ПС.  

 

а 

 
b 

 
с 

 

d 

Рис. 2. Графики функциональных зависимостей изменения 
свойств пьезоэлектрического (a, b) и диэлектрического (с) 
слоев; d – изменение безразмерного диэлектрического модуля  
                               по толщине структуры 

Fig. 2. Graphs of functional dependences of changes in the proper-
ties of piezoelectric (a, b) and dielectric (c) layers; d – the change 
of the dimensionless dielectric module in the thickness of the structure 

Цифрой «0» на рис. 2, a, отмечен случай однород-
ного ПС. На рис. 2, b, верхними индексами «1» (штри-
ховые линии) и «0» (пунктирные линии) отмечены гра-
фики с локализацией включения у поверхности пьезо-
электрического слоя и у границы раздела, цифрами без 
индекса (сплошные линии) отмечены графики с локали-
зацией включения в середине слоя. На рис. 2, c, приве-
дены зависимости изменения параметров ДС по толщи-
не в однородном случае (кривые 0) и неоднородном 
случае с локализацией включения у границы раздела с 
меньшей (кривые 1) и большей (кривые 2) областью 
перехода материалов. На рис. 2, d, показано изменение 

безразмерного параметра  11 2x  по толщине структуры 

для случаев однородного ПС из m1 на неоднородном 
диэлектрическом слое из m1/m4 (пунктирная линия) и 
неоднородного ПС из m1/m31 с локализацией включения 
у границы раздела на неоднородном ДС из m41/m4 с уз-
кой (сплошная линия) и более широкой (штриховая ли-
ния) областью перехода материалов. Цифрами на рис. 2, d, 
отмечены части кривых, соответствующие изменениям 
в пьезоэлектрическом (рис. 2, a, b) и диэлектрическом 
(рис. 2, c) слоях. 

Как следует из графиков, свойства неоднородной 
среды определяются как характером изменения пара-
метров материала, величиной и расположением неодно-

родности (  2f x ), так и соотношением параметров ос-

новного материала или материалов структуры с пара-

метрами материалов включений ( 1 2,
n ns sg g , (3.1)) как 

в пьезоэлектрическом, так и диэлектрическом слое. 
 

3.1. Влияние размера области перехода материалов 
в неоднородном пьезоэлектрическом слое 

 
Рассмотрен случай неоднородного пьезоэлектриче-

ского слоя из m1/m2 и m1/m3 на однородном диэлектри-
ческом слое m4. На рис. 3 представлено поведение отно-
сительных фазовых скоростей сдвиговых горизонтально 
поляризованных поверхностных акустических волн (SH–

ПАВ)  2/F SV V  (где 2 /FV   ,   – корни дисперсионно-

го уравнения (2.7)) в случае неоднородного ПС из m1/m2 
(рис. 3, a, c, e) и m1/m3 (рис. 3, b, d, f) на однородном ди-
электрическом слое. Штрихпунктирные, сплошные, 
штриховые и пунктирные линии с цифрами соответст-
вуют зависимостям 0, 1, 2, 3 рис. 2, a. Неоднородность 
локализована в середине пьезоэлектрического слоя.  

Из анализа рис. 3, a, c, e, видно, что наличие высо-
коскоростного включения в ПС приводит к сдвигу час-
тот выхода поверхностных волн при увеличении облас-
ти перехода материалов в область более высоких значе-
ний, что особенно заметно в высокочастотном 
диапазоне (рис. 3, a). Увеличение зоны перехода приво-
дит к увеличению фазовых скоростей SH-ПАВ, в случае 
первых мод (рис. 3, c) изменения скорости локализова-
ны в области низких и средних частот, увеличение зоны 
перехода расширяет эту частотную область, меняется 
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характер поведения скорости. Наличие низкоскоростного 
включения в ПС (рис. 3, b, d, f) приводит к обратному 
результату: частоты выхода поверхностных волн сдви-
гаются в область более низких значений, с увеличением 
зоны перехода материалов значения скоростей SH-ПАВ 
уменьшаются, в случае первых мод увеличение зоны 
перехода приводит к уменьшению скорости во всем час-
тотном диапазоне. Следует отметить, что независимо от 
характера включения начиная с 4-й моды для поведения 
скоростей SH-ПАВ характерно наличие террасных уча-

стков [1–3;11–13] в окрестности  2
SV  (рис. 3, a, b, e, f).  

Для большей наглядности на рис. 4 показано харак-
терное поведение скоростей SH-ПАВ составной пла-
стины из неоднородного ПС и однородного ДС. На 
рис. 4, a, c, e, приведены фазовые скорости в случае ПС 
с высокоскоростным включением (m2), на рис. 4, b, d, f – 
скорости в случае ПС с низкоскоростным включением 
(m3). Области перехода материалов на рисунках (a, b), 
(c, d) и (e, f) соответствуют кривым 1, 2 и 3 рис. 2, a. 

Включение расположено в середине ПС. Частотами 0
n  

отмечены критические точки пересечения кривых ско-

ростей SH-ПАВ с  2
SV .  

 

a      b 

 

c      d 

 

e      f 

Рис. 3. Влияние величины области перехода материалов неоднородного пьезоэлектрического слоя из m1/m2 (a, c, e) и из m1/m3  
(b, d, f) на фазовые скорости ПАВ. Неоднородность локализована в середине слоя; c, e – фрагменты a; d, f – фрагменты b 

Fig. 3. Influence of the size of the transition region of materials of an inhomogeneous piezoelectric layer from m1/m2 (a, c, e)  
and from m1/m3 (b, d, f) on the phase velocities of SAW. The heterogeneity is localized in the middle of the layer;  

c, e – fragments a; d, f – fragments b 
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a     b 

 
c     d 

 
e     f 

Рис. 4. Особенности поведения фазовых скоростей ПАВ для структуры с высокоскоростным (a, c, e) и низкоскоростным (b, d, f) 
включениями в пьезоэлектрическом слое. Области перехода материалов на a, b; c, d; e, f соответствуют зависимостям 1, 2, 3 рис. 2, a.  
                                                                 Неоднородность локализована в середине слоя 

Fig. 4. Features of the behavior of phase velocities of SAW for a structure with high- velocity (a, c, e) and low-velocity (b, d, f) inclusions  
in a piezoelectric layer. The areas of transition of materials to a, b; c, d; e, f correspond to dependencies 1, 2, 3 fig. 2, (a). The inhomogeneity  
                                                                         is localized in the middle of the layer 

 
Из рисунков следует, что увеличение области пере-

хода материалов для высокоскоростного включения 

(рис. 4, a, c, e) приводит к смещению частот 0
n  в об-

ласть более высоких значений, при этом постепенно 
увеличивается длина террасных участков. Для первой 
моды возрастает значение частоты пересечения кривой 

с линией  1
SeV , т.е. увеличивается частотный диапазон, в 

котором скорость первой моды превышает  1
SeV . При 

низкоскоростном включении (рис. 4, b, d, f) увеличение 

области перехода материалов смещает 0
n  в область 

низких частот, в рассматриваемом диапазоне располага-
ется больше террасных участков, их длина уменьшает-
ся. Для первой моды характерно падение значений ско-
рости во всем частотном диапазоне, отмечается область 
сближения скоростей первых двух мод в высокочастот-
ном диапазоне (рис. 4, b), однако с увеличением области 

перехода материалов сближение скоростей становится 
меньше и смещается в область более низких частот 

(рис. 4, f). Скорость 1-й моды падает до  1
SV  (где 

  11 m
S SV V ), причем дальнейшее увеличение области пе-

рехода материалов приводит к падению скорости до 

наименьшего значения из 1m
SV  и 3m

SV . 

 
3.2. Влияние области локализации  
неоднородности пьезоэлектрического слоя 

 
На рис. 5 представлены особенности фазовых ско-

ростей SH-ПАВ в зависимости от локализации неодно-
родности ПС из m1/m2 (a, b) и m1/m3 (c, d). Сплошная, 
штриховая и пунктирные линии 2, 21, 20 отвечают зако-
номерностям рис. 2, b. Рис. 5, b, d – фрагменты рисун-
ков a, c. 
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a      b 

 

c      d 

Рис. 5. Влияние области локализации неоднородности на относительные фазовые скорости ПАВ. Зона перехода материалов  
фиксирована: a, b – неоднородность m1/m2; c, d – неоднородность m1/m3; b, d – фрагменты соответственно a, c 

Fig. 5. Influence of the inhomogeneity localization region on the relative phase velocities of SAW. The transition zone of materials  
is fixed: a, b – heterogeneity m1/m2; c, d – heterogeneity m1/m3; b, d – fragments, respectively, a, c 

 
Анализ рис. 5, a, b, показывает, что, в отличие от 

рис. 3, a, влияние локализации неоднородности носит 
более сложный характер и по-разному сказывается на 
поведении скоростей в различных частотных диапазо-
нах. Так, при неоднородности m1/m2 частоты выхода 2, 
3, 6-й и 9-й мод SH-ПАВ сдвигаются в область более 
низких частот, 4-й и 7-й мод – в область более высоких 
частот, частоты выхода 5-й и 8-й мод изменяется не-
значительно. При поверхностной локализации неодно-
родности (штриховые линии, кривые 21, рис. 5, b) ско-
рости 1, 2-й и 3-й мод становятся существенно ближе, 

скорость 1-й моды начиная с *
1  превосходит  1

SeV , чего 

не происходит при срединной и приграничной локали-
зациях. Скорость 2-й и 3-й мод в достаточно большом 
частотном диапазоне меньше скоростей со срединной 
и приграничной локализациями, однако с ростом час-
тоты скорость растет и становится преобладающей. 
При неоднородности m1/m3 частоты выхода 2, 3, 5-й и 
6-й мод SH-ПАВ сдвигаются в область более высоких 
частот, 4-й и 8-й мод – в область более низких частот, 
частоты выхода 7-й и 9-й мод изменяются незначи-
тельно. При граничной локализации (пунктирные ли-
нии, кривые 20, рис. 5, d) наблюдается частотный диа-
пазон, в котором скорости 1-й и 2-й мод принимают 
очень близкие значения (пересечений нет), при сре-
динной локализации этот эффект менее выражен, од-

нако может более явно проявляться при увеличении 
области перехода материалов. При поверхностной ло-
кализации эффекта сближения скоростей нет, во всем 
частотном диапазоне скорость 1-й моды падает при-

ближаясь к значению 3m
SV .  

 
3.3. Влияние неоднородности  
диэлектрического слоя 

 
На рис. 6 показано влияние неоднородности ДС на 

поведение скоростей SH-ПАВ в случае однородного ПС 
из m1 (рис. 6, a, c, e) и неоднородного ПС из m1/m31 (рис. 
6, b, d, f). На рис. 6, a, c, e, кривые 0 (штриховые линии) 
отвечают структуре однородных ПС и ДС из m1/m4, 
кривые 1 (сплошные линии) – структуре однородного 
ПС из m1 на неоднородном ДС из m1/m4 с локализацией 
неоднородности у границы раздела и областью перехо-
да в соответствии с кривой 1 рис. 2, c. Рисунок 6, c, e – 
фрагменты рис. 6, a. На рис. 6, b, d, f, кривые 1 (сплош-
ные линии) и кривые 2 (штриховые линии) соответст-
вуют случаю неоднородного ПС из m1/m31 с локализа-
цией неоднородности у границы раздела (зона перехода, 
кривая 20 рис. 2, b, d) и неоднородного ДС из m41/m4 с 
локализацией у границы раздела и областями перехода, 
отвечающими кривым 1 и 2 рис. 2, c, d. Рис. 6, d, f – 
фрагменты рис. 6, b. 
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a     b 

 

c     d 

 

e     f 

Рис. 6. Влияние неоднородности диэлектрического слоя на скорости ПАВ: a – структура m1/m4 (однородный случай, кривые 0), 
неоднородный диэлектрический слой (кривые 1); b – неоднородный пьезоэлектрический слой m1/m31 и неоднородный 
диэлектрический слой m41/m4, локализация неоднородностей у границы раздела, область перехода материалов отвечает кривым 1, 2, 
                                                                              рис. 2, с; c, e – фрагменты a; d, f – фрагменты b 

Fig. 6. Influence of the inhomogeneity of the dielectric layer on the velocities of SAW: a – structure m1/m4 (homogeneous case, curves 0), 
inhomogeneous dielectric layer (curves 1); b – is an inhomogeneous piezoelectric layer m1/m31 and an inhomogeneous dielectric layer 
m41/m4, localization of inhomogeneity at the interface, the transition region of materials corresponds to curves 1, 2 fig. 2, c; c, e – are  
                                                                                         fragments a; d, f – are fragments b 

Из рис. 6, a – f, видно, что наличие неоднородно-
сти в диэлектрическом слое (кривые 1, рис. 6, a, c, e) 
приводит к сдвигу как частот выхода новых мод, так и 

критических частот 0
1n  в сторону более низких значе-

ний, причем с ростом частоты сдвиг увеличивается. 
Наблюдается уменьшение скоростей SH-ПАВ относи-
тельно случая однородных слоев (кривые 0), причем 
для мод, начиная со 2-й, падение скорости происходит 
во всем частотном диапазоне, в случае 1-й моды раз-
личие скоростей отмечается только в небольшой низ-

кочастотной области, для частот выше 0
21  скорости 

совпадают (см. рис. 6, с). Увеличение зоны перехода 
материалов при неоднородности диэлектрического 
слоя (см. рис. 6, b, d, f) приводит к дальнейшему 

уменьшению значений частот выхода новых мод и 

частот 0
2n , кривые скоростей становятся более поло-

гими.  
Так, сравнение рис. 6, a и b, показывает, что в слу-

чае однородных слоев (кривая 0, см. рис. 6, a) террас-
ный участок появляется в поведении 4-й моды, нали-
чие неоднородности в диэлектрическом слое с зоной 
перехода, отвечающей кривой 1 (см. рис. 2, c), приво-
дит к появлению террасного участка в 5-й моде (кри-
вая 1, см. рис. 6, a), наличие в граничной области  
неоднородности пьезоэлектрического и диэлектриче-
ского слоев с зоной перехода, соответствующей кри-
вым 20 и 2 рис. 2, b и c, приводит к появлению террас-
ного участка в 7-й моде (кривая 2, см. рис. 6, b, f).  
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Заключение 
 
Предложен подход к моделированию динамических 

процессов в составной полубесконечной пластине из 
неоднородных пьезоэлектрического и диэлектрического 
слоев. При моделировании неоднородности слоев ис-
пользована двухкомпонентная модель с функционально 
градиентным изменением свойств по толщине. При вы-
боре материалов включений уделялось внимание мате-
риалам с различием скоростных характеристик, с не-
значительным расхождением значений упругих моду-
лей и существенным отличием пьезоэлектрических и 
диэлектрических свойств. Неоднородность диэлектри-
ческого слоя связана с взаимопроникновением материа-
лов слоев в узкой переходной области у границы разде-
ла. В рамках модели полагалось, что плотность, диэлек-
трические и упругие модули диэлектрического слоя 
непрерывно изменяются по толщине от соответствую-
щих параметров пьезоэлектрического материала до па-
раметров основного материала диэлектрика. Внешние 
поверхности пластины свободны от механических на-
пряжений и электрически короткозамкнуты. На приме-
ре задачи о распространении поверхностных SH-волн от 

бесконечно удаленного источника гармонических коле-
баний в неоднородной двухслойной структуре на осно-
ве PZT/SiO2 исследованы особенности поведения фазо-
вых скоростей ПАВ для широкого круга изменения па-
раметров задачи. Рассмотрены неоднородности 
пьезоэлектрического слоя с различной локализацией 
при однородном диэлектрическом слое и неоднород-
ность диэлектрического слоя с граничной локализацией 
в случае однородного и неоднородного пьезоэлектриче-
ского слоя. Предложенный подход позволил провести 
детальный анализ влияния величины области перехода 
материалов, характера неоднородности и ее расположе-
ния по толщине пластины на особенности поведения 
ПАВ в широком частотном диапазоне. Показано, что 
влияние области перехода материалов как при высоко-
скоростном, так и при низкоскоростном включении ПС 
усиливается с ростом частоты. Установлены характер-
ные особенности поведения ПАВ в зависимости от ло-
кализации как высокоскоростного, так и низкоскорост-
ного включения ПС. Показана существенная роль учета 
неоднородности приграничной области ДС на поведе-
ние скоростей ПАВ, связанной с проникновением мате-
риалов ПС и ДС в пластине. 
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