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 В современном машиностроении в целом и в авиастроении в частности большое
количество деталей получают листовой штамповкой. Для изготовления элементов
гидрогазовых систем летательных аппаратов часто применяются формообразующие
операции, в которых жидкости и резиноподобные материалы служат рабочей средой,
передающей усилие прессования деформируемой заготовке. 

В настоящей работе рассматривается процесс раздачи средней части трубчатой
заготовки из титанового сплава ОТ4-1. Внутреннее давление на трубчатую заготовку 
определяется действием рабочего тела при сжатии. Одним из значительных недостатков
холодной листовой штамповки является пружинение материала после извлечения из
оснастки. Поэтому форма матрицы, используемой для технологического процесса раздачи,
должна задавать упреждающую форму трубчатой заготовки, обеспечивающую требуемую
остаточную форму после разгрузки. Для определения такой формы матрицы формулируется
и решается обратная задача. 

Реализация метода решения обратной задачи выполнена в системе MSC.Marc. Для осе-
симметричной формы детали используется двумерная постановка задачи. В случае тонкостен-
ных конструкций моделирование процесса формообразования выполняется в условиях пла-
стичности с учетом малых деформаций, но больших перемещений и поворотов (общая Ла-
гранжева формулировка). Решение обратной контактной задачи формообразования находится 
итерационным методом, который построен на основе квазистатического вариационного прин-
ципа. Данный алгоритм решения обобщается на трехмерные задачи, когда деталь имеет не-
осесимметричную форму, в частности эллипсоидальную, тройник и т.д.  

В результате решения обратной контактной задачи формообразования трубчатой заготов-
ки итерационным методом была определена требуемая геометрия жесткой матрицы. Сравне-
ние численных результатов с проведенным натурным экспериментом показало удовлетвори-
тельное совпадение. Таким образом, представленный метод и его реализация в CAE-системе 
дает возможность проектировать оснастку на стадии подготовки производства. 
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 In modern mechanical engineering in general, and in the aircraft industry in particular, a
large number of parts are obtained by sheet stamping. For the manufacture of elements of hydro-
gas systems of aircraft, shaping operations are often used, in which liquids and rubber-like mate-
rials serve as a working medium that transfers the pressing force to a deformable workpiece. 

In this paper, we consider the process of expanding the middle part of a tubular billet made 
of titanium alloy OT4-1. The internal pressure on the tubular billet is determined by the action of 
the working fluid during compression. One of the significant disadvantages of cold sheet forming 
is the springback of the material after being removed from the tooling. Therefore, the shape of 
the die used for the technological process of expansion must set the proactive shape of the tubu-
lar billet, providing the desired residual shape after unloading. To determine such a matrix form, 
an inverse problem is formulated and solved. 

The implementation of the method for solving the inverse problem is carried out in the
MSC.Marc system. For the axisymmetric shape of the part, a two-dimensional statement of the 
problem is used. In the case of thin-walled structures, the modeling of the shaping process is 
carried out under plasticity conditions, taking into account small deformations, but large dis-
placements and rotations (general Lagrangian formulation). The solution of the inverse contact
problem of shaping is found by the iterative method, which is based on the quasi-static variation-
al principle. This solution algorithm is generalized to three-dimensional problems, when the part 
has a non-axisymmetric shape, in particular, ellipsoidal, tee, etc. 

As a result of solving the inverse contact problem of shaping a tubular workpiece by the iter-
ative method, the required geometry of the rigid matrix was determined. Comparison of the nu-
merical results with the conducted full-scale experiment showed a satisfactory agreement. Thus, 
the presented method and its implementation in the CAE system makes it possible to design 
tooling at the pre-production stage. 
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Введение 

 
Разработка и внедрение новых прогрессивных мето-

дов заготовительно-штамповочного производства, кото-
рые приводят к повышению размерно-геометрической 
точности изделий, являются актуальными задачами. Необ-
ходимо внедрять новые теоретические методы исследова-
ния процессов штамповки с целью сокращения сроков 
технологической подготовки производства при внедрении 
новых деталей на промышленных предприятиях. 

Теоретическим и практическим вопросам формооб-
разования деталей из тонкостенных трубчатых загото-
вок посвящено большое количество работ [1–27]. В на-
стоящей работе представлен способ расчета формы ин-
струмента для раздачи средней части трубы по жесткой 
матрице, который основан на методе решения обратных 
задач упругопластичности по расчёту формы оснастки, 
обеспечивающей теоретический контур тонкостенной 
детали с учетом пружинения материала заготовки. 

 

1. Технология раздачи средней части трубы  
по жесткой матрице 

 

Согласно технологии раздачи, воздействие на де-
формируемую деталь передаётся через рабочее тело 
посредством давления на него пуансоном [28–33] (рис. 1). 

На чертеже приведено осевое сечение. Левая часть со-
ответствует расположению заготовки и оснастки до де-
формирования, правая часть соответствует максималь-
ному перемещению пуансона пресса. На основание 1 
устанавливается разборная матрица, состоящая из ниж-
ней части 2 и верхней части 3. Внутри матрицы поме-
щается трубчатая заготовка 4 и эластичное рабочее те-
ло 5. Пуансон 6, перемещаясь вследствие усилия прес-
са P, создает давление через рабочее тело на внутренней 
стенке трубчатой заготовки. В результате происходит 
раздача ее средней части. После этого пуансон подни-
мают вверх, разбирают матрицу и вынимают готовую 
деталь с рабочим телом. Таким образом, необходимая 
остаточная форма трубчатой заготовки после освобож-
дения из матрицы и разгрузки задаётся формой жёсткой 
матрицы. Для обеспечения  высокой точности, качества 
деталей и сокращения времени постановки производст-
ва необходима формулировка и решение обратной зада-
чи по определению формы матрицы.  

Размеры заготовки: длина трубы 65,5 мм, толщина 
1 мм. Титановая заготовка имеет следующие характери-
стики материала: модуль Юнга Е = 110 ГПа,  
коэффициент Пуассона ν = 0,33, предел текучести 

T  = 583 МПа, модуль линейного упрочнения 

TE  = 1076 МПа. 



Bormotin K.S., Potianikhin D.A., Hlaing Min Ko, Sinelshchikov A.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2023) 110-117 

112 

1

2 2

3 3

4 4

5 6

P

 

Рис. 1. Схема раздачи трубчатой заготовки  
с использованием внутреннего наполнителя 

Fig.1. Scheme of a tubular billet distribution  
with inner filler 

 
2. Метод решения обратной задачи  
раздачи трубчатой заготовки 

 
Для определения формы матрицы формулируется 

обратная задача: необходимо определить перемещения 
поверхности матрицы, которые обеспечивают заданную 
остаточную форму детали после раздачи рабочим телом 
средней части трубчатой заготовки и разгрузки (извле-
чения детали из матрицы). 

Пусть 3V R  – ограниченная область трубчатой за-
готовки с достаточно регулярной границей S. Контакт-
ная поверхность (контур) жёсткого тела (матрицы) 
с деформируемым обозначается через cS  ( cS S ). Обо-

значим через 1 2 3( , , )u u u u , 1 2 3( , , )u u u u    , 1 2 3( , , )u u u u  

векторы текущих, остаточных перемещений деформи-
руемого тела и вектор перемещений контактного тела 
(матрицы). Точкой сверху обозначаются скорости те-

кущих и остаточных перемещений iu , iu , iu . Скаляр-

ное произведение имеет вид ( , )S  : 
3

1

( , )S i i
iS

u v u v dS


  . 

Соответствующая этому скалярному произведению 
норма имеет вид 

1
23

2

1

|| || ( , )S S i
iS

u u u u dS


 
   

 
 . 

В случае тонкостенных конструкций задача формо-
образования рассматривается в условиях пластичности 
с учётом малых деформаций, но больших перемещений 
и поворотов (общая Лагранжева формулировка). Для 
построения метода решения обратной задачи формооб-
разования с контактной жёсткой матрицей рассматрива-
ется квазистатический вариационный принцип с функ-
ционалом [34; 35] 

 

* 2

1

* 2

2

1 1 2 2

1
( , , ) || || ( , ) ( , )

2

1
( , ) || || ,

2

0, 0, 0, 0,

c pS c S

S

J u u u u u W a u u p u

a u u u u

     


  


       

       

        (1) 

где cW  – контактный потенциал, полученный наложе-

нием контактных условий на формулировку уравнений 
движения тел методом штрафных функций [36–38] и 
дифференцированием по t: 

1 1

c

c n n t t
n tS

W g g g g dS 
    ,  

0n  , 0n  , 0t  , 0t  . 

Здесь ( )ng n u u  , ( )ng n u u    – нормальный пе-

рехлест (взаимное проникновение по нормали к границе 

cS ) контактирующих частиц и его скорость, 

( )tg u u  , ( )tg u u    – касательный перехлест 

и его скорость, n – единичный вектор нормали к кон-
тактной поверхности,   – единичный касательный век-
тор к контактной поверхности; [0, ]t T  – параметр де-

формирования тела; p – давление с внутренней стороны 

заготовки Sp; 
*u , *u  – заданные остаточные скорости 

перемещений тела и текущие скорости перемещений 
контактного тела; потенциальные формы определяются 
в виде [36]: 

, , ,( , ) [ ( ) ]i j i j i j
V

a u v E u u v dV       , 

, , ,( , ) [ ( ) ]i j i j i j
V

a u v E u u v dV           , 

, , ,( ) (1 2) (1 2)p
i j ijpl ij pl ijpl ij ij p i p jplE u c c u u             , 

, , ,( ) (1 2) (1 2)p
i j ijpl ij pl ijpl ij ij p i p jplE u c c u u                  , 

где ijklc  – компоненты тензора упругих констант,
 ij , 

ij  – компоненты скоростей текущих и остаточных де-

формаций, /p
ij ijf    – компоненты скоростей пла-

стических деформаций, 0 , / ij ijf s    – вектор в 

пространстве компонент девиатора тензора напряже-
ний, направленный по нормали к поверхности текуче-
сти, уравнение 0f   определяет поверхность в про-

странстве компонент девиатора тензора напряжений 
[36]; для компонент скоростей деформаций выполняют-
ся соотношения 

, , , , , ,(1 2)( )ij i j j i p i p j p i p ju u u u u u         , 

, , , , , ,(1 2)( )ij i j j i p i p j p i p ju u u u u u               , 

,
i

i j
j

u
u

x





, , , , 1,2,3i j p l  . 
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Условие стационарности функционала приводит 
к уравнениям равновесия для скоростей текущих и ос-
таточных напряжений в V и граничным условиям на 
поверхности S.  

Аналогично построению метода решения в [34; 35] 
на основе вариационного неравенства для функцио-
нала (1) находится итерационный метод решения об-
ратных задач формообразования: 

 1 *( )k k k k
i i i iu u u u     , (2) 

где 0 2k  , k = 0, 1, 2,…. 
 

3. Численные результаты решения  
обратной задачи 

 
С учётом дискретизации вариационных уравнений 

механики образуются стандартные конечно-элементные 
уравнения для решения контактной задачи деформиро-
вания [36–39]: 

KU R  , ˆ ˆ ( )KU R U
   , 

где K , K  – симметричные матрицы касательной жёст-

кости, определённые в момент t; R  – вектор скорости 

внутренних и внешних сил; R̂


 – вектор скорости сил, 
обусловленных начальными деформациями и началь-
ными напряжениями. В результате решения первой за-
дачи находится деформированная модель с распределе-
нием напряжений и деформаций. Решение второй зада-
чи на основе данных о начальных напряжениях и 
деформациях определяет перемещения разгрузки. Оста-
точные узловые перемещения вычисляются по формуле 

ˆ U U U . Решение обратной задачи реализуется в сис-
теме MSC.Marc, используя возможности по созданию 
пользовательских подпрограмм по управлению гранич-
ными условиями и выводу необходимых результатов. 
Для сокращения времени расчета контактных задач в 
модели раздачи трубы действие на заготовку рабочего 
тела при сжатии заменяется внутренним давлением. 
Решение обратной задачи в случае воздействия на де-
формируемую деталь через рабочее тело представлено в 
статье [30]. 

Так как задача осесимметричная, то можно исполь-
зовать двумерную постановку. В этом случае модели-
рование деформирования заготовки выполнено плоски-
ми четырехузловыми элементами для осесимметричных 
задач. Для расчета необходимой формы оснастки в за-
даче раздачи трубы методом (2) будут рассматриваться 
только радиальные перемещения по оси x2 (рис. 2). За-
данные остаточные отклонения задаются перемеще-

ниями *
2u , максимальное значение которых равно 

4,9 мм. В исходной модели внутренняя поверхность 
матрицы перемещена на заданные перемещения заго-

товки, т.е. 0 *
2 2 .u u   

В случае, если деталь имеет не осесимметричную 
форму (в частности, эллипсоидальную, тройник и т.д.), 
то необходимо рассматривать трехмерную постановку 
задачи. Для анализа решения обратных задач в качестве 
примера рассматривается четверть осесимметричной 
детали в трехмерной постановке. В этом случае моде-
лирование деформирования заготовки выполнено вось-
миузловыми изопараметрическими элементами.  

 

Рис. 2. Исходная 2D-конечно-элементная модель заготовки 
трубы и матрицы: 1 – заготовка; 2 – матрица 

Fig.2. Initial 2D finite element model of the tube billet  
and die: 1 – billet; 2 – die 

 

Конечно-элементная модель представлена на рис. 3 
(1 – заготовка, 2 – матрица). При расчёте необходимой 
формы оснастки в задаче раздачи трубы методом (2) для 
трехмерной постановки будут рассматриваться переме-
щения по осям x2, x3 (см. рис. 3). Заданные остаточные 

отклонения задаются перемещениями *
2u , *

3u , макси-

мальное значение которых в соответствующих коорди-
натных плоскостях равно 4,9 мм. В исходной модели 
внутренняя поверхность матрицы перемещена на за-

данные перемещения заготовки, т.е. 0 *
2 2u u  , 0 *

3 3u u  (в 

конечно-элементной модели данные соотношения опре-
деляются для ближайших крайних узлов матрицы и за-
готовки). 

Для улучшения условий сходимости решения задач 
методом конечных элементов контактная задача дефор-
мирования разбивается на две подзадачи, включающие 
перемещение модели матрицы к заготовке (исходные 
модели заготовки и матрицы находятся на незначитель-
ном расстоянии) и прижатие трубчатой заготовки к по-
верхности матрицы под действием давления. 

Таким образом, перемещения, входящие в метод (2), 
определяются на основе решения следующих задач:  

1. Изменение геометрии поверхности матрицы и ус-
тановка матрицы вблизи заготовки (рис. 4). 

2. Задача деформирования трубчатой заготовки под 
действием давления. В результате заготовка должна 
быть прижата к элементам матрицы (рис. 5). 
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3. Упругая разгрузка заготовки. В результате полу-
ченных остаточных перемещений заготовки по методу 
(2) определяются перемещения узлов матрицы, по кото-
рым изменяется форма матрицы.  

 

 

Рис. 3. Исходная 3D-конечно-элементная модель заготовки 
трубы и матрицы 

Fig. 3. Initial 3D finite element model of the pipe blank and die 

 
Решение данных задач повторяется на каждой ите-

рации до достижения заданной точности. Сходимость 
итерационного метода оценивается по среднеквадра-

тичной норме 1k ke   :  

для двумерной задачи  

 
1 22*

2 2
k k

S
u u    

    , 

для трехмерной задачи 

    
1 2

2 2* *
2 2 3 3

k k k
S

u u u u
          
     , (3) 

где S – область крайних внешних узлов заготовки, k – 
номер итерации. 

Граничные условия для рассматриваемых задач 
указываются следующие. В задаче деформирования 
матрицы заготовка зафиксирована, а к узлам контакт-
ной поверхности матрицы заданы перемещения, обес-
печивающие изменение геометрии поверхности и при-
жатие к заготовке. В задаче деформирования трубчатой 
заготовки заданы условия симметрии, а в узлах посере-
дине заготовки исключены перемещения по оси. На 
внутренней поверхности заготовки задано давление, 
обеспечивающее прижатие ее к жесткой матрице. На 
поверхности контакта заготовки и матрицы задано тре-
ние с коэффициентом 0,1. В задаче разгрузки трубчатой 
заготовки под действием начальных напряжений, в от-
личие от задачи деформирования, исключаются кон-
тактные условия и давление. 

В результате решения обратной задачи раздачи 
трубчатой заготовки итерационным методом (2) найде-
ны перемещения узлов матрицы до необходимой гео-

метрии поверхности, обеспечивающей заданные оста-
точные перемещения заготовки. В случае двумерной 
постановки максимальные отклонения вычисленной 
поверхности матрицы от заготовки будут 2max 5u   мм. 

На рис. 6 дан график сходимости итерационного метода 

(2) в зависимости от значения k . 

 

Рис. 4. Конфигурация моделей после изменения геометрии 
поверхности матрицы и установке его вблизи заготовки 

Fig. 4. Configuration of models after changing the geometry of the 
matrix surface and installing it near the workpiece 

 

Рис. 5. Конфигурация моделей после прижатия  
заготовки к пуансону под давлением 

Fig. 5. Configuration of models after pressing  
the workpiece to the punch under pressure 

 

Рис. 6. График сходимости метода при решении  
двумерной обратной задачи 

Fig. 6. Convergence graph of the method for  
solving a two-dimensional inverse problem 

В таблице представлены для каждой итерации пе-
ремещения узла в средней части трубчатой заготовки в 
упреждающей и разгруженной конфигурации в случае 
трехмерной постановки. На рис. 7 дан график сходимо-

сти итерационного метода (2) при 1k  . 

Перемещения узла на внешней поверхности  
заготовки 

Node displacements on the outer surface  
of the workpiece 

Итерация 
(Iteration) 

Перемещения  
до разгрузки, мм 

(Displacements before 
unloading, mm) 

Перемещения после 
разгрузки, мм 

(Displacements after 
unloading, mm) 

1 4,88 4,75 
2 5,01 4,89 
3 5,02 4,90 
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Рис. 7. График сходимости метода при решении  
трехмерной обратной задачи 

Fig. 7. Convergence graph of the method for solving  
a three-dimensional inverse problem 

Заключение 
 
Результаты расчетов для двумерных постановок за-

дач с действием рабочего тела [30] и давления на заго-
товку демонстрируют сходимость итерационного мето-
да и совпадение с экспериментальными данными. Для 
трехмерных моделей для сокращения времени расчета 
рассматривается нагружение заготовки давлением. Раз-
личные постановки обратных задач раздачи трубчатых 
заготовок дают одинаковые результаты решения мето-
дом (2) для осесимметричной детали. 

Таким образом, предлагаемый метод может быть 
использован для определения геометрии матрицы при 
раздаче неосесимметричной конечной формы трубчатой 
заготовки. Реализация его в CAE-системе позволяет 
спроектировать оснастку на этапе подготовки произ-
водства. 
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