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 Рассматривается динамика балки Бернулли – Эйлера, лежащей на упругом основа-
нии. Выбирается обобщенная модель упругого основания, включающая в себя два неза-
висимых коэффициента постели: жесткости основания на деформации растяжения – сжа-
тия и на деформации сдвига. В отличие от классической модели упругого основания (мо-
дель Винклера), обобщенная модель учитывает распределительную способность грунта, 
т.е. его свойство оседать не только под нагруженной областью, под фундаментом, но и 
вблизи него. Балка считается бесконечной. Такая идеализация допустима, если на ее гра-
ницах находятся оптимальные демпфирующие устройства, то есть параметры граничного 
закрепления таковы, что падающие на него возмущения не будут отражаться. Это позво-
ляет рассматривать модель балки без учета граничных условий, а вибрации, распростра-
няющиеся по балке, считать бегущими изгибными волнами. Изучается влияние двухкон-
стантного упругого основания на параметры изгибной волны, распространяющейся в бал-
ке. Показано, что при возрастании сдвиговой жесткости упругого основания волны,
имеющие одинаковое волновое число (т.е. волны одинаковой длины) будут иметь боль-
шую частоту, большую фазовую и групповую скорости. Для рассматриваемой системы в 
дивергентной форме записано уравнение переноса энергии. Показано, что средняя ско-
рость переноса энергии равняется групповой скорости изгибной волны. Равенство этих 
скоростей служит дополнительным фактором, свидетельствующим о внутренней физиче-
ской непротиворечивости модели изгибных колебаний балки, лежащей на обобщенном
упругом основании. 
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 The dynamics of a Bernoulli – Euler beam lying on an elastic foundation is considered. A 
generalized model of an elastic foundation is selected, which includes two independent bedding
coefficients: the stiffness of the foundation for tensile-compression deformation and for shear 
deformation. Unlike the classical elastic foundation model (Winkler's model), the generalized 
model takes into account the distribution capacity of the soil, i.e. its property to settle not only
under the loaded area, under the foundation, but also near it. The beam is considered to be infi-
nite. Such idealization is permissible if optimal damping devices are located on its boundaries, 
that is, the parameters of the boundary fixation are such that the perturbations falling on it will not
be reflected. This makes it possible to consider the beam model without taking into account the
boundary conditions, and consider vibrations propagating along the beam as traveling bending 
waves. The influence of a two-constant elastic foundation on the parameters of a bending wave 
propagating in a beam is studied. It is shown that with an increase in the shear stiffness of the 
elastic base, waves with the same wavenumber (i.e., waves of the same length) will have a high-
er frequency, higher phase and group velocities. For the system under consideration, the energy
transfer equation is written in divergent form. It is shown that the average rate of energy transfer 
is equal to the group velocity of the flexural wave. The equality of these velocities serves as an
additional factor indicating the internal physical consistency of the model of bending vibrations of
a beam lying on a generalized elastic foundation. 
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Введение 

 
В прикладной механике под упругим основанием 

принято понимать расчетную модель среды, сопротив-
ляющейся деформированию взаимодействующей с ней 
конструкции. В теории сооружений такой средой вы-
ступает, как правило, грунтовое основание. 

Классическая модель (обычно называемая моделью 
Винклера) упругого основания базируется на гипотезе 
Э. Винклера (1867) [1], развитой Х. Циммерманом 
(1888) [2], о том, что при давлении на поверхность 
грунта на какой-либо одной малой площадке грунт бу-
дет оседать только под ней. Таким образом, классиче-
ская модель упругого основания не учитывает распре-
делительную способность грунта, т.е. его свойство осе-
дать не только под нагруженной областью, под 
фундаментом, но и вблизи него. 

Модель, учитывающую распределительную спо-
собность грунта, называют обобщенной моделью упру-
гого основания. Она сформировалась к середине 50-х – 
началу 60-х гг. ХХ в. Появление модели и ее развитие 
связаны с работами К. Вигхорта (1922) [3], М.М. Фило-
ненко-Бородича (1945) [4], М. Хетенеи (1946) [5], 
П.Л. Пастернака (1954) [6], В.З. Власова и Н.Н. Леонть-
ева (1956, 1960) [7; 8], Э. Рейсснера [9]. В основу обоб-
щенной модели положено «сплошное упругооседающее 
и упруговращающееся основание» [6]. Свойства такого 
основания описываются двумя независимыми коэффи-

циентами постели: коэффициентом сжатия h1 и учиты-
вающим совместную работу соседних областей коэф-
фициентом сдвига h2.  

Обобщенную модель упругого основания называют 
двухкоэффициентной [6], двуххарактеристической [10; 
11], двухпараметрической [12–15], но чаще всего – мо-
делью Пастернака (см., например, [16–20]). 

Если дисперсионные свойства изгибных волн, рас-
пространяющихся в балке, лежащей на классическом 
упругом основании, хорошо известны, то о модели, со-
держащей обобщенное упругое основание, такого ска-
зать нельзя. 

Знание дисперсионных зависимостей той или иной 
модели позволяет использовать такую модель в неразру-
шающем контроле конструкций [21]. Кроме того, интерес 
к задачам устойчивости и волновой динамики балок, ле-
жащих на упругом основании, определяется необходимо-
стью расчета динамического поведения рельсовых на-
правляющих (например, ракетного трека [22; 23]), несу-
щих высокоскоростные движущиеся нагрузки. 

 

1. Математическая модель 
 

Уравнение изгибных колебаний балки, модели Бер-
нулли – Эйлера, лежащей на обобщенном упругом ос-
новании, имеет вид [24]: 

 
2 4 2

1 22 4 2
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w w w
F EЈ h w h

t x x

  
    

  
 (1) 



Erofeev V.I., Lenin A.O., Lisenkova E.E., Tsarev I.S. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2023) 118-125 

120 

Здесь ( , )w x t  – перемещение частиц срединной ли-

нии балки при изгибе, ρ – плотность материала, F – 
площадь поперечного сечения балки, E – модуль Юнга, 
J – осевой момент инерции. 

Предполагаем, что балка является бесконечной. Та-
кая идеализация допустима, если на ее границах нахо-
дятся оптимальные демпфирующие устройства, то есть 
параметры граничного закрепления таковы, что падаю-
щие на него возмущения не будут отражаться. В [25] на 
основе точных решений модельных задач для упругих 
систем обосновано существование согласованных кон-
цевых гасителей различных типов колебаний, не даю-
щих отраженных возмущений в системе. Это позволяет 
рассматривать модель балки (1) без учета граничных 
условий, а вибрации, распространяющиеся по балке, 
рассматривать как бегущие изгибные волны. 

Введение безразмерных величин для перемещения, 
координаты и времени 

 
0

 ;
w

U
w

  14 ;
h

z x
EJ

  1 ,
h

t
F




  (2) 

где 0w  – максимальное поперечное перемещение, при 

котором растяжимостью срединной линии балки можно 
пренебречь, приводит уравнение (1) к виду: 
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Здесь 2

1

 
h

a
h EJ

  – параметр, включающий в себя 

коэффициент изгибной жесткости балки (EJ) и коэффи-
циенты жесткости упругого основания (h1, h2). 

 
2. Анализ дисперсионных зависимостей 

 
На основе выражения (3) исследуем далее влияние 

обобщенного упругого основания на параметры изгиб-
ной волны, распространяющейся в балке. Будем оты-
скивать решение уравнения (3) в виде бегущей гармо-
нической волны: 

 ( ) * ( )  .i Kz i KzU Ae A e      (4) 

Здесь A, A* – безразмерная комплексная амплитуда 
и ее комплексно-сопряженная часть, Ω – частота и K – 
волновое число, связанные с круговой частотой ω и 
размерным волновым числом k соотношениями: 

 4

1 1

,      .
F EJ

K k
h h


     (5) 

Подстановка соотношения (4) в уравнение (3) при-
водит к дисперсионному уравнению 

 2 4 2 1 0,K aK       (6) 

из которого определяем закон дисперсии изгибной волны 

 4 2 1,K aK     (7) 

фазовую и групповую скорости 

 2
ф 2

1
,K a

K K
    


 (8) 

 
2

гр
2

2

2
 .

1

d a K

dK
K a

K

 
  

 
  (9) 

Зависимости (7), (8), (9) приведены на рис. 1, 2 и 3 
соответственно. Все построения выполнены в первом 
квадранте координатной плоскости, поскольку не учи-
тываются волны, имеющие отрицательные частоты (т.е. 
гармоники, распространяющиеся со сдвигом по фазе на π) 
и отрицательные волновые числа (т.е. гармоники, рас-
пространяющиеся в отрицательном направлении оси z). 
Для построения зависимостей (7), (8), (9) во всей плос-
кости следует учесть симметрию этих графиков относи-
тельно вертикальной и горизонтальной осей. 

 

Рис. 1. Закон дисперсии изгибной волны 

Fig. 1. Dispersion law of a flexural wave 

 

Рис. 2. Фазовая скорость изгибной волны 

Fig. 2. Phase velocity of a bending wave 
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Рис. 3. Групповая скорость изгибной волны 

Fig. 3. Group velocity of a flexural wave 

 
Кривые, изображенные на рисунках, построены при 

трех значениях параметра: a= 0,1; a = 1; a = 10. Легко 
видеть, что при возрастании сдвиговой жесткости упру-
гого основания волны, имеющие одинаковое волновое 
число (т.е. волны одинаковой длины), будут иметь 
большую частоту, большую фазовую и групповую ско-
рости. 

При a = 0 обобщенная модель упругого основания 
переходит в классическую модель Винклера. 

На рис. 4–6 приведены зависимости от волнового 
числа частоты, фазовой и групповой скоростей изгиб-
ных волн, распространяющихся в балке, лежащей на 
различных упругих основаниях и без него.  

 

Рис. 4. Зависимости от волнового числа частот изгибных волн, 
распространяющихся в балке, лежащей на различных упругих 
основаниях и без него (синяя линия –  балка лежит на упругом 
основании Винклера; фиолетовая линия – балка лежит на 
обобщенном упругом основании; красная линия – свободно  
                                       колеблющаяся балка) 

Fig. 4. Dependences on the wave number of the frequencies of 
bending waves propagating in a beam lying on various elastic 
foundations and without it (blue line – the beam lies on the 
Winkler elastic foundation; purple line –the beam lies on the  
    generalized elastic foundation; red line – freely vibrating beam) 

 
Рис. 5. Зависимости от волнового числа фазовых скоростей 
изгибных волн, распространяющихся в балке, лежащей на 
различных упругих основаниях и без него (синяя линия –  
балка лежит на упругом основании Винклера; фиолетовая 
линия – балка лежит на обобщенном упругом основании;  
              красная линия – свободно колеблющаяся балка) 

Fig. 5. Dependences on the wave number of the phase velocities of 
bending waves propagating in a beam lying on various elastic 
foundations and without it (blue line – the beam lies on the 
Winkler elastic foundation; purple line – the beam lies on the  
    generalized elastic foundation; red line – freely vibrating beam) 

 
Рис. 6. Зависимости от волнового числа групповых скоростей 
изгибных волн, распространяющихся в балке, лежащей на 
различных упругих основаниях и без него (синяя линия –  
балка лежит на упругом основании Винклера; фиолетовая 
линия – балка лежит на обобщенном упругом основании;  
             красная линия – свободно колеблющаяся балка) 

Fig. 6. Dependences on the wave number of the group velocities of 
bending waves propagating in a beam lying on various elastic 
foundations and without it (blue line – the beam lies on the 
Winkler elastic foundation; purple line -– the beam lies on the  
    generalized elastic foundation; red line – freely vibrating beam) 

 
Синей линией изображены зависимости, соответст-

вующие балке, лежащей на упругом основании Винкле-
ра; фиолетовой линией – балке, лежащей на обобщен-
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ном упругом основании; красной линией – свободно 
колеблющейся балке (балка Бернулли – Эйлера). 

Легко видеть, что свободная балка, в отличие от ба-
лок, лежащих на упругих основаниях, не имеет зоны 
непропускания, и колебания в виде бегущих изгибных 
волн происходят при любых значениях частоты. Для 
балок, лежащих на упругих основаниях (как Винклера, 
так и обобщенном), частотный диапазон 0 1  пред-
ставляет собой зону непропускания. Частота 1  яв-
ляется частотой отсечки. Частоты и фазовые скорости 
изгибных волн, распространяющихся в балке, лежащей 
на обобщенном упругом основании, при любом значе-
нии волнового числа больше частот и фазовых скоро-
стей изгибных волн, распространяющихся в балке, ле-
жащей на основании Винклера, а те, в свою очередь, 
больше частот и фазовых скоростей изгибных волн, 
распространяющихся в свободной балке Бернулли – 
Эйлера (см. рис. 4, 5). 

Из рис. 6 следует, что групповые скорости изгиб-
ных волн, распространяющихся в балке, лежащей на 
обобщенном основании, при любом значении волнового 
числа больше групповых скоростей изгибных волн, 
распространяющихся в балке, лежащей на упругом ос-
новании Винклера, но всегда меньше групповых скоро-
стей изгибных волн, распространяющихся в свободной 
балке Бернулли – Эйлера. 

 
3. Уравнение переноса энергии и его анализ 

 
Важной характеристикой волнового поля, наряду с 

амплитудой и фазой, является количество переносимой 
волнами энергии. При этом, как подчеркивается, на-
пример, в [26], энергетический анализ не сводится к 
амплитудному или дисперсионному, а требует специ-
ального подхода. 

В [27] предложен, а в [28] развит подход, рассмат-
ривающий механические системы и их элементы соот-
ветственно как глобальные и локальные резервуары 
энергии. Авторы этих работ вводят понятия глобальных 
и локальных относительных энергетических критериев, 
приводят энергетический анализ типовых эксперимен-
тальных диаграмм деформирования стандартных образ-
цов материалов. 

Понятие потока энергии введено в 1874 г. знамени-
тым русским физиком Н.А. Умовым [29], сформулиро-
вавшим уравнение переноса энергии в дивергентной 
форме 

   0,
W

div S
t


 




  (10) 

где W – плотность энергии, S


 – плотность потока энер-
гии называемая вектором Умова – Пойнтинга. В зару-
бежной литературе эта величина чаще упоминается как 
вектор Пойнтинга, невзирая на то, что работы англий-
ского физика появились на 10 лет позднее работ Н.А. 
Умова и посвящены, в отличие от последних, имеющих 

общефизическое значение, исключительно переносу 
энергии электромагнитными волнами.  

Для одномерных процессов плотность потока энер-
гии является скалярной величиной, и дивергенция в 

уравнении (10) заменяется на производную .
x




 

Для распределенных систем, описываемых лагран-
жианом, зависящим от обобщенных координат, их пер-

вых и вторых производных 
2

2
, , , ,

w w w
L w

t x x

   
    

 а именно 

к этому классу систем относится модель балки, лежа-
щей на упругом основании (9), плотности энергии и 
потока энергии через лагранжиан определяются выра-
жениями [30] 

 ,t
t

L
W w L

w


 


 (11) 

  ,t xt t
x xx xx

L L L
S w w w

w w x w

   
  
  

 
 
 

 (12) 

где индексами t и x обозначены производные по соот-
ветствующим переменным. 

Между собой плотности энергии и потока энергии 
связаны соотношением [30] 

 эн .S W     (13) 

Здесь через < > обозначено среднее значение соот-
ветствующей величины за период волны. Для линейных 
однородных систем скорость переноса энергии совпа-
дает с групповой скоростью, т.е. 

 эн гр .   (14) 

Проверим выполнимость данного соотношения для 
изгибных волн в балке, лежащей на двухконстантном 
упругом основании. 

Для балки (9) безразмерные плотности энергии  W  

и потока энергии ( )S  следующим образом связаны с 

физическими значениями этих величин: 
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1 0
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и задаются соотношениями: 
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3 2 2
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.
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  (18) 

За период бегущей гармонической волны (4) сред-
нее значение (17) равно: 
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22 4 2(  1 ) ,W K aK A       (19) 

а среднее значение (18) равно: 

 
22 ,(4  2 )S K a K A      (20) 

где 
2 *.A AA  

Скорость переноса энергии вычисляем по формуле 

 эн   ,
S

W

 
 

 


  (21) 

следующей из (13), (19), (20), и убеждаемся в справед-
ливости соотношения (14), то есть: 

 
2

эн гр
2

2

(  2 )
  .

1

a K

K a
K


  

  
 (22) 

Справедливость соотношения (22) является допол-
нительным фактором, свидетельствующим о внутрен-
ней физической непротиворечивости модели (9). 

 
Заключение 

 
Анализ дисперсионных зависимостей изгибных 

волн, распространяющихся в балке, лежащей на обоб-
щенном упругом основании, показал, что: 

– при возрастании сдвиговой жесткости упругого 
основания волны, имеющие одинаковое волновое число 
(т.е. волны одинаковой длины), будут иметь большую 
частоту, большую фазовую и групповую скорости; 

– частотный диапазон 0 1  представляет собой 
(как и для балки, лежащей на основании Винклера) зону 
непропускания; 

– частоты и фазовые скорости изгибных волн при 
любом значении волнового числа больше частот и фа-
зовых скоростей изгибных волн, распространяющихся в 
балке, лежащей на основании Винклера, а те, в свою 
очередь, больше частот и фазовых скоростей изгибных 
волн, распространяющихся в свободной балке; 

– групповые скорости изгибных волн при любом 
значении волнового числа больше групповых скоростей 
изгибных волн, распространяющихся в балке, лежащей 
на упругом основании Винклера, но всегда меньше 
групповых скоростей изгибных волн, распространяю-
щихся в свободной балке. 

Анализ уравнения переноса энергии показал, что 
средняя скорость потока энергии для рассматриваемой 
системы равняется групповой скорости изгибной вол-
ны. Равенство этих скоростей служит дополнительным 
фактором, свидетельствующим о внутренней физиче-
ской непротиворечивости модели изгибных колебаний 
балки, лежащей на обобщенном упругом основании. 
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