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 Предложена модель планарных колебаний неоднородных предварительно напряжен-
ных пластин, как сплошных, так и имеющих набор отверстий и включений из других мате-
риалов. Свойства пластин и компоненты тензора предварительных напряжений (ПН) в 
рассмотренной плоской постановке считались функциями двух координат. Для формули-
ровки краевых задач об установившихся планарных колебаниях пластин использована 
общая линеаризованная постановка задачи о колебаниях тела в условиях предваритель-
ного напряженно-деформированного состояния. Разработанная модель колебаний дает 
возможность задания произвольного типа предварительного состояния в пластине: как в 
виде аналитических зависимостей, так и численно – с помощью решения соответствующей 
задачи статики, в которой предварительные напряжения возникают в результате приложе-
ния некоторой начальной нагрузки. Для реализации конечно-элементного (КЭ) подхода к 
решению задач сформулирована слабая постановка задачи на основе проектирования 
исходных уравнений на поле возможных перемещений, удовлетворяющее главным гра-
ничным условиям. Для увеличения точности расчетов для пластин с отверстиями и вклю-
чениями в этих областях использовалось локальное сгущение КЭ-сеток. Разработанный 
подход для расчета колебаний пластин реализован в виде программного комплекса в КЭ-
пакете FreeFem++. Предложена методика оценки влияния ПН на динамические характери-
стики при различных видах нагрузок, с использованием которой был проведен комплекс-
ный анализ по выявлению наиболее чувствительных к изменению ПН-режимов зондиро-
вания, частотных диапазонов и областей считывания отклика для каждой из пластин. По-
лученные в процессе анализа результаты были систематизированы и обобщены, и был 
дан ряд практических рекомендаций по выбору режимов зондирования для каждого вида 
пластин, с помощью которых могут быть построены наиболее эффективные схемы иден-
тификации трех компонент ПН. 
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 In the present article, we propose the model of in-plane oscillations of inhomogeneous pre-
stressed plates, both solid ones and those containing a set of holes and inclusions made of dif-
ferent materials. We treat the plates’ mechanical properties and the prestress tensor components 
in the considered 2D problem statement as functions of two coordinates. In order to formulate the 
boundary value problems of steady-state in-plane vibrations of plates, we employ the general 
linearized formulation for an elastic body under conditions of an initial stress-strain state. The 
developed vibration model makes it possible to specify an arbitrary type of prestress state in the 
plate in the form of analytical dependences, as well as numerically, by solving the corresponding 
static problem, in which prestresses arise as a result of applying some initial load. To implement 
the finite element (FE) approach to solving the problems, we formulated the weak problem 
statement by projecting the original governing equations on the field of test displacements satis-
fying the essential boundary conditions. To increase the accuracy of calculations for plates with 
holes and inclusions, the local refinement of FE meshes are used. The proposed approach to 
calculating plate vibrations is implemented as a software package via FreeFem++. A method for 
assessing the effect of prestress on dynamic plates’ characteristics under various types of loads 
is described; a comprehensive analysis is carried out to identify the probing modes, frequency 
ranges and response pickup areas, most sensitive to the prestress changes, for each of the 
plates. We systematize and generalize the results obtained during the analysis, give a few prac-
tical recommendations on the choice of probing modes for each type of the plates considered, 
allowing to perform the most efficient schemes for identifying the prestress components. 
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Введение 

 
Ввиду активного применения в промышленности 

новых функционально-градиентных материалов (ФГМ) 
со сложными неоднородными физико-механическими 
свойствами, для которых характерно наличие предвари-
тельного напряженно-деформированного состояния, 
одной из наиболее актуальных задач современной ме-
ханики деформируемого твердого тела является разра-
ботка и развитие моделей объектов, изготовленных из 
таких материалов. Современные технологии изготовле-
ния ФГМ, например 3D-печать, позволяют создавать 
объекты сложной геометрии, не используя классические 
технологии, в том числе литье, требующее дополни-
тельного производства пресс-форм. Для изготовления 
ФГМ обычно используются высокотемпературные тех-
нологии [1; 2], такие как наплавка, спекание, нагартов-
ка, ввиду чего после остывания в образцах присутству-
ют поля предварительных напряжений (ПН), достига-
ющие уровней, оказывающих значительное влияние на 
их динамические характеристики [3]. Распределения 
механических свойств и полей ПН в объектах из ФГМ 
могут быть описаны функциями пространственных ко-
ординат, и в современной литературе материалы с зави-
симостью свойств от двух и трех координат соответ-
ственно обозначаются как 2D и 3D ФГМ (two-
dimensional and three-dimensional functionally graded 

materials) [4; 5]. Одним из классов конструкционных 
элементов, широко использующихся в различных обла-
стях производства, строительства, технологии и меди-
цины, являются пластинчатые конструкции – как 
сплошные, так и имеющие отверстия и включения. Для 
неоднородных пластин характерна зависимость меха-
нических свойств и ПН от двух координат, в связи с 
этим их принято относить к 2D ФГМ. При этом полно-
ценное моделирование преднапряженных 2D ФГМ-
пластин в настоящее время достаточно слабо развито; 
вместе с тем создание адекватных моделей, описываю-
щих их поведение, необходимо для практического ана-
лиза их напряженно-деформированного состояния при 
различных воздействиях и построения на его основе 
теоретических основ решения задач идентификации их 
физических характеристик и полей ПН с помощью аку-
стического подхода. 

Вопросам моделирования неоднородных пластин, в 
частности, функционально-градиентных (ФГ), посвя-
щен ряд современных работ. Статья [6] представляют 
собой обзор методик измерения свойств ФГМ на основе 
изучения свободных колебаний и динамической устой-
чивости ФГ пластин. Рассмотрены различные виды 
смесей исходных материалов, из которых изготовлены 
пластины, и влияние их распределения по объему тела 
на динамические характеристики. Работы [7; 8] посвя-
щены построению моделей колебаний ФГ пластин в 
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конечно-элементных (КЭ) пакетах, в частности ANSYS, 
с помощью которых исследуется влияние законов изме-
нения свойств пластин на их динамические характери-
стики – прогиб и амплитудно-частотные характеристи-
ки (АЧХ).  

Измерению предварительных напряжений посвя-
щено большое количество исследований, опубликован-
ных в последние годы. Во многих работах исследуются 
задачи по определению ПН, возникающих в процессе 
сварочных операций при обработке пластин. В работе 
[9] представлено моделирование трехмерного распреде-
ления остаточных напряжений в сварных швах в жаро-
прочных сплавах на основе никеля, используемых в 
разработке компонентов авиадвигателей. Для построе-
ния трехмерной модели «деформация – ползучесть» 
используются технологии искусственного интеллекта и 
методы нечеткой логики, демонстрирующие хорошее 
соответствие экспериментальным данным. В статье [10] 
изучалось ПНС в сварном шве кольцевой конструкции, 
моделируемой цилиндрическим обручем. Метод глухих 
отверстий использовался для проверки распределения 
остаточного напряжения в кольцевой конструкции, и 
результаты испытаний сравнивались с результатами 
расчета методом конечных элементов (МКЭ) с целью 
проверки достоверности результатов. Это позволило 
сформулировать рекомендации по оптимальному режи-
му сварки кольцевых конструкций. В статье [11] были 
исследованы остаточные напряжения, возникшие в двух 
образцах композитных трехслойных пластин при ис-
пользовании газовой вольфрамовой дуговой сварки. 
Измерены значения растягивающих ПН на границах 
соединения материалов. Работа [12] посвящена оценке 
продольных и поперечных ПН, возникающих при свар-
ке при различной температуре. Было показано, что при 
незначительном углублении в сварной шов продольные 
напряжения носят растягивающий характер, а попереч-
ные – сжимающий, при этом сварка с более низкой тем-
пературой вызвала более высокий уровень ПН. Статья 
[13] содержит экспериментальное исследование по 
применению нового метода формирования остаточных 
напряжений – лазерной ударной обработки. Исследова-
но влияние толщины обрабатываемых пластин на 
сформированное ПНС. Показано, что в более толстых 
пластинах достигается значительно больший уровень 
ПН. Также стоит остановиться на других практических 
методах измерения ПН. В работе [14] авторами предло-
жена ультразвуковая экспериментальная методика из-
мерения распределения ПН. Исследования проводились 
для образцов рельса; изучалась задержка прохождения 
продольных волн, вызванная наличием растягивающих 
напряжений, что позволило оценивать их уровень при 
неразрушающей диагностике. Статья [15] посвящена 
экспериментальному исследованию авиационных тон-
костенных рам, получаемых из пластин с помощью 
фрезерования, в которых из-за низкой жесткости суще-
ственное влияние на деформацию оказывают остаточ-
ные напряжения. На основе экспериментальных данных 

предложена модель прогнозирования остаточных 
напряжений при фрезеровании пластин из алюминиево-
го сплава 7075 на основе применения нейронной сети и 
генетического алгоритма. Модель была протестирована 
на реальных данных и показала неплохую точность 
прогнозирования. В статье [16] предложен неразруша-
ющий подход к идентификации остаточного напряже-
ния для тонких пластин с использованием комплексно-
го подхода, использующего параметризацию ПНС с 
помощью функции напряжений Эри и определения вве-
денных параметров путем решения задачи нелинейной 
оптимизации. 

Актуальным направлением прикладной механики 
является моделирование пластин с отверстиями и 
включениями. В работе [17] исследован вопрос оптими-
зации коэффициентов концентрации напряжений в ФГ-
пластинах за счет выбора материалов, которые входят в 
состав ФГМ. В статье [18] рассмотрена двумерная зада-
ча изгиба тонких ФГ-пластин с круглым отверстием. 
Исследованы два различных случая: цельная ФГМ-
пластина с круглым отверстием и ФГМ-кольцо, арми-
рованное однородной перфорированной пластиной. 
В работе также рассмотрен вопрос оптимизации коэф-
фициентов концентрации напряжений за счет выбора 
материальных параметров пластин. Модели перфориро-
ванных пластин также находят применение в медицине 
и биомеханике, в частности, в технологиях накостного 
остеосинтеза, когда для сращивания переломов исполь-
зуется соединение и фиксация обломков кости с помо-
щью титановых пластин компрессионного типа, имею-
щих специальные отверстия по всей длине [19; 20].  

Стоит отметить работы, посвященные идентифика-
ции неоднородных полей ПНС в пластинах. Статья [21] 
посвящена исследованию прямоугольных пластин с ПН 
в рамках гипотез Тимошенко в декартовой системе ко-
ординат. Были исследованы обратные задачи иденти-
фикации двумерного поля ПН с помощью нескольких 
методик, основанных на акустическом подходе с ис-
пользованием МКЭ, также применявшемся в работе 
[22]. В работе [23] для пластины в рамках гипотез де-
формирования Тимошенко получена постановка задачи 
об установившихся планарно-изгибных колебаниях 
перфорированной пластины из ФГМ в условиях ПНС. 
Построен алгоритм численного решения прямой задачи 
с помощью МКЭ, исследованы возможности идентифи-
кации параметров плоского ПНС на основе данных из-
мерения частотных характеристик пластины. В статье 
[24] представлены модели круглых сплошной и кольце-
вой неоднородных предварительно напряженных  
пластин в рамках гипотез Тимошенко. Для решения 
обратных задач идентификации ПН использован специ-
альный проекционный подход, основанный на постро-
енных слабых постановках задач, позволивший опреде-
лять искомые характеристики в заданных классах 
функций.  
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Настоящая работа продолжает тематику ранее про-
веденных исследований [21; 23; 24] и других. К основ-
ным целям данного исследования отнесем: 

• создание моделей колебаний сплошных и имею-
щих отверстия и включения неоднородных пластин с 
учетом неоднородного ПНС; 

• разработка на основе этих моделей методики 
оценки влияния ПН на динамические характеристики 
при различных способах нагружения; 

• проведение с ее помощью ряда вычислительных 
экспериментов и комплексного анализа их результатов 
с целью выявления наиболее чувствительных к измене-
нию ПН режимов зондирования, частотных диапазонов 
и областей измерения отклика для каждой из рассмат-
риваемых пластин. 

 
1. Планарные колебания предварительно  
напряженной тонкой пластины  
с отверстиями и включениями 

  
Для формулировки задач о колебаниях пластин бу-

дем исходить из общей линеаризованной постановки 
задачи об установившихся колебаниях трехмерного 
упругого тела с ПН [25], которая имеет вид:  

 

2 0,
,

0,   .
u σΩ Ω

∇ ⋅ + ρω =

= ⋅∇ +

= ⋅ =

T u
T u
u n T P

0σ σ  (1.1) 

Здесь T  – несимметричный тензор напряжений 
Пиолы, u  – вектор малых перемещений, 0σ  – симмет-
ричный тензор добавочных напряжений Кирхгофа, 0σ  – 
симметричный тензор ПН, ρ  – плотность, ω  – частота 
колебаний; тело жестко защемлено на части поверхно-
сти uΩ , на части σΩ  действует периодическая нагрузка 

вида i te ωP , n  – единичный вектора внешней нормали к 
поверхности тела. Данная модель позволяет описывать 
неоднородные поля ПН различной природы, в частно-
сти, возникающие при разгрузке после образования ло-
кализованных пластических зон.  

На основе постановки (1.1) сформулируем задачу о 
колебаниях неоднородной предварительно напряжен-
ной изотропной тонкой пластины толщины h, занима-
ющей область [ ]/ 2, / 2S h h× − , в которой имеются от-
верстия либо включения. Будем рассматривать случай 
плоского напряженного состояния, в котором отсут-
ствуют напряжения на площадках, перпендикулярных 
оси 3x  ( 3 3 0,i iT T= =  1..3i = ), при этом отличными от 
нуля являются две компоненты вектора перемещений: 

1 1 2( , )u x x  и 2 1 2( , )u x x . Для моделирования неоднородно-
сти материала и плоского поля ПН будем считать, что 
параметры Ламе, плотность, и компоненты тензора ПН 
являются функциями двух координат: 1 2( , )x xλ , 

1 2( , )x xµ , 1 2( , )x xρ , 0
1 2( , )ij x xσ . В случае рассмотрения 

пластин с отверстиями либо вставками данные функции 
могут задаваться в кусочно-аналитическом виде. В ка-
честве граничных условий для границы области сере-
динного сечения пластины uS l lσ∂ =   используется 
жесткая заделка на части границы ul  и механическая 
нагрузка на lσ , задаваемая компонентами 1P , 2P . Тогда 
линеаризованная постановка задачи об установившихся 
колебаниях пластины описывается следующей краевой 
задачей [25, 26]: 

 ( )

2
,

0
,

*
m, , ,

0,

,

,

0, ,(i, j,m 1..2).
u

ij j i

ij ij i m mj

ij ij m i j j i

i ij j il l

T u

T u

u u u

u T n P
σ

+ρω =

=σ + σ

σ =λ δ +µ +

= = =

  (1.2) 

В рамках плоского напряженного состояния ис-
пользован параметр ( ) 1* 2 2 −λ = λµ λ + µ . 

В постановку (1.2) входят три независимые компо-
ненты симметричного тензора ПН 0

11σ , 0
12σ , 0

22σ , кото-

рые удовлетворяют уравнениям равновесия 0
, 0ij jσ = .  

 
2. Конечно-элементная схема решения  
задач расчета колебаний 

  
Для построения КЭ-схемы расчета колебаний пла-

стин сформулируем слабую постановку задачи (1.2), 
спроектировав уравнения движения на поле возможных 
перемещений v , удовлетворяющих главным гранич-
ным условиям: 

 

( )( )
( )

( )( )

0 0 0
11 ,1 ,1 12 ,1 ,2 ,2 ,1 22 ,2 ,2

2
, ,

1,1 1,1 1,2 2,1 1,2 2,1 2,2 2,2

2 0,

1 .
2

i i i i i i i i
S

u v
i i j j ij ij i i i i

S l

u v
ij ij

u v u v u v u v dS

u v u v dS Pv dl

u v u u v v u v

σ

σ + σ + + σ +

+ λ + µε ε −ω ρ − =

ε ε = + + + +

∫

∫ ∫   (2.1) 

Для определенности далее будем рассматривать пря-
моугольные пластины, серединные сечения которых 
ограничены областью [ ] [ ]{ }1 20, , / 2, / 2x l x a a∈ ∈ − . Каждая 

из пластин может быть сплошной либо ослабленной 
набором отверстий (одним или несколькими), либо в ней 
может быть набор вставок. В работе будут приведены 
частные случаи: для сплошной пластины, для пластин с 
одним или двумя отверстиями, а также одной или двумя 
вставками. У каждой из пластин считается жестко за-
щемленной грань 1 0x =  (слева на всех последующих 
изображениях), к остальным граням приложены нор-
мальные и касательные нагрузки. Схематичные изобра-
жения каждой из рассмотренных в исследовании пластин 
и общие схемы нагружения представлены на рис. 1. Слу-
чаи с большим количеством отверстий или вставок, либо 
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иного их совместного расположения также могут быть 
исследованы на основе предлагаемой модели и разрабо-
танного КЭ-подхода, описанного далее. 

 

Рис. 1. Схематичные изображения рассмотренных пластин 

Fig. 1. Schematic representations of the considered plates 

 
Реализация КЭ-схемы решения задач расчета пла-

нарных колебаний на основе слабой постановки (2.1) 
проводилась в пакете FreeFem++ [27]. При расчетах 
была использована КЭ-сетка с квадратичной аппрокси-
мацией с разбиением не менее 250 150× . При этом для 
пластин с отверстиями и включениями в этих областях 
использовалось локальное сгущение сетки для увеличе-
ния точности расчетов. Предложенная модель позволи-
ла задавать ПН как в аналитическом виде, так и в чис-
ленном – как результат решения соответствующей за-
дачи статики, в которой ПН возникают в результате 
приложения некоторой начальной нагрузки.   

 
3.  Анализ решения прямых задач  
для выявления оптимальных режимов  
зондирования 

  
На практике функции ПН 0

1 2( , )ij x xσ , возникшие в 
результате некоторого начального воздействия на пла-
стину, являются неизвестными, и важной задачей явля-
ется их идентификация, позволяющая определить уро-
вень ПН и характер его распределения в пластине. Для 
этого необходимо  изучать соответствующие обратные 
задачи [28; 29], в которых используется некоторая до-
полнительная информация, получаемая в результате 
специальных экспериментов по зондированию. Если 
для идентификации применяется неразрушающий аку-
стический подход, то в качестве дополнительной ин-
формации используется акустический отклик – напри-
мер, значения АЧХ, измеренные в некоторых точках 

пластины в заданных частотных диапазонах. При до-
ступности измерения акустического отклика на части 
границы в конечном наборе частот обратные задачи 
являются нелинейными и существенно некорректными, 
а для их решения требуются специальные подходы [28; 
30]. В рамках этих подходов для построения эффектив-
ной процедуры идентификации необходим оптималь-
ный выбор следующих параметров эксперимента по 
зондированию:   

1) видов прикладываемой зондирующей нагрузки; 
2) областей, в которых будет измеряться акустиче-

ский отклик; 
3) частотных диапазонов, в которых будет прово-

диться идентификация. 
Таким образом, эксперимент должен быть органи-

зован так, чтобы процедура зондирования была макси-
мально чувствительна к изменениям искомых функций 
ПН. Конкретизируя данное условие, можно выразить 
следующим образом: перечисленные параметры экспе-
римента должны быть выбраны таким образом, чтобы 
их сочетание давало наибольшую по абсолютной вели-
чине разницу в значениях амплитуд перемещения для 
пластины с ПН относительно амплитуд перемещения 
пластины без ПН. Для оценки влияния параметров экс-
перимента на амплитуды перемещения в настоящей 
работе использовался подход, при котором в качестве 
меры была принята величина разницы длин векторов 

перемещений 2 2
1 2u u= +u  для пластины без ПН и пла-

стины с ПН в процентном соотношении. Величина вли-
яния вычислялась по формуле, аналогичной формуле 
для относительной погрешности [31]: 

 ( )
1 2

0
1 2

0,

, 100 %.
max
x x S

x x
∈

−
δ = ⋅  

u u
u

 (3.1) 

Здесь u  – вектор перемещения в заданной точке 
области при наличии ПНС выбранного типа, 0u  – при 
отсутствии ПНС. В знаменателе формулы (3.1) нахо-
дится максимальная амплитуда перемещения в области 
при отсутствии ПНС. Данный подход позволяет эффек-
тивно сравнивать влияние ПНС на амплитуды переме-
щения для каждого из видов нагружений – по макси-
мальному значению функции ( )1 2,x xδ , а также выяв-
лять области для измерения акустического отклика – 
в которых эта величина наибольшая. 

Ниже представлены результаты анализа влияния 
приведенных параметров эксперимента на функцию 

( )1 2,x xδ  и АЧХ. В КЭ-расчетах для рассматриваемых 

пластин выбраны следующие размеры 1 мl = , 0,5 мa = . 
Для пластин с отверстиями и вставками их радиус со-
ставляет 0 0,2 м.r =   Пластины считались изготовленны-
ми из стали, которой соответствуют параметры 

198 ГПаE = , 0,28,ν =  37,88 тн/м .ρ=  Для вставок вы-
бран существенно более жесткий материал – кубиче-
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ский нитрид бора, ему соответствуют параметры 
706 ГПаE = , 0,26,ν =  33,44 тн/м .ρ=   В программной 

реализации МКЭ свойства пластины в таком случае 
задавались в виде кусочно-заданных функций. Пласти-
ны рассматривались с жестко защемленной левой гра-
нью 1 0.x =  К пластинам прикладывались различные 
виды нагружения, представленные в следующем разде-
ле, их общая форма имеет вид:  

 ( ) ( )11 1 12 2 1 21 1 22 2 2,  .
l l

T n T n P T n T n P
σ σ

+ = + =  (3.2) 

В экспериментах в следующих разделах для опре-
деленности уровень ПН задавался как результат реше-
ния предварительной задачи статики, в которой к пла-
стинам прикладывалась нормальная распределенная по 
правой боковой грани растягивающая по оси 1x  началь-
ная нагрузка и уровень вычисляемых ПН соответство-
вал уровню значений 0 310 E−

γβσ = ⋅ , входящему в диапа-
зон наиболее часто встречающихся на практике значе-
ний ПН [25]. При проведении исследования также были 
рассмотрены другие случаи задания ПН: как результат 

применения сжимающей, изгибной, сдвиговой началь-
ных нагрузок, а также их комбинаций. 
3.1. Анализ чувствительности ПН к типам  
зондирующей нагрузки. Выбор областей,  
в которых будет сниматься акустический отклик 

 
В первой части анализа исследовалось влияние ти-

па зондирующей нагрузки на функцию ( )1 2,x xδ  на ос-
нове серии вычислительных экспериментов по растя-
жению по оси 1x , сжатию по оси 2x , изгибу, сдвигу. 
Ниже представлены табл. 1–5, соответствующие каж-
дой из рассмотренных пластин, в которых для каждого 
из экспериментов по зондированию приведены изоб-
ражения деформации пластин, а также 2D-графики 
функции влияния ( )1 2,x xδ , шкалы ее изменения в про-
центном выражении и максимальное значение функ-
ции влияния. Для удобства функция ( )1 2,x xδ  на  
2D-графиках отображается оттенками синего цвета – 
от светлого (минимальное значение) до темного (мак-
симальное значение).  

Таблица 1 

Анализ чувствительности ПН к типам зондирующей нагрузки для сплошной пластины 

Table 1 

Analysis of the sensitivity of prestress to the types of probing load for a solid plate 

Схема нагружения Деформация пластины Чувствительность ( )1 2,x xδ  

Растяжение по 1x  

 
 

 
( )

1 2
1 2,

7,8 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

Сжатие по 2x  

 
 

 
( )

1 2
1 2,

7,8 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

Изгиб 

  

 
( )

1 2
1 2,

8,1%max ,
x x S

x x
∈

δ =   

Сдвиг 

  

 
( )

1 2
1 2,

42,3 %max ,
x x S

x x
∈

δ =   
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Таблица 2 

Анализ чувствительности ПН к типам зондирующей нагрузки для пластины с одним отверстием 

Table 2 

Analysis of the sensitivity of prestress to the types of probing load for a plate with one hole 

Схема нагружения Деформация пластины Чувствительность ( )1 2,x xδ  

Растяжение по 1x  

 
 

 
( )

1 2
1 2,

9,3 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

Сжатие по 2x  

 
 

 
( )

1 2
1 2,

4,9 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

Изгиб 

  

 
( )

1 2
1 2,

2,1%max ,
x x S

x x
∈

=δ   

Сдвиг 

  

 
( )

1 2
1 2,

18,6 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

 
Вычисления проводились для частоты колебаний 
850 Гц,ω=   находящейся в окрестности (ниже) второй 

резонансной частоты пластин. 
Результаты экспериментов для сплошной пластины 

(см. табл. 1) показывают, что наиболее эффективным 
является зондирование с использованием сдвиговой 
нагрузки. При этом другие виды нагружения также да-
ют достаточную чувствительность отклика, и при выбо-
ре области, в которой будет сниматься акустический 
отклик, наиболее эффективным будет выбор точек, рас-
положенных в правом верхнем углу пластины. 

Результаты экспериментов для пластины с одним 
отверстием (см. табл. 2) показывают аналогичные дан-
ные: зондирование сдвиговой нагрузкой дает наиболь-
ший эффект. При его использовании следует снимать 
отклик в точках, расположенных в правом верхнем углу 
пластины. Данная область также подходит для экспе-
риментов с изгибной и растягивающей нагрузками. При 
использовании сжимающей нагрузки наиболее чувстви-

тельной является область под отверстием на нижней 
грани пластины. 

 
Эксперименты для пластины с двумя отверстиями 

(см. табл. 3) также показывают наибольшую эффек-
тивность зондирования сдвиговой нагрузкой. При этом 
в дополнение к областям наибольшей чувствительно-
сти, совпадающим с областями для пластины с одним 
отверстием, в данном случае отклик следует снимать 
на верхней и нижней гранях пластины в точках между 
отверстиями. Лишь для эксперимента по растяжению 
следует выбирать точки в правом верхнем углу пла-
стины. 

Результаты экспериментов для пластин с одной или 
двумя жесткими вставками (см. табл. 4 и 5) качественно 
совпадают с результатами экспериментов для сплошной 
пластины: как и там наибольшую эффективность пока-
зало зондирование сдвиговой нагрузкой. Область, в ко-
торой наиболее эффективным будет анализ акустиче-
ского отклика, также находится в правом верхнем углу. 



Bogachev I.V., Nedin R.D. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2023) 15-29 

22 

При этом, как и для пластин с отверстиями, в обоих 
случаях для экспериментов по сжатию отклик можно 

снимать в средней части верхней или нижней граней 
пластин. 

 
Таблица 3 

Анализ чувствительности ПН к типам зондирующей нагрузки для пластины с двумя отверстиями 

Table 3 

Analysis of the sensitivity of prestress to the types of probing load for a plate with two holes 

Схема нагружения Деформация пластины Чувствительность ( )1 2,x xδ  

Растяжение по 1x  

 
 

 
( )

1 2
1 2,

6,2 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

Сжатие по 2x  

 
 

 
( )

1 2
1 2,

5ax %m ,
x x S

x x
∈

δ =   

Изгиб 

  

 
( )

1 2
1 2,

 ax , 6m %
x x S

x x
∈

δ =   

Сдвиг 

  

 
( )

1 2
1 2,

22,0 %max ,
x x S

x x
∈

=δ   

 

Таблица 4 

Анализ чувствительности ПН к типам зондирующей нагрузки для пластины с одной вставкой 

Table 4 

Analysis of the sensitivity of prestress to the types of probing load for a plate with one insert 

Схема нагружения Деформация пластины Чувствительность ( )1 2,x xδ  

Растяжение по 1x  

 
  

( )
1 2

1 2,
 4,6 %max ,

x x S
x x

∈
=δ   
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Сжатие по 2x  

 
  

( )
1 2

1 2,
5,3 %max ,

x x S
x x

∈
=δ   

 
Окончание табл. 4 

Схема нагружения Деформация пластины Чувствительность ( )1 2,x xδ  

Изгиб 

  
 

( )
1 2

1 2,
3ax %m ,

x x S
x x

∈
δ =   

Сдвиг 

  
 

( )
1 2

1 2,
max ,  17,8 %
x x S

x x
∈

=  δ  

Таблица 5 

Анализ чувствительности ПН к типам зондирующей нагрузки для пластины с двумя вставками 

Table 5 

Analysis of the sensitivity of prestress to the types of probing load for a plate with two inserts 

Схема нагружения Деформация пластины Чувствительность ( )1 2,x xδ  

Растяжение по 1x  

 
  

( )
1 2

1 2,
2,3 %max ,

x x S
x x

∈
=δ   

Сжатие по 2x  

 
  

( )
1 2

1 2,
3ax %m ,

x x S
x x

∈
δ =   

Изгиб 

  
 

( )
1 2

1 2,
9,6 %max ,

x x S
x x

∈
=δ   
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Сдвиг 

  
 

( )
1 2

1 2,
10,1%max ,

x x S
x x

∈
δ =    

 
 
 
Замечание. Отметим, что эксперименты, подобные 

описанным в данном разделе, были проведены и для 
других наборов начальных нагружений, приводящих к 
другим типам ПНС в пластине. Кроме растягивающей 
начальной нагрузки при решении задач статики рас-
сматривалась изгибающая, сдвиговая и комплексная 
(с приложением одновременно нормальных и касатель-
ных нагрузок к различным граням). Затем для каждого 
из полученных полей ПНС был проведен анализ, анало-
гичный представленному в данном разделе. Было выяв-
лено, что характер неоднородности ПН во всех этих 
случаях, даже с учетом наличия локальных концентра-
торов напряжений для отверстий и включений, не ока-
зывает качественного влияния на вид функции чувстви-
тельности ( )1 2, ,x xδ  и представленные выше результаты 
анализа по выбору области для измерения акустическо-
го отклика являются обобщающими для всех рассмот-
ренных в исследовании распределений ПНС. В связи с 

незначительной относительной разницей в результатах 
сравнения характера чувствительности для различных 
рассмотренных типов ПН эти результаты не приведены 
в настоящей работе.  
 
3.2. Выбор частотных диапазонов зондирования 

 
В проведенных ранее исследованиях [21; 24; 32; 34] 

для одномерных и двумерных тел было выявлено, что 
наибольшее влияние на динамические характеристики 
тел ПН оказывают при зондировании в частотных диа-
пазонах, находящихся в достаточно малых окрестностях 
резонансных частот. В данном разделе изучено влияние 
ПН на значения первых трех резонансных частот для 
каждой из пластин при зондировании сдвиговой 
нагрузкой, которая показала наибольшую эффектив-
ность в предыдущем разделе. Результаты исследования 
представлены в табл. 6. 

Таблица 6 

Значения первых трех резонансных частот для каждой из пластин в экспериментах со сдвиговой нагрузкой 

Table 6 

The values of the first three resonant frequencies for the plates during experiments with shear loading 

Пластина 
(случай сдвиговой нагрузки) ПН Первая резонансная 

частота, Гц 
Вторая резонансная  

частота, Гц 
Третья резонансная  

частота, Гц 

 

Без ПН 217,278 939,784 966,797 
С ПН 223,605 947,206 967,323 

Разница, % 2,91 0,79 0,05 

 

Без ПН 212,587 907,034 971,336 
С ПН 218,598 907,714 979,181 

Разница, % 2,83 0,07 0,81 

 

Без ПН 211,552 846,054 871,146 
С ПН 217,335 853,99 871,882 

Разница, % 2,73 0,94 0,08 

 

Без ПН 220,39 966,185 1002,67 
С ПН 226,784 973,598 1003,22 
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Разница, % 2,90 0,77 0,05 

 

Без ПН 225,22 992,735 1042,27 
С ПН 231,721 1000,1 1042,83 

Разница, % 2,89 0,74 0,05 

 
Полученные результаты показывают, что наиболь-

шим образом наличие ПН влияет на значение первой 
резонансной частоты: для пластин с ПН ее значение 
увеличивается на 2,7–2,9 % относительно пластин без 
ПН. Значения второй и третьей резонансных частот 
увеличиваются значительно меньше. 

Замечание. Эксперименты по анализу чувствитель-
ности ПН к типам зондирующей нагрузки из табл. 1–5 
были также проведены для частоты, находящейся в 
окрестности первого резонанса 180ω= , его результаты 
совпадают с приведенными выше по влиянию вида 
нагрузки на функцию меры чувствительности ( )1 2,x xδ . 

Таблица 7 

Наборы графиков АЧХ для каждой из рассматриваемых пластин при отсутствии ПН  
и для случаев различных его уровней 

Table 7 

Sets of frequency response graphs for each of the plates under consideration in the absence of PS  
and for cases of its various levels 

 
АЧХ для сплошной пластины 

 
Линии на графиках, соответствующие различным  

уровням ПН (общие для всех графиков в этой таблице) 

 
АЧХ для пластины с одним отверстием 

 
АЧХ для пластины с двумя отверстиями 
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АЧХ для пластины с одной вставкой 

 
АЧХ для пластины с двумя вставками 

 
Проиллюстрируем полученные результаты путем 

анализа влияния уровня ПН для каждой из пластин на 
акустический отклик – на функции АЧХ в окрестности 
первой резонансной частоты в точке ( , ) ( , 2)x y l a= , 
находящейся в правом верхнем углу и являющейся ин-
формативной для всех рассмотренных пластин, в случае 
приложения сдвиговой нагрузки. В табл. 7 представле-
ны наборы графиков АЧХ для различных значений 
уровня ПН: 0 0γβσ =  (отсутствие ПН, сплошная линия) и 

{ }0 5 4 310 ,10 ,10 E− − −
γβσ = ⋅  (точки и пунктирные) для каж-

дой из рассматриваемых пластин для модельного слу-
чая однородного ПНС, заданного тремя постоянными 
значениями компонент тензора ПН. 

Из графиков видно, что различия в АЧХ наиболее 
существенным образом проявляются вблизи первой 
резонансной частоты. Во всех случаях при увеличении 
уровня ПН значения этой резонансной частоты сдвига-
ются вправо, что видно как из графиков, приведенных в 
табл. 7, так и из данных о значения резонансных частот, 
приведенных в табл. 6. Иными словами, при увеличе-
нии уровня ПН возрастает эффективная жесткость пла-
стин. Схожая ситуация возникала и при исследовании 
ряда других задач по моделированию ПН [21; 24; 34; 
35]. Также отметим, что для пластин с отверстиями зна-
чения резонансных частот снижаются, а для пластин с 
жесткими включениями увеличиваются, что также со-
ответствует изменению эффективной жесткости [23]. 

 
4. Выводы и обобщения 

 
Подведем некоторые итоги проведенных исследо-

ваний по анализу влияния параметров экспериментов на 
результаты зондирования. 

1. Выбор вида зондирующей нагрузки. 
• Наиболее эффективным с точки зрения чувстви-

тельности акустического отклика к ПН во всех исследо-
ванных пластинах оказался режим зондирования сдви-
говой нагрузкой. 

• Для сплошных пластин примерно с одинаковой 
эффективностью могут применяться и растягиваю-
щая/сжимающая и изгибающая зондирующие нагрузки.  

• Для пластин с одним отверстием или одной 
вставкой более эффективно воздействие сжимающей 
или растягивающей зондирующей нагрузками, чем из-
гибающей. 

• Для пластин с двумя и более отверстиями или 
вставками более эффективным оказалось воздействие 
изгибающей нагрузкой, чем растягивающей или сжи-
мающей. 

2. Выбор областей измерения акустического откли-
ка (функции перемещения). 

• Для всех видов рассмотренных пластин при зон-
дировании сдвиговой нагрузкой наиболее чувствитель-
ной к ПН оказалась свободная (правая) грань пластины, 
следовательно, измерять акустический отклик следует в 
наборе точек на ней. 

• Для всех видов рассмотренных пластин при зон-
дировании растягивающей нагрузкой измерять переме-
щение наиболее эффективно на правой либо верхней 
гранях пластины в окрестности 10 % отдаления от пра-
вого верхнего угла. 

• Для сплошных пластин при воздействии сжима-
ющей либо изгибной зондирующей нагрузками для из-
мерения отклика также следует выбирать правую грань.  

• Для всех видов пластин при использовании сжи-
мающей нагрузки также весьма информативной являет-
ся область в середине нижней грани пластины. Наибо-
лее явно это проявляется для пластин с отверстиями и 
вставками. 

3. Выбор частотного диапазона для зондирования. 
Для всех видов рассмотренных пластин наибольшее 

влияние ПН на АЧХ проявляется в окрестности первой 
резонансной частоты. 

Как уже отмечалось выше, основной целью прове-
денного анализа является выявление наиболее эффек-
тивных режимов зондирования, позволяющих постро-
ить схемы решения обратных задач определения уровня 
ПН и характера распределения его компонент в каждой 
из рассмотренных пластин. При этом общая постановка 
обратных задач [28; 36] в данном случае заключается в 
определении трех функций-компонент тензора ПН 

( ) ( ) ( )0 0 0
11 1 2 12 1 2 22 1 2, , , , ,x x x x x xσ σ σ  с использованием ин-
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формации об измеренной в экспериментах с примене-
нием зондирующей периодической нагрузки функции 
перемещения |i l iu f

σ
=  на некоторой части границы в 

заданном частотном диапазоне [ ],− +ω∈ ω ω . При этом, 

так как одновременно определить все три искомые 
функции-компоненты ( ) ( ) ( )0 0 0

11 1 2 12 1 2 22 1 2, , , , ,x x x x x xσ σ σ  из 

одного эксперимента не представляется возможным, 
необходим выбор трех различных видов зондирующей 
нагрузки.  

Исходя из этого, для обобщения полученных ре-
зультатов выделим наиболее эффективные комбинации 
режимов нагружения и соответствующие области изме-
рения акустического отклика для каждой из пластин.  

I. Сплошная пластина. Выбранные режимы зонди-
рования (см. табл. 1): 

1. Растяжение по 1x . Измерение отклика в правом 
верхнем углу. 

2. Изгиб. Измерение отклика на правой грани 
(например, в верхней части). 

3. Сдвиг. Измерение отклика на правой грани 
(например, в верхней части). 

Таким образом, для сплошной пластины при реали-
зации всех трех экспериментов можно ограничиться 
расположением считывающих датчиков, измеряющих 
перемещение пластины, в верхней части правой грани, 
что упрощает практическую реализацию. 

II. Пластины с одним отверстием либо вставкой. 
Выбранные режимы зондирования (см. табл. 2 и 4): 

1. Растяжение по 1x . Измерение отклика в правом 
верхнем углу. 

2. Сжатие по 2x . Измерение отклика на средней ча-
сти нижней грани. 

3. Сдвиг. Измерение отклика на верхней части пра-
вой грани. 

Для пластин с одним отверстием или вставкой при 
реализации первого и третьего экспериментов необхо-
димо размещение считывающих датчиков в верхней 
части правой грани, для второго – потребуются допол-
нительные датчики на нижней грани. 

III. Пластины с двумя и более отверстия-
ми/вставками. Выбранные режимы зондирования (см. 
таб. 3 и 5): 

1. Сжатие по 2x . Измерение отклика в средней ча-
сти верхней или нижней грани. 

2. Изгиб. Измерение отклика на правой грани. 
3. Сдвиг. Измерение отклика на правой грани. 
Для пластин с двумя и более отверстиями или 

вставками также потребуется размещение считываю-
щих датчиков на правой грани (в любой ее части) для 
второго и третьего экспериментов, и дополнительных 
датчиков на середине верхней или нижней грани для 
первого эксперимента. 

Частотный диапазон, как было выявлено выше, для 
каждой из комбинаций экспериментов необходимо вы-
бирать в окрестности первой резонансной частоты (не 
включая ее для устойчивости вычислительной схемы). 

Замечание. Также стоит отметить, что наличие от-
верстий или включений в пластинах при различных ви-
дах воздействия значительно меняет деформационную 
картину и местоположение областей, в которых наибо-
лее эффективно измерять акустический отклик. В связи 
с этим с точки зрения построения схем идентификации 
полей ПН перед рассмотрением каждой конкретной 
обратной задачи для пластин различной формы и с раз-
личным взаимным расположением отверстий и включе-
ний обоснованным будет проведение анализа, подобно-
го предложенному в данной работе с использованием 
разработанного программного комплекса. 

 
Заключение 

 
Результаты анализа чувствительности акустическо-

го отклика к изменению предварительных напряжений, 
проведенного в данной работе для сплошных, а также 
имеющих отверстия и включения пластин, могут быть 
использованы для построения методик идентификации 
функций двумерного распределения компонент ПН в 
пластинах. В работе даны практические рекомендации 
по выбору наиболее эффективных режимов зондирова-
ния и областей размещения считывающих датчиков, 
измеряющих акустический отклик в пластинах, исполь-
зуемый в качестве дополнительной информации при 
постановке обратных задач идентификации ПН. 
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