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 Рассматривается предельное состояние тонкого адгезионного слоя при его нормальном 
разрыве в плоском напряженном и плоском деформированном состояниях. Поведение слоя 
описывается идеальной упругопластической моделью с условием текучести Треска – Сен-
Венана. Деформация слоя осуществляется посредством консолей, работающих в рамках соот-
ношений теории пластин Миндлина – Рейснера. В области пластического течения адгезионного 
слоя принимается условие полной пластичности. Учитывается наличие нескольких диагональ-
ных компонент тензора напряжений в слое, связанных с напряжениями консолей условиями 
равновесия. На основе поставленной задачи получены аналитические представления для поля 
перемещений консолей в области сопряжения со слоем. На основе экспериментальных данных 
по разрушению адгезионных слоев с заданными механическими свойствами найдены критиче-
ские значения J-интегралов в зависимости от типа рассматриваемой плоской задачи для слоя. 
Показано, что уменьшение толщины адгезионного слоя приводит к неограниченному росту де-
формаций в его концевой зоне, однако значения J-интегралов стабилизируются. При этом в 
случае плоского деформированного состояния длина пластической зоны уменьшается и основ-
ной вклад в J-интеграл вносит энергетическая составляющая. В плоском напряженном состоя-
нии длина пластической зоны растет, и диссипативная составляющая J-интеграла превышает 
энергетическую. Получено существенное различие в критических значениях J-интеграла, что 
является следствием развитой зоны пластичности в плоском напряженном состоянии. Для плос-
кой деформации в предельно тонких адгезионных слоях учет их упругопластических свойств 
несущественен, и значения J-интеграла могут быть найдены в рамках линейно упругой модели 
поведения адгезива или в модели с жестким сцеплением сопрягаемых тел, что исключает из 
рассмотрения механические свойства адгезива. 
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 The limiting state of a thin adhesive layer at its normal rupture in the plane stressed and 
plane deformed states is considered. The behavior of the layer is described by an ideal elasto-
plastic model with the Tresca – Saint-Venant yield condition. The deformation of the layer is car-
ried out by means of consoles operating within the framework of the relations of the Mindlin – 
Reissner plate theory. In the area of plastic flow of the adhesive layer, the condition of complete 
plasticity is assumed. The presence of several diagonal components of the stress tensor in the 
layer, which are related to the cantilever stresses by the equilibrium conditions, is taken into ac-
count. On the basis of the problem posed, analytical representations are obtained for the dis-
placement field of cantilevers in the region of conjugation with the layer. On the basis of experi-
mental data on the destruction of adhesive layers with given mechanical properties, the critical 
values of J-integrals are found depending on the type of the considered plane problem for the 
layer. It is shown that a decrease in the thickness of the adhesive layer leads to an unlimited 
growth of deformations in its end zone, however, the values of the J-integrals stabilize. In this 
case, in the case of a plane deformed state, the length of the plastic zone decreases and the 
main contribution to the J-integral is made by the energy component. In a plane stressed state, 
the length of the plastic zone increases, and the dissipative component of the J-integral exceeds 
the energy one. A significant difference in the critical values of the J-integral is obtained, which is 
a consequence of the developed plasticity zone in the plane stress state. For plane deformation 
in extremely thin adhesive layers, taking into account their elastoplastic properties is insignificant 
and the values of the J-integral can be found within the framework of a linearly elastic model of 
adhesive behavior or in a model with rigid coupling of mating bodies, which excludes the me-
chanical properties of the adhesive from consideration. 
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Введение 

 
Исследование предельных состояний адгезионных 

слоев композитов предполагает использование той или 
иной математической модели. Основу математической 
модели составляет геометрическое представление адге-
зионного слоя. Одним из наиболее используемых пред-
ставлений является модель слоя нулевой толщины. 
В этом случае в зоне обрыва связей адгезива с сопряга-
ющими телами образуется трещиноподобный дефект 
типа математического разреза. Для прогнозирования 
несущей способности поврежденного слоя используется 
аппарат механики квазихрупкого разрушения. При этом 
рассматриваются как чисто сингулярные модели [1–4], 
так и когезионные модели [5–17] с конечным распреде-
лением поля напряжений в вершине математического 
разреза. В зависимости от значения поля напряжений 
каждая из моделей имеет свой локальный критерий раз-
рушения, основанный на энергетическом критерии в 
виде потока упругой энергии или раскрытии трещины. 
Критический поток упругой энергии определяется через 
формулу податливости [2–4], основанной на использо-
вании линейно упругих свойств, сопрягаемых адгези-
онным слоем тел. Основу когезионных моделей состав-
ляет закон взаимодействия сил сцепления, вводимый 
априори на основании конечности напряженного состо-

яния в тупиковой точке математического разреза. В том 
и другом вариантах механические свойства адгезивов 
исключаются из рассмотрения. Отметим, что адгезивы 
наряду с упругими свойствами могут проявлять и вы-
раженные пластические свойства [18; 19], что предпо-
лагает использование соответствующего критерия пе-
рехода из упругого деформирования в упругопластиче-
ское.  

Нагружение адгезива по схеме нормального разрыва 
в рамках плоской задачи подразумевает наличие не-
скольких диагональных компонент тензора напряжений. 
Так, для слоя нулевой толщины из асимптотического 
решения теории упругости следует равенство компонен-
ты отрыва и осевой компоненты. Однако данное обстоя-
тельство не учитывается при рассмотрении критерия пе-
рехода в пластичность для плоского деформированного 
состояния, в котором предел текучести по компоненте 
отрыва формально увеличивается в 3  раз по сравне-
нию с плоским напряженным состоянием [20; 21]. 

Для корректной постановки упругопластической 
задачи необходимо рассматривать определяющие соот-
ношения адгезионного слоя. Это возможно только при 
конечной толщине адгезива [22–28]. В данной работе на 
основании концепции слоя взаимодействия [25–28] 
приводится постановка задачи нагружения нормальным 
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разрывом ДКБ-образца с упругопластическим адгези-
онным слоем. Используя экспериментальные данные 
[19], получено численно-аналитическое решение зада-
чи. Состояние слоя рассматривается как при плоском 
деформировании, так и при плоском напряженном со-
стоянии. Сопрягаемые слоем консоли описываются со-
отношениями теории пластин Миндлина – Рейснера 
[29–31]. В области пластического течения адгезионного 
слоя принимается условие полной пластичности [32-35] 
широко используемое для решения практических задач 
[36–39]. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается расчетная схема нагружения двух-

консольной балки (ДКБ-образца) с консолями 1 и 2, 
имеющими одинаковые механические и геометрические 
характеристики. Упругие консоли толщиной h на рис. 1 
сопряжены адгезионным слоем 3, с конечной толщиной 

0δ  и упругопластическими свойствами, по длине  . 
Зона обрыва связей консолей имеет длину a. Предпола-
гается жесткая заделка правого торца образца при дей-
ствующей антисимметричной распределенной нагрузке 
интенсивностью P по левому торцу.  

 

Рис. 1. Модель ДКБ-образца 

Fig. 1. Model of a DCB sample 

 
Зона пластического деформирования охватывает 

часть слоя длиной p .  
В силу симметрии задачи связанная система урав-

нений равновесия пластин 1 и 2 преобразуется в вариа-
ционное уравнение одной пластины [27; 28]: 

1 1

11
22 2 1 0 11 1

1

δδ σ δ 0,5δ σ δ
S L

uds u dx dx dl
x

+
+ ∂

⋅⋅ + + = ⋅
∂∫ ∫ ∫ ∫σ ε P u

 

,  (1) 

где 1S  – площадь тела 1; u – векторное поле перемеще-
ний тела 1; σ, ε – тензоры напряжений и деформаций; 
σ , ε  – тензоры средних напряжений и деформаций 
слоя с соответствующими компонентами: 

( ) ( )
0

0

0,5

11 1 11 1 2 2
0 0,5

1 , ,x x x dx
δ

− δ

σ = σ
δ ∫  

( ) ( )
0

0

0,5

22 1 22 1 2 2
0 0,5

1 , ,x x x dx
δ

− δ

σ = σ
δ ∫  ( ) ( )1 1

11 1
1

,
du x

x
dx

+

ε =  

( ) ( )2 1
22 1

0

2
ε

δ
u x

x
+

= , su+  – компоненты вектора перемеще-

ний верхней границы слоя; s = 1,2; L1 – граница прило-
жения внешней нагрузки для тела 1; ⋅⋅  – двойное ска-
лярное умножение; ⋅  – скалярное умножение. 

Определяющие соотношения консоли принимаем в 
форме закона Гука: 

 1 1

1 1

νσ ε εδ
1 ν 1 2νij ij ij

E  
= + + − 

,  (2) 

где 1E , 1ν  – модуль упругости и коэффициент Пуассона 
пластины 1; 11 22 33ε ε ε ε= + +  – объемная деформация; 
δij  – символ Кронекера; , 1,2,3i j = . 

Для материала адгезионного слоя 3 определяющие 
соотношения считаем справедливыми для средних ком-
понент тензоров напряжений и деформаций [25–28]. 
При упругом деформировании слоя связь средних 
напряжений и деформаций определяется законом Гука: 

 3 3

3 3

ν
σ ε εδ

1 ν 1 2νij ij ij
E  

= + + − 
,  (3) 

где 3E , 3ν  – модуль упругости и коэффициент Пуассо-
на адгезионного слоя. 

В силу антисимметрии данного вида нагружения 
тензор средних напряжений слоя будет иметь диаго-
нальный вид. В области пластического деформирования 
адгезионного слоя предполагается выполнение крите-
рия Треска – Сен-Венана [37; 40; 41] при условии пол-
ной пластичности – равенстве двух главных напряже-
ний. Исходя из решения упругой задачи, рассмотренной 
в [27], для состояния плоской деформации будем пред-
полагать выполнение следующего условия полной пла-
стичности: 11 33σ σ= . В этом случае условие текучести 
запишем в виде: 

 22 11 0σ σ 2− = τ .  (4) 

В состоянии плоской деформации на участке 

( )1 0; px ∈   предполагаем линейную связь между объем-

ной деформацией слоя и гидростатическим давлением 
p : 3 εp K= , где K  – модуль объемной деформации; 

11 22 33σ +σ +σp = . Таким образом получаем: 

11 222σ σ 3 εK+ = , где 
( )

3

33 1 2ν
E

K =
−

. Из последнего вы-

ражения и выражения (4) приходим к определяющим 
соотношениям на участке упругопластического дефор-
мирования слоя в состоянии плоской деформации: 

 11 0
2σ ε
3

K= − τ , 22 0
4σ ε
3

K= + τ , 33 11σ σ= .  (5) 



Богачева В.Э., Глаголев В.В., Глаголев Л.В., Маркин А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2023) 30–42 

 33 

Для плоского напряжённого состояния слоя условие 
полной пластичности запишем в виде: 11 22σ σ= , а усло-
вие текучести принимает вид: 

 22 0σ 2= τ .  (6) 

Определяющие соотношения на участке упругопла-
стического деформирования слоя в плоском напряжен-
ном состоянии запишем: 

 11 22 0σ σ 2= = τ , 33σ 0= .  (7) 

Деформацию пластины рассматриваем в рамках 
теории Миндлина – Рейснера со следующим распреде-
лением поля перемещений: 

 ( ) ( ) ( )( )1 1 2 1 1 1 2 0, φ δ 2u x x u x x x+= − − ,  (8) 

 ( ) ( )2 1 2 2 1,u x x u x+= .  (9) 

Подстановка распределений (8), (9) в (1) приводит к 
двум системам дифференциальных уравнений [27] для 
участка [ )1 ;0x a∈ − : 

 11
12

1

0dM Q
dx

− = , 11

1

0dQ
dx

= , 12

1

0dQ
dx

= ,  (10) 

и участка ( ]1 0;x ∈  : 

 11
12

1

0dM Q
dx

− = , 11 11
0

1 1

σ0.5δ 0dQ d
dx dx

+ = , 12
22

1

σdQ
dx

= ,  (11) 

с условиями сопряжения для пластин, которые обеспе-
чивают в том числе и сопряжение упругой и пластиче-
ской частей адгезива в точке p : 

 
1 1

1 10 0x x
u u+ +

=− =+
= , 

1 1
2 20 0x x

u u+ +

=− =+
= , 

1 10 0φ| φ|x x=− =+= ,  (12) 

1 1
11 110 0x x

M M
=− =+

= , 
1 1

12 120 0x x
Q Q

=− =+
= ,  

 ( )
1 1

11 11 0 110 0
0.5δ σ

x x
Q Q

=− =+
= + ,  (13) 

1 1
1 10 0p px x

u u+ +

= − = +
=

 

, 
1 1

2 20 0p px x
u u+ +

= − = +
=

 

,  

 
1 10 0φ| φ|

p px x= − = +=
 

,  (14) 

 
1 1

11 110 0p px x
M M

= − = +
=

 

, 
1 1

12 120 0p px x
Q Q

= − = +
=

 

,  (15) 

 ( ) ( )
1 1

11 0 11 11 0 110 0
0.5δ σ 0.5δ σ

p px x
Q Q

= − = +
+ = +

 

,  (16) 

и естественными граничными условиями: 

 
1

11 0
x a

Q
=−

= , 
1

12 2x a
Q Q

=−
= − , 

1
11 0

x a
M

=−
= ,  (17) 

где ( ) 0

0

δ 2

11 1 11 2δ 2
σ

h
Q x dx

+
= ∫ ; ( ) 0

0

δ 2

12 1 12 2δ 2
σ

h
Q x dx

+
= ∫ ; 

( ) ( )0

0

δ 2

11 1 11 2 0 2δ 2
σ δ 2

h
M x x dx

+
= −∫ . 

На правом торце рассматриваются граничные  
условия: 

 
1

1 0
x

u+

=
=



, 
1

2 0
x

u+

=
=



, 
1

φ 0
x =

=


.  (18) 

Определяющие соотношения теории Миндлина – 
Рейснера при упругом деформировании запишем в виде: 

 

( ) ( )( )

( ) ( )

1 1
11 1 2 0

1

2 1
12 1

1

σ φ δ 2 ,

σ φ ,

du x
D x x

dx

du x
L x

dx

+
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′= − −  

 
 

= −  
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где 
( )

1

12 1 ν
EL k=
+

; 5
6

k = ; 
( )

1
2
11 ν

ED =
−

. 

Из выражения (3) и представлений средних дефор-
маций слоя через его граничные перемещения получим 
выражение напряженного состояния в слое на участке 

(1 ;px ∈   : 

 1
11 1 2 2

1

σ duD D u
dx

+
+= + , 1

22 1 2 2
1

σ duC u C
dx

+
+= + ,  (20) 

где 
( )

( )( )
3 3

1
3 3

1 ν
1 ν 1 ν2

E
D

−= + − , 
( )( )

3 3
2

3 3 0

2 ν
1 ν 1 ν δ2

ED = + −  – для 

плоской деформации; 
( )

3
1 2

31 ν
ED =
−

, 
( )

3 3
2 2

3 0

2 ν
1 ν δ

ED =
−

 – 

для плоского напряженного состояния; 1
1

0

2
δ
DC = , 

0 2
2

δ
2
DC = . 

Выражения обобщенных сил и моментов запишем 
в виде: 

( ) ( )

( )

2
1 2

11 1 12 1
1 1

2 3
1

11 1
1

φ , φ ,
2

φ .
2 3

du duhQ x D h Q x Lh
dx dx

duh hM x D
dx

+ +

+

   
′= −  = −   

   
 

′= − 
 

  (21) 

В результате задача (10)–(21) становится замкнутой 
относительно трех неизвестных функций: ( )1 1u x+ , 

( )2 1u x+ , ( )1φ x  с учетом (5) для состояния плоской де-
формации и с учетом (7) для случая плоского напря-
женного состояния адгезионного слоя.  

 
2. Метод решения задачи 

 
Используя систему (10), перенесем граничные усло-

вия (17). С учетом условий сопряжения решений (20) в 
точке 1 0x =  получим: 

 
( )

11

1

11 0 11 12 200

11 20

0,5δ σ 0, ,

.
xx

x

Q Q Q

M Q a
=+=+

=+

+ =   = −

 = −
 (22) 
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Из (11) с учетом (20) и (21) получим систему из 
трех дифференциальных уравнений на участке ( ;p   : 

 

( )
( )

( )

2
1 2

1 0 1 1 2 2

2 1 2 2 1

1 φ φ 0;
2 3

φ 0.5δ 0;
2

φ .

hDh u Lh u

hDh u D u D u

Lh u C u C u

+ +

+ + +

+ + +

  ′′ ′′′− − − =   
  ′′ ′′ ′′′− + + =  

 
 ′′ ′′− = +


  (23) 

Из (11) с учетом (5), (21) получим систему диффе-
ренциальных уравнений на участке (0; p   для случая 

плоской деформации: 

 

( )

( )

2
1 2

1 0 2 1
0

2 2 1 0
0

1 φ φ 0;
2 3

2φ 0,5δ 0;
2 δ

2 4φ
δ 3

hDh u Lh u

h KDh u u Ku

KLh u u Ku

+ +

+ + +

+ + +

  ′′ ′′′− − − =   
    ′′ ′ ′′′′− + + =   

   


′′ ′′ − = + + τ


  (24) 

и плоского напряженного состояния с учетом (7), (21): 

 

( )

( )

2
1 2

1

2 0

1 φ φ 0;
2 3

φ 0;
2

φ 2 .

hDh u Lh u

hDh u

Lh u

+ +

+

+

  ′′ ′′′− − − =   
  ′′ ′′− =  

 
 ′′ ′− = τ


  (25) 

На участке ( ;p   , согласно работе [28], общее ре-

шение (23) запишем в виде: 

( )

( )

( )

( )

1 1

1 1

3 1

3 1

2
1 2 μ1 1

1 14
2 2 1 1 1 2

2
2 2 μ1 1

15
2 2 1 2 1 2

2
3 2 μ3 1

16
2 2 1 3 3 2

2
4 2 μ3 1

17
2 2 1 4 3 2

μμ
μ μ

μμ
μ μ

μμ
μ μ

μμ
   

μ μ

x

x

x

x

mLh CLhu C e
C C m C

mLh CLh C e
C C m C

mLh CLh C e
C C m C

mLh CLh C e
C C m C

+

−

−

 −
 = − − −
 
 

 −
 − + − +
 
 
 −
 + − − −
 
 
 −
 − + − +
 
 

+









( ) ( )

( ) ( )

3 11 1 1 1

3 1

1 1 1 1

3 1 3 1

13 11
18

2 1 2 0 2

μμ μ
2 14 15 16

μ 13
17

1 2 0 2

2 2
1 2 2 2μ μ

14 15
1 1 1 2

2 2
3 2 4 2μ μ

16 17
1 3 1 4

;
0,5δ

;
0,5δ

μ μ
φ

μ μ

μ μ
,

μ μ

xx x

x

x x

x x

C xC C
C C S D

u C e C e C e

C
C e

C S D

m m
C e C e

m m

m m
C e C e

m m

−+

−

−

−



















+ −
= + + +

+ −
−

− −
= + +

− −
+ +







  





 

 














 

где  

1
2

1
2
Dhm
LS

= + ; 1 2 0 2
2

2

0.5δC S D
m

LhS
−

= ; 

( )
0 2 2 2

3 2
2 2

3δ 12
4 3

D Dh LC S
m

Dh hC S Dh
+

= −
−

; 
( )

2 2
4 2

2 2

12
4 3

LC Sm
Dh hC S Dh

=
−

; 

0 1
2

2

0.5δDh D
S

C
+

= ; ( )22
2 1 3 4 2 44d m m m m m m= + + − ; 

2 1 3 4
1μ

2
m m m m d+ + +

= ; 2 1μ μ= − ; 2 1 3 4
3μ

2
m m m m d+ + −

= ; 

4 3μ μ= − . 

Общее решение (24) запишем в следующем виде: 

1 1

1 1

2
1 1 1 8

1 0 0 1

2
1 1 9

1 0 0 1

2
2 2

2 0 0 2

2 2 2              
δ δ

2 2 2                 
δ δ

2 2 2
δ δ

R x

R x

Lh LS Du R R C e
K VR LS R

Lh LS DR R C e
K VR LS R

Lh LS DR R
K VR LS R

+

−

   
= − − − −        

   
− − − − +        

   
+ − − −       





2 1

2 1

1 1

10

2
2 2 11

2 0 0 2

7 0 0 1 12

2 8 9

                

2 2 2               
δ δ

1 4 4 ;                                    
3 3

R x

R x

R x R

C e

Lh LS DR R C e
K VR LS R

C S x C
Dh K

u C e C e

−

−+


−


   

− − − − +        
  + + τ − τ +  

  

= +





 

  1 1 2 1 2 1

1 1 1 1

2 1 2 1

0
10 11 7 0

2 2
1 8 1 9

1 0 1 0

2 2
2 10 2 11

2 0 2 0

δ 4 ;
2 3

2 2 2 2φ=     
δ δ

2 2 2 2 ,      
δ δ

x R x R x

R x R x

R x R x

C e C e C S
Dh

LS D LS DR C e R C e
VR LS VR LS

LS D LS DR C e R C e
VR LS VR LS

−

−

−
















 + + − + τ 
 

   
− − − +   

   
   

+ − − −   
   

  

 

 
















   

где  

( )( )1 0
1

0

6 δ 2
δ

DhS Dh L h
R

L
− + ∆

= ; 

( )( )1 0
2

0

6 δ 2
δ

DhS Dh L h
R

L
− − ∆

= ; 

( )( )2 2 2 2
04 12 δ 2h D h L LS Dh∆ = − + ; 

1
2

1 02δDhS Dh
K

−
  = +  

  
; 2V LS Dh= + ; 0δ

2
DhS
K

= + . 

Отметим, что для рассматриваемых механических и 
геометрических характеристик образца условия 

2 2, 0d∆ ≥  и вещественные корни соответствующих ха-
рактеристических уравнений имеют место при относи-
тельных толщинах 3

0δ 10h −≤ . В данной работе будем 
рассматривать только такие толщины. 

Общее решение (25) получим в виде: 

 
(26) 

 
(27) 
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3 20
1 1 7 1 8 1 9 1 112 2 2

4 2 30 0
2 1 1 7 1 7 13 3

2 2
8 1 9 1 10 1 122 3

3 20
1 7 1 8 1 9 1 103 3 2 3

2 3 4 6 ;

2 1

3 6 ;

4 6 6 12φ .

u x C x C x C x C
DhDh Dh Dh

u x x C x C x
Lh LhDh Dh

C x C x C x C
Dh Dh

x C x C x C x C
Dh Dh Dh Dh

+

+

τ = − − + + +


τ τ = − + − + +

 + + + +

 τ = − − + + +


   

 

   

   

  (28) 

В решениях (26), (27) или (28) в случае плоского 
напряженного состояния адгезионного слоя имеем 
12 постоянных интегрирования. Граничные условия 
(22), (18) и условия сопряжения (14)–(16) определяют 
12 уравнений для их нахождения. 

В работе [17] показано, что для упругого решения 
(26) при относительно больших значениях 0δ  разре-
шающая система линейных уравнений плохо обуслов-
лена. В этом случае из граничных условий (18) в реше-
нии (26) для 0δ →∞  положим: 

13 14 16 18 0C C C C= = = =    .  

При этом последнее условие (22) выполняется тож-
дественно и не влияет на решение упругой задачи [17]. 

Для нахождения 8 постоянных для решений (26), 
(27) или (28) имеем 8 условий: два первых условия (22), 
(14)–(16). При этом предполагается известной длина 
пластической зоны. Таким образом находится решение 
упругопластической задачи определения напряженно-
деформированного состояния. 

Однако параметр p определяется условием (4) или 
(6), что, согласно решению (26), приводит к нелинейно-
му уравнению.  

В этом случае постановку задачи сформулируем в 
следующей форме: при заданной длине пластической 
зоны p  найти обобщенную силу, обеспечивающую 
соответствующую длину зоны пластичности. Для этого 
силу 2Q  будем рассматривать в качестве неизвестной, а 

p  известной величиной. Таким образом, в дополнении 
к заданным 8 условиям используем уравнение (4) для 
состояния плоской деформации или (6) для плоского 
напряженного состояния, в результате чего приходим к 
системе 9 линейных уравнений с 9 неизвестными.  

При заданной обобщённой силе 2Q  найдем значе-
ние длины пластической зоны p , обеспечивающей 
выполнение граничных условий (22). В этом случае из 
решения системы 9 линейных уравнений необходимо 
подобрать два значения длины пластической зоны 1

p  и 
2
p , при которых имеет место неравенство: 

( ) ( )1 2
2 2 2p pQ Q Q< <  . Найти значение 1 2;p p p ∈     мето-

дом дихотомии, соответствующее величине 2Q  с задан-
ной степенью точности. В работе для 2Q  используем 
относительную погрешность 0,001.  

3. Нахождение J-интеграла 
 

 

Рис. 2. Равновесие упругопластического элемента слоя 

Fig. 2. Equilibrium of the elastic-plastic element of the layer 

 
На рис. 2 показан элемент слоя взаимодействия, 

находящийся в пластическом состоянии. Данный эле-
мент находится в равновесии под воздействием распре-
деленной внешней нагрузки q , где +q  – нагрузка по 

верхней границе слоя; −q  – нагрузка по нижней грани-

це слоя; rq  – нагрузка по правому торцу слоя; lq  – 
нагрузка по левому торцу слоя. Замкнутый контур z  
охватывает область диссипации в слое. Следуя работе 
[25], запишем термомеханическое соотношение в сле-
дующем виде: 

 1
1 1

ψ
z S

wn dz ds
x x

 ∂ ∂
− ⋅ = − ∂ ∂ 

∫ ∫
uq



,  (29) 

где ψ  – удельная свободная энергия; w  – удельная 
диссипация; 1n  – проекция вектора нормали к поверх-
ности контура на направление оси 1x . 

В левой части равенства (29) стоит интеграл по за-
мкнутому контуру с одного берега консоли на другой, 
охватывающий область диссипации и проходящий по 
левому торцу слоя.  

С учетом рассмотрения средних термомеханиче-
ских характеристик по толщине слоя имеем: 

 0
1

δ c
S

wds w
x

∂
− =

∂∫ , ( ) ( )1 0ψ δ ψ ψe c
z

n dz = −∫ ,  (30) 

где 
1 0c x

w w
=

= ; 
1 0

ψ ψc x =
= ; 

1
ψ ψ

p
e x =

=


.  

Из (29), (30) приходим к следующему определению 
J-интеграла: 

   

( )
1 1

0 0 0 0
1 10

1
1 10

J δ ψ δ ψ δ δ

,

p

p

l r
c c e

x x

w
x x

dx
x x

= =

− +
− +

∂ ∂
= + = − ⋅ − ⋅ −

∂ ∂

 ∂ ∂
− ⋅ + ⋅   ∂ ∂ 

∫

u uq q

u uq q





  (31) 
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где ( )0.5 + −= +u u u  – вектор средних перемещений; 

12 1 22 2σ σ+ + += +q e e ; 12 1 22 2σ σ− − −= − −q e e ; 11 1 12 2σ σr = +q e e ; 

11 1 12 2σ σl = − −q e e ; 12σ± , 22σ±  – граничные напряжения 
слоя; 11σ , 12σ  – средние напряжения на торцах слоя. 

Рассмотрим условия равновесия слоя [25] 

 11
0 12 12

1

σδ σ σ
x

− +∂
= −

∂
,  (32) 

 12
0 22 22

1

σδ σ σ
x

− +∂
= −

∂
.  (33) 

Для случая нормального отрыва имеем: 12σ 0= , 

12 12σ σ− += − , 1 1u u+ += , 2 2u u+ −= − . Из (32), (33) получаем: 

 11
12 0

1

σσ 0.5δ
x

+ ∂
= −

∂
, 22 22σ σ+ −= .  (34) 

С учетом определения средних напряжений посред-
ством граничных: ( )22 22 22σ 0.5 σ σ+ −= + и (34) из (31) при-

ходим к следующему выражению: 

 1 1

1 1
0 0 11 0 11

1 10

2 11 1
22 0 1

1 1 10

J δ ψ δ σ δ σ

σ2 σ 0.5δ .

p

p

e
x x

u u
x x

u u dx
x x x

+ +

= =

+ +

∂ ∂
= + − −

∂ ∂

 ∂ ∂ ∂
− − ∂ ∂ ∂ 

∫





  (35) 

Используя представление удельной свободной 
энергии слоя: ( )

1
22 22 11 11ψ 0.5 σ ε σ ε

p
e x =

= +


, определяющие 

соотношения (5) и связи средних деформаций слоя с 
граничными перемещениями, преобразуем выражения: 

 ( ) ( )

( )

1 1

11

1

1 1
0 11 11

1 10

2 2 0
0 22 11 22 11

2 0
11 22 11 11

0

δ ψ σ σ

1δ ε ε 2ε ε
2 3

2
ε ε ε ε ,

3

p

pp

e
x x

xx

x

u u
x x

K

K

+ +

= =

==

=

 ∂ ∂ + − =
 ∂ ∂
 

τ= − + + +


τ  + + −    







  (36) 

 

( )
1

1

1
1

2 11 1
22 0 1

1 1 10

0
02 2 0

0 22 11 22

σ2 σ 0.5δ

41δ ε ε ε .
2 3

p

p
p

x
x

x
x

u u dx
x x x

K

+ +

=
=

=
=

 ∂ ∂ ∂
−  = ∂ ∂ ∂ 

 τ
 = − − +
 
 

∫






 (37) 

Из (35)–(37) приходим к представлению для случая 
плоской деформации: 

 
( )

( ) ( )( ))
1

1 1

2 0
0 22 11

0

22 11 11 220

1J δ ε ε
2 3

2 2ε ε ε 2ε .
p

d

x

x x

K
=

= =

τ= + + ×


× − + −


 (38) 

В плоском напряженном состоянии слоя из (7) и 
(35) получаем: 

 

( )
1 1

1 1

1 1
0 0 0 0 0

1 10

0 2 20

J δ ψ 2 δ 2 δ

4 .

p

p

s
e

x x

x x

u u
x x

u u

+ +

= =

+ +

= =

∂ ∂
= + τ − τ +

∂ ∂

+ τ −





 (39) 

Из (39) при 0δ 0=  перемещение 
1

2 0
px

u+

=
=



, полагая 

0 02 στ = , 
1

2 0
2 δ

x
u+

=
= , приходим к классическому выра-

жению J-интеграла через раскрытие пластической зоны 
[1,2]: 0J σ δ= . 

Отметим, что для линейно упругого поведения ад-
гезива в рамках определяющих соотношений (20) из 
представления (35) при любой длине p  выделенного 
элемента слоя приходим к представлению J-интеграла 
через энергетическое произведение [26]: 

 ( )( )
1

2 20
1 11 22 0 2 22 11 0

0

δ
J ε ε δ ε ε δ ψ

2
e

c
x

D D
=

= + + = .  (40) 

В работе [28] для упругого поведения адгезива, мо-
дуль упругости которого значительно меньше соответ-
ствующего модуля сопрягаемых тел, при нулевом ко-
эффициент Пуассона получено следующее аналитиче-
ское выражение J-интеграла: 

( )
( )

2
2 2 2
2 1

1 1

12 1 ν 1J 1
5 1 ν

a
Q a h

hE h a

 −     = +       − 
, 

совпадающее с результатами [42] с случае изотропных 
пластин, полученными на основе представления слоя в 
виде связей Прандтля. 

 
4. Результаты решения задачи 

 
Согласно данным работ [18; 19] рассмотрим обра-

зец со следующими геометрическими и механическими 
характеристиками консолей: 0,055a =  м, 0,0127h =  м, 

0,025b =  м, 11
1 2,04 10E = ⋅  Па, 1ν 0,33= , где b – толщина 

образца в направлении нормали к рассматриваемому 
сечению. Механические свойства адгезивов представим 
в табл. 1. 

В работе [19] приведены экспериментальные значе-
ния внешней нагрузки при инициализации трещины в 
адгезиве, которые составили 1.1crP =  кН для смолы Ar-
aldite AV138, 1,5crP =  кН для смолы Araldite 2015. 
В этом случае 2 cr crQ Q P b= = , где crQ  – критическое 
значение обобщенной силы. Для заданных критических 
нагрузок проведем расчеты критических значений J-
интеграла в зависимости от толщины слоя, рассматри-
вая поведения слоя в состоянии плоской деформации и 
плоском напряженном состоянии. Для определения J-
интеграла по заданной критической силе в случае плос-
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кого деформированного состояния используем выраже-
ние (38) совместно с решениями (26), (27). В случае 
плоского напряженного состояния используем пред-
ставление (39) совместно с решениями (26), (28). 

Таблица 1 

Механические свойства адгезивов 

Table 1 

Mechanical properties of adhesives 

Механические 
свойства Araldite AV138 Araldite 2015 

3E , GPa 4,9 1,85 

02τ , MPa 25,1 14,6 

σ f , MPa 39,45 21,63 

3ν  0,35 0,33 

ε f , % 1,21 4,77 

ICG , N/m 200 430 
 
В табл. 2 поместим результаты расчета для рассмат-

риваемых адгезивов в состоянии плоской деформации 
при различных толщинах адгезива, где 

1
22 0

εe

x =
и 

1
22 0

εd

x =
 

деформации отрыва, найденные соответственно по 
упругой и упругопластической моделям. 

Из результатов расчета табл. 2 видим, что стремле-
ние толщины слоя к нулю дает практическое совпаде-
ние результатов расчета JС-интеграла по чисто упругой 
модели и упругопластической модели при гипотезе 
полной пластичности, что предполагает преобладание 
удельной свободной энергии в формировании J-
интеграла для состояния плоской деформации. При 
этом результаты немного занижены относительно заяв-
ленных характеристик табл. 1, что можно объяснить 
погрешностью, вводимой гипотезами пластин. 

Распределение напряжений в слое адгезива Araldite 
AV138 толщиной 510−  м при плоской деформации по-
казано на рис. 3. Графики 1 и 2 определяют напряжения 

11σ  и 22σ для адгезива в модели полной пластичности, а 

графики 3, 4 определяют соответствующие напряжения 
для линейно упругой модели. 

Из анализа напряженного состояния адгезива 
Araldite 2015 на рис. 3 и табл. 1 видим, что максималь-
ные главные напряжения при толщине разрушаемого 
слоя 5

0δ 10−=  м на порядок превышают критериальные 
прочностные значения. Однако в рамках деформацион-
ного критерия по максимальным главным деформациям 
толщина разрушаемого слоя может находиться в преде-
лах 7 810 10− −÷  м. 

 

Рис. 3. Напряженное состояние зоны предразрушения  
при плоской деформации 

Fig. 3. Stress state of the pre-fracture zone under plane  
deformation 

В табл. 3 поместим результаты расчета для рассмат-
риваемых адгезивов в плоском напряженном состоянии 
при различных толщинах адгезива. 

Распределение напряжений в слое толщиной 510−  м 
для адгезивов при плоском напряженном состоянии 
показано на рис. 4 в модели с упругопластическими 
свойствами. Графики 1 и 2 определяют напряжения 11σ  
и 22σ  для адгезива Araldite AV138, а графики 3, 4 опре-
деляют соответствующие напряжения для адгезива 
Araldite 2015. 

Таблица 2 

Значение J-интеграла при плоской деформации 

Table 2 

The value of the J-integral under plane strain 
Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 
Ja

C , N/m 190,06 353,42 

0δ , m p , 410− m Jd
C , N/m Je

C , N/m 
1

22 0
εd

x =
 

1
22 0

εe

x =
 p , 410− m Jd

C , N/m Je
C , N/m 

1
22 0

εd

x =
 

1
22 0

εe

x =
 

510−  14,48 201,89 194,27 0,08 0,07 25,1 378,31 366,36 0,2 0,16 
610−  7,47 193,9 191,44 0,26 0,22 12,62 361,64 357,71 0,63 0,51 
710−  3,32 191,29 190,5 0,83 0,7 5,6 356,07 354,8 1,98 1,61 
810−  1,36 190,45 190,2 2,64 2,2 2,3 354,26 353,86 6,24 5,08 
910−  0,53 190,19 190,11 8,36 6,95 0,9 353,69 353,56 19,74 16,06 

1010−  0,2 190,1 190,08 26,42 21,99 0,34 353,51 353,47 62,43 50,78 
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Таблица 3 

Значение J-интеграла при плоском напряженном состоянии 

Table 3 

The value of the J-integral under a plane stress state 

Парметр Araldite AV138 Araldite 2015 
Ja

C , N/m 190,06 353,42 

0δ , m p , 410− m Jd
C , N/m Je

C , N/m 
1

22 0
εd

x =
 

1
22 0

εe

x =
 p , 410− m Jd

C , N/m Je
C , N/m 

1
22 0

εd

x =
 

1
22 0

εe

x =
 

510−  96,31 227,58 195,03 0,91 0,08 186,31 496,78 368,17 3,41 0,19 
610−  101,72 227,46 191,69 9,06 0,26 194,82 496,55 358,33 34,01 0,59 
710−  103,52 227,45 190,58 90,62 0,83 197,72 496,53 355 340,09 1,85 

 

 

Рис. 4. Распределение напряжений в зоне  
предразрушения при плоском напряженном 

состоянии 

Fig. 4. Stress distribution in the pre-fracture  
zone in a plane stress state 

 
Из распределений напряжений за зоной пластиче-

ских деформаций из рис. 4 видно, что для адгезива 
Araldite 2015 напряжения отрыва превышают предел 
текучести. Данная тенденция прослеживается и для ад-
гезива Araldite AV138 при уменьшении толщины слоя. 
Таким образом, при предельном стремлении толщины 
слоя к нулю в плоском напряженном состоянии будет 
прослеживаться область пластических деформаций со 
сжимающими напряжениями длиной p

−
 . В этом случае 

общая длина пластической области будет равна 

p p p
+ −= +   , где p

+
  определяет область пластических 

деформаций с положительными напряжениями. Основ-
ной проблемой в данной задаче будет являться задача 
нахождения зон p

+
  и p

−
 .  

При решении задачи будем считать, что длина p
+
  

не будет претерпевать изменений при появлении участ-
ка p

−
  и определяться решением упругопластической 

задачи, построенной на распределениях (26), (28). 
В этом случае p

+
  будет равно p  из табл. 3. Определя-

ющие соотношения на участке p
−
  деформирования 

слоя в плоском напряженном состоянии запишем в сле-
дующем виде: 

 11 22 0σ σ 2= = − τ , 33σ 0= .  (41) 

Распределение поля перемещений на данном участ-
ке будет иметь аналогичную (28) структуру с заменой 

0τ  на 0−τ . В точках p
+
  и p p p

+ −= +    рассматриваем 12 
условий сопряжения решений типа (14)–(16) с учетом 
(7) и (41). Значение J-интеграла (35) в этом случае будет 
определяться следующим представлением: 

( )
1 1

1

1
1

1
0 0 0 2 20

1 0

1
0 2 0 0

1

J 2 δ 4 2

2 δ .

p

p
p

d

x x
x

x
x

u u u
x

uu
x

+

+
+ +

= =
=

+
+

=
=

∂
= τ + τ − +

∂

∂
+ τ + τ

∂







 

На рис. 5 показано распределение напряжений в 
слое для адгезива Araldite 2015 с учетом сжимающих 
напряжений в области пластических деформаций при 
условиях расчета, соответствующих рис. 4.  

 

Рис. 5. Распределение напряжений в зоне предразрушения  
при плоском напряженном состоянии с учетом области  

пластического сжатия 

Fig. 5. Stress distribution in the pre-fracture zone in a plane stress 
state, taking into account the region of plastic compression 
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Таблица 4 

Значение J-интеграла при плоском напряженном состоянии с учетом пластического сжатия слоя 

Table 4 

The value of the J-integral in the plane stress state, taking into account the plastic compression of the layer 

Параметр Araldite AV138 Araldite 2015 

0δ , m Jd
C , N/m p , 410− m p

+
 , 410− m p

−
 , 410− m 

1
22 0

εd

x =
 Jd

C , N/m p , 410− m p
+
 , 410− m p

−
 , 410− m 

1
22 0

εd

x =
 

510−  227,58 96,31 96,31 0 0,91 498,59 259,01 186,31 72,7 3,49 
610−  227,46 101,72 101,72 0 9,06 485,53 346,84 194,82 152,02 27,59 
710−  227,48 115,86 103,52 12,34 90,75 479,09 367,14 197,72 169,42 237,13 

 
В табл. 4 поместим результаты расчетов модели по-

ведения адгезивов с учетом их пластического сжатия. 
Из табл. 2 и 4 видно, что предельные деформации в 

адгезиве при критической нагрузке соответствуют диа-
пазону толщин слоя 5 710 10− −÷  м. Данная оценка была 
получена в работе [43] из анализа поверхностной энер-
гии через предел упругости и межатомное расстояние. 
Отметим, что в данном диапазоне критические значения 
J-интеграла меняются несущественно, однако при этом 
определяющее значение на величину линейного пара-
метра и J-интеграла имеет тип плоской задачи. 

 
Заключение 

 
В рамках модели упругопластического деформиро-

вания адгезионного слоя при условии полной пластич-
ности получена зависимость напряженно-деформи-
рованного состояния слоя от его толщины при плоском 
деформированном и напряженном состояниях. Постро-
ены J-интегралы с учетом диссипативной составляю-
щей. Из анализа экспериментальных данных для двух 
композитов по известному деформационному критерию 

торцевого сечения определены соответствующие (поро-
говые) значения толщин адгезива и J-интегралов.  

Дальнейшее уменьшение толщины приводит к не-
ограниченному росту деформаций и превышению де-
формационного критерия, однако значения J-
интегралов стабилизируются. При этом в случае плос-
кого деформированного состояния длина пластической 
зоны уменьшается и основной вклад в J-интеграл вно-
сит энергетическая составляющая. В плоском напря-
женном состоянии длина пластической зоны растет, и 
диссипативная составляющая J-интеграла существенно 
превышает энергетическую. Полагая внешнюю крити-
ческую нагрузку одинаковой для рассмотренных типов 
плоской задачи, получаем существенное различие в 
критических значениях J-интеграла, что является след-
ствием развитой зоны пластичности в плоском напря-
женном состоянии. Для плоской деформации в пре-
дельно тонких адгезионных слоях учет их упругопла-
стических свойств несущественен и значения J-
интеграла могут быть найдены в рамках линейно упру-
гой модели поведения адгезива или в модели с жестким 
сцеплением сопрягаемых тел, что фактически исключа-
ет из рассмотрения механические свойства адгезива. 
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