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 Разработка метода оптимального проектирования конструктивно-анизотропных панелей несущих 
поверхностей летательных аппаратов из композиционных материалов с ограничениями по уточненной 
теории потери устойчивости для реализации оптимального размерно-весового проекта – цель исследо-
вания. Распределённая постоянная сжимающая нагрузка приложена к кромкам панели в плоскости 
обшивки в продольном направлении. Предполагается, что краевые условия на контуре соответствуют 
частному случаю граничных условий для плоской задачи и задачи изгиба. Сформулированы постановка 
и аналитическое решение задачи оптимального проектирования для определения геометрических 
параметров эксцентрично подкреплённых плоских прямоугольных композитных панелей минимальной 
массы. Условие равноустойчивости составляет базис оптимального проекта. Общая изгибная и много-
волновая крутильная формы потери устойчивости имеют одинаковую вероятность проявления, запас 
по устойчивости полагается близким к единице. Оптимальное проектирование сводится к исследова-
нию целевой весовой функции как функции нескольких переменных на условный экстремум в строгой 
математической постановке с использованием аналитических методов в сочетании с численными ме-
тодами. Представлены соотношения новой математической модели для анализа потери устойчивости 
конструктивно-анизотропных композитных панелей. Научной новизной является развитие теории тонко-
стенных упругих стержней, связанное с проблемой контакта обшивки и стрингера с учётом деформации 
сдвига ребра при закручивании. Аналитическое решение сводится к нахождению перемещений единой 
базисной поверхности приведения, которая может быть выбрана произвольно. В качестве расчетной 
модели предлагается схематизация панели как конструктивно-анизотропной, когда определяются кри-
тические силы общей изгибной формы потери устойчивости. Для исследования многоволнового кру-
тильного выпучивания панели используется аппарат обобщенных функций с целью дискретного ввода 
жесткостей стрингеров. Решение дифференциального уравнения деформированной поверхности вось-
мого порядка в замкнутом виде построено в тригонометрических рядах. Результаты оптимального про-
ектирования с ограничениями в рамках уточнённой теории устойчивости открывают возможности для 
снижения и оптимизации весовых характеристик элементов планера самолета. 
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 The aim of this study is the approach to the optimal design of structurally-anisotropic aircraft 
bearing surface panels with the restrictions according to the refined buckling theory for the opti-
mal size-weight design implementation. The panels are subjected to the distributed constant 
compressive loading applied to the edges in the skin plane in the longitudinal direction. The pan-
el contour boundary conditions are assumed to be the particular case with conformable boundary 
restrictions for the plane problem and problem of bending. The optimal design problem statement 
and analytical solution are formulated to determine the geometry parameters of a flat rectangular 
multilayer panel made from composite materials with the eccentric longitudinal and lateral stiffen-
ing set being of minimal mass. The equal-buckling condition is the optimal design base. The 
general bending mode of buckling and multi-wave torsion mode of buckling must have the same 
occurrence probability while the buckling margin tends to one. The optimal design problem is 
reduced to the mathematic conditional extremum investigation of the goal weight function with 
multiple variables using the analytical and numerical methods. New mathematic model relations 
for the buckling problem investigation of structurally-anisotropic composite panels are presented. 
The primary scientific novelty of this research is the further development of the thin-walled elastic 
rib theory related to the contact problem for the skin and rib with an improved rib model. The 
analytical solution is reduced to determine the displacements of a base neutral surface that may 
be select arbitrarily. The schematization of the panel as structurally-anisotropic one has been 
proposed as a design model when the critical forces of total bending mode of buckling are de-
termined. For a multi-wave torsion buckling study, one should use the generalized function tech-
niques for the discrete stringer stiffness. The solution of the strained surface differential equation 
of an eighth order is designed by a trigonometric series in the closed form. The results of the 
optimal design with the refined buckling restrictions based on refined buckling analysis calcula-
tions offer opportunities to reduce and optimize the weight characteristics of aircraft elements. 
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Введение 

 
Авиационная промышленность требует снижения 

затрат на разработку и эксплуатацию летательных ап-
паратов (ЛА) в краткосрочной и долгосрочной перспек-
тиве. Решению этой проблемы способствует снижение 
веса элементов планера с использованием резервов 
композитных конструкций самолётов в процессе проек-
тирования. Необходимо теоретически обоснованное 
моделирование напряжённо-деформированного состоя-
ния (НДС), корректный и подтверждённый эксперимен-
тально анализ прочности и устойчивости реальных кон-
струкций в реальных условиях действия внешних 
нагрузок.  

В литературном обзоре рассматриваются предлага-
емые на основе математических моделей подходы 
к решению задач рационального и оптимального проек-
тирования с учётом анизотропии свойств и технологии 
производства панелей. В обзорной библиографии рос-
сийских и зарубежных авторов представлены материа-
лы от основополагающих фундаментальных работ до 
последних достижений.  

Объектом исследования являются плоские прямо-
угольные в плане панели из полимерных композитных 
материалов (ПКМ) с эксцентричным продольно-попе-

речным набором и гладкие неподкреплённые обшивки, 
конструкционная анизотропия которых обусловлена 
несимметрией структуры многослойного пакета по 
толщине.  

В работах [1; 2] приведён список обзорной литера-
туры, рекомендована библиография по оптимизации 
подкреплённых композитных панелей. Обзоры посвя-
щены вопросам применения композиционных материа-
лов в авиастроении, расчёту и проектированию кон-
струкций из композиционных материалов в рамках 
междисциплинарного подхода. Рассматриваются раз-
личные аспекты проблем проектирования слоистых 
композитных пакетов и подкреплённых композитных 
панелей несущих поверхностей изделий авиационной 
техники. В обзорах приводится обширный список 
наименований монографий по мировому опыту расчёта, 
проектирования и производства, классифицируются 
существующие теории, излагаются основные методы 
анализа. 

Представлена библиография по оптимальному про-
ектированию аэрокосмических композитных конструк-
ций с минимизацией затрат на разработку [3].  

Проанализированы подходы к оптимальному про-
ектированию конструктивно-анизотропных панелей 
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несущих поверхностей ЛА из композиционных матери-
алов с ограничениями в рамках потери устойчивости. 

В статьях [4; 5] разработаны методики прикладного 
рационального проектирования сжатых композитных 
подкреплённых панелей минимальной массы с обеспе-
чением условий общей и местной потери устойчивости. 
Авторы [6] рассматривают методы решения оптимиза-
ционных задач в программной среде «Диалоговая си-
стема многокритериальной оптимизации» при сжатии 
панелей из многослойных композиционных материалов.  

Приведены расчётные соотношения для проектиро-
вания подкреплённых стенок нервюр и лонжеронов из 
композиционных материалов при сдвиговом нагруже-
нии и при комбинированном воздействии сжатия и 
сдвига [7], решены задачи рационального армирования 
с оптимизацией схем укладки пакетов и задачи оптими-
зации веса. В [8] выполнено оптимальное проектирова-
ние композитного крыла с учётом потери устойчивости 
подкреплённых панелей. 

Проектирование слоистых композитных пластин 
рассматривается с учётом связанных изгибных и мем-
бранных эффектов [9].  

Получено общее решение вариационных задач вы-
пуклого программирования методом свёртывания с це-
лью построения алгоритма численного решения задачи 
о выпуклых комбинациях для проектирования [10].  

Предложены алгоритмы оптимизации, основанные 
на методе критериев оптимальности и методах нели-
нейного математического программирования для по-
строения оптимальных проектов многослойных панелей 
[11; 12]. Выполнены нелинейная оптимизация и проек-
тирование слоистых композитных панелей с ограниче-
ниями по устойчивости [13; 14]. 

Представлена многоуровневая процедура решения 
задач оптимизации с ограничениями по прочности и 
устойчивости, реализованная с использованием разра-
ботанного программного обеспечения для междисци-
плинарного проектирования [15–19]. 

Оптимизируемыми критериями проекта [20] явля-
ются критическая нагрузка при сдвиге и температурные 
напряжения. В пространстве оптимизируемых критери-
ев найдена область допустимых решений. Поставлена и 
решена задача рационального проектирования орто-
тропных пластин, работающих в условиях одно- и 
двухосного сжатия и температурного нагружения, когда 
докритическое напряжённое состояние полагается од-
нородным [21].  

Излагаются результаты оптимальных конечно-
элементных расчётов многослойных композитных об-
шивок [22; 23] и слоистых подкреплённых рёбрами 
жёсткости панелей из композиционных материалов 
[24], выполненных с целью максимизации двухосного 
критического усилия потери устойчивости. 

В [25] представлен сравнительный анализ различ-
ных подходов к проектированию тонкостенных компо-
зитных элементов несущих поверхностей ЛА.  

Проблема оптимального и рационального проекти-
рования слоистых композитных пакетов и подкреплён-
ных композитных панелей авиационных конструкций 
является предметом исследований последних лет отече-
ственных и зарубежных авторов [26–36].  

Вопросы проектирования прямоугольных в плане 
подкреплённых панелей, изготовленных из полимерных 
композитных материалов и подвергающихся действию 
статических нагрузок, нашли отражение в научных 
публикациях значительным диапазоном постановок 
задач, способов их анализа, итоговых оценок и выводов. 
Многообразие научных подходов к проблеме указывает 
на актуальность исследований. Недостаточно изучен-
ными при проектировании являются возможности ис-
пользования принципов конструктивной анизотропии в 
рамках общей контактной задачи для композитной об-
шивки и композитного ребра жёсткости; необходимо 
совершенствование теории учёта кручения подкрепля-
ющих элементов из ПКМ. Проектирование композит-
ных конструкций с учётом технологии изготовления 
выступает в качестве перспективного направления ис-
следований, когда характеристики и параметры техно-
логических процессов вводятся в расчётные формулы 
на этапе разработки изделия. 

Цель данного исследования состоит в разработке 
междисциплинарного подхода к оптимальному проек-
тированию конструкционно-анизотропных панелей не-
сущих поверхностей летательных аппаратов из компо-
зиционных материалов для реализации оптимального 
размерно-весового проекта с ограничениями в соответ-
ствии с уточнённой теорией потери устойчивости. 

Научную новизну составляет выполненное в работе 
развитие теории тонкостенных упругих стержней 
В.З. Власова в рамках общей контактной задачи для 
обшивки и ребра жёсткости с учётом деформации сдви-
га при кручении. Новые уточнённые расчётные модели 
формируют базис процедур проектирования и оптими-
зации. Новым научным результатом является доказа-
тельство инвариантности выбора базисной поверхности 
приведения для оптимального проектирования кон-
струкционно-анизотропных панелей ЛА из ПКМ с 
ограничениями по уточнённой теории потери устойчи-
вости. 

 
Математическая модель 

 
1. Сложное напряжённо-деформированное  
состояние конструкционно-анизотропных  
панелей из композиционных материалов 

 
Решение статических задач строится в перемещени-

ях с использованием гипотез и допущений технической 
теории тонких пластин для обшивки послойно и приво-
дится к определению смещений единой базисной по-
верхности приведения. В качестве математической мо-
дели предлагается схематизировать конструкцию как 
конструкционно-анизотропную панель путём осредне-



Gavva L.M., Mitrofanov O.V., Firsanov V.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 3 (2023) 43-52 

46 

ния жесткостей тонкостенных подкрепляющих элемен-
тов, находящихся в условиях косого изгиба и стеснён-
ного кручения вследствие одностороннего контакта с 
обшивкой [2; 37; 38]. 

Компоненты тензора напряжений с учётом влияния 
температуры и предварительного натяжения волокон 
композита для k-го слоя обшивки на макро-уровне 
определяются равенствами 
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  (1) 

в рамках гипотезы Кирхгофа теории тонких пластин, 
где ( )0 ,u x y  и ( )0 ,v x y  – перемещения ( ), ,u x y z  и 

( ), ,v x y z  в базисной плоскости приведения при 0z = , 
( )
, , , 1,2,6
k

i jQ i j =  – жёсткости, 
( )

, 1,2,6
k
j jα =  – коэффициен-

ты температурного расширения, 
( )
H , 1,2,6
k
j jε =  – дефор-

мации натяжения волокон k-го слоя, приведённые к 
осям координат панели, T∆  – разность между комнат-
ной температурой и температурой отверждения при 
исследовании остаточных температурных напряжений, 
либо температура внешнего температурного поля. Де-
формация предварительного натяжения слоя зависит от 
допускаемой деформации слоя, определяется безраз-
мерным коэффициентом ( )

H , 1,2,6k
jK j = , изменяющимся 

от 0 до 1.  
Вариационный метод расчёта тонкостенных про-

странственных систем в перемещениях В.З. Власова, 
позволяющий рассмотреть теорию тонкостенных упру-
гих стержней, свободную от гипотезы об отсутствии 
деформации сдвига, применяется для исследования 
НДС набора жёсткости. Теория тонкостенных стерж-
ней, подкрепляющих обшивку, экспериментально не 
подтверждается.  

Построены новые уравнения, соответствующие де-
формированному состоянию подкрепляющих элементов 
из композиционных материалов [2; 37–39]. Компоненты 
напряжённого состояния композитных стрингеров на 
макро-уровне k-го слоя с учётом влияния температуры и 
предварительного натяжения волокон вычисляются по 
формулам 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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1 H111 2 2
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 ∂ τ = − ρ +ρ + ρ −α ∆ −ε  ∂ ∂  
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Слагаемые ( )
2

0
2

kv
y

x
 ∂
− ∂ 

 и 
( ) ( )4 1

1
ku

x
∂

ω
∂  

представляют 

собой дополнительные по сравнению с теорией тонких 
пластин осевые деформации, связанные с изгибом под-
крепляющих элементов в плоскости панели и деплана-
цией поперечного сечения соответственно. Депланация 
поперечного сечения ( )4 1

u x    
принимается свободной, 

( ) ( ), 1,2k
i s iω =  – эпюры секториальных площадей для 

открытых контуров стрингера и поперечного ребра. При 
закручивании тонкостенных стержней деформация 
сдвига связана с поворотом поперечных сечений отно-
сительно выбранных полюсов и относительно центров 
изгиба. ( ) ( ) ( ) ( ), , 1,2

i

k k
i s s iωρ ρ =  – длины перпендикуляров, 

опускаемых на касательные к контуру в рассматривае-
мых точках из точек контакта рёбер с обшивкой и из 
центров изгиба соответственно. Согласно теории «чи-
стого кручения» Сен-Венана, в соотношениях (2) и 
формулах для поперечного набора введены поправки 

( )0 , 1,2k
i iρ =  для деформаций сдвига ( )

1

k
xyγ  и ( )

2

k
yxγ

 
 

В рамках минимизации функционала полной потен-
циальной энергии  

 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2

0 0 0 0 0 0

4 4 4 41 1 2 2
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xy
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w w w w w w
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= 




∫∫
  (3) 

строится система дифференциальных уравнений равно-
весия конструкционно-анизотропной панели из ПКМ и 
формируются естественные граничные условия. 

Рассматривается [2; 39] упрощённый вариант мате-
матической модели конструкционно-анизотропных па-
нелей из ПКМ с эксцентричным жесткостным набором, 
когда в соотношениях (2) и аналогичных формулах для 
поперечных рёбер пренебрегают членами, содержащи-
ми производные ( ) ( )0 0 4 41 2, , ,xx yy x y

v u u u       , которые свя-

заны с краевыми эффектами типа «погранслой». Допу-
щение соответствует предположению о малости нор-
мальных напряжений при изгибе в плоскости обшивки 
и депланации поперечных сечений. Проблема сводится 
к исследованию медленно меняющегося основного 
напряжённого состояния, являясь связанной, то есть не 
разделяется на плоскую задачу и изгиб пластины.  

Методом символического интегрирования система 
дифференциальных уравнений равновесия сведена к 
одному разрешающему дифференциальному уравнению 
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восьмого порядка в частных производных относительно 
потенциальной функции Ф(x,y) 

 ( )8

8 , 8
0,1,2,...

Ф ,
,i i i i

i

x y
K q

x y− −
=

∂
=

∂ ∂∑  (4) 

 
через которую посредством линейных дифференциаль-
ных операторов связи четвёртого – седьмого порядков 
выражаются все расчётные величины задачи: компо-
ненты вектора перемещений, внутренние силовые фак-
торы. Постоянные коэффициенты R5-i,i, i=0,1,…,5, S5-i,i, 
i=0,1,…,5, R4-i,i, i=0,1,…,4 в формулах связи и K8-i,i, i=0,1,…,8 раз-
решающего уравнения (4) определяются упругими ха-
рактеристиками материала и геометрическими разме-
рами панели. 

Технологические процессы производства конструкци-
онно-анизотропных панелей из ПКМ введены в формулы 
для внутренних силовых факторов температурными уси-
лиями и моментами , , , , , , ,T T T T T T T T

x y xy yx x y xy yxN N N N M M H H , 
усилиями и моментами от натяжения волокон 

H H H H H H H H, , , , , , ,x y xy yx x y xy yxN N N N M M H H .  
Разрешающим уравнением задачи для панели орто-

тропной структуры является неоднородное линейное 
дифференциальное уравнение восьмого порядка в част-
ных производных относительно искомой потенциаль-
ной функции Ф(x,y), линейный дифференциальный опе-
ратор которого содержит производные чётной степени 
по каждой из координат 
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Краевая задача общего вида в прямоугольной обла-
сти представлена условиями упругой заделки, когда при 
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коэффициенты , , , , 1,2,3,4i i i i iγ δ α β = , изменяются от 0 до 1. 
С использованием равенств (6) строятся все воз-

можные комбинации закрепления граничных кромок в 
отношении связанных плоской задачи и задачи изгиба: 
свободный край, шарнирно-опёртый край, скользящая 
заделка, защемление. 

 
2. Выбор поверхности приведения  
для оптимального проектирования  
конструктивно-анизотропных панелей  
летательных аппаратов из композиционных 

материалов с ограничениями по уточненной 
теории устойчивости 

 
Базисная поверхность приведения, в которой распо-

лагаются координатные оси и начало отсчёта координа-
ты z, может быть выбрана произвольно. 

Результаты численной валидации представлены 
в табл. 1–4. В качестве примера рассматривается об-
шивка из углепластика с пакетом несимметричной 
структуры, состоящим из семи слоёв (рис. 1)  

  

Рис. 1. Обшивка с несимметричным пакетом 

Fig. 1. Skin with an asymmetrical package 

  

Таблица 1 

Геометрические характеристики панели. Поверхность 
приведения – верхняя поверхность обшивки 

Table 1 

Geometric characteristics of the panel. The casting  
surface is the upper surface of the skin 

Слой (k) zk F(k) S(k) I(k) 

1 Верхняя граница 0,0 0,52 0,14 0,05 Нижняя граница 0,52 

2 Верхняя граница 0,52 0,52 0,41 0,33 Нижняя граница 1,04 

3 Верхняя граница 1,04 0,52 0,68 0,89 Нижняя граница 1,56 

4 Верхняя граница 1,56 0,52 0,95 1,73 Нижняя граница 2,08 

5 Верхняя граница 2,08 0,52 1,22 2,86 Нижняя граница 2,6 

6 Верхняя граница 2,6 0,52 1,49 4,27 Нижняя граница 3,12 

 7 Верхняя граница 3,12 0,52 1,76 5,95 Нижняя граница 3,64 
 
 

Таблица 2 

Коэффициенты формул связи и разрешающего  
уравнения. Поверхность приведения – верхняя  

поверхность обшивки 

Table 2 

Coefficients of the coupling formulas and the resolving 
equation. The casting surface is the upper surface  

of the skin 

Функция Коэф. формул связи 

u0(x, y) R50 199688931,72 
R32 724575152,32 
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R14 9619528,4 Коэф. разрешающ. ур-ния 

v0(x, y) 
S41 97145015,09 K80 4417171164135,93 
S23 905787202,26 K62 17563698703360,31 
S05 143672266,7 K44 13122576111626,67 

w(x, y) 
R40 114751726,95 K26 4667503661941,57 
R22 409974351,17 K08 630625850367,45 
R04 66874235,49 

 

Таблица 3 

Геометрические характеристики панели.  
Поверхность приведения – граница 6-го и 7-го слоёв 

Table 3 

Geometric characteristics of the panel. The casting  
surface is the boundary of the 6th and 7th layers 

Слой (k) Zk F(k) S(k) I(k) 

1 Верхняя граница -3,12 0,52 -1,49 4,27 Нижняя граница -2,6 

2 Верхняя граница -2,6 0,52 -1,22 2,86 Нижняя граница -2,08 

3 Верхняя граница -2,08 0,52 -0,95 1,73 Нижняя граница -1,56 

4 Верхняя граница -1,56 0,52 -0,68 0,89 Нижняя граница -1,04 

5 Верхняя граница -1,04 0,52 -0,41 0,33 Нижняя граница -0,52 

6 Верхняя граница -0,52 0,52 -0,14 0,05 Нижняя граница 0,0 

7 Верхняя граница 0,0 0,52 0,14 0,05 Нижняя граница 0,52 

Таблица 4 

Коэффициенты формул связи и разрешающего  
уравнения. Поверхность приведения –  

граница 6-го и 7-го слоёв 

Table 4 

Coefficients of the coupling formulas and the resolving 
equation. The casting surface is the boundary  

of the 6th and 7th layers 

Функция Коэф. формул связи 

u0(x, y) 
R50 -158336456,3 
R32 -554544823,3 
R14 -199028086,3 Коэф. разрешающ. ур-ния 

v0(x, y) 
S41 -260880373,0 K80 4417171164135,93 
S23 -373332773,4 K62 17563698703360,31 
S05 -64975348,0 K44 13122576111626,67 

w(x, y) 
R40 114751726,95 K26 4667503661941,57 
R22 409974351,17 K08 630625850367,45 
R04 66874235,49 

 
Начало отсчёта координаты z совпадает с верхней 

поверхностью обшивки (табл. 1, 2), затем – последова-
тельно перемещается по нормали к поверхности и фик-
сируется на границе слоёв (см. табл. 3, 4). 

Матрицы жёсткости панели на растяжение – сжатие 
неизменны, смешанные матрицы жёсткости, изгибные 
матрицы жёсткости меняются. Коэффициенты формул 
связи прогибов с разрешающей потенциальной функци-
ей, а также коэффициенты разрешающего уравнения 

восьмого порядка инвариантны по отношению к выбору 
поверхности приведения. 

 
Устойчивость конструкционно-анизотропных 
композитных панелей  

 
Для разработки процедур рационального и опти-

мального проектирования конструктивных элементов 
несущих поверхностей ЛА исследованы сложные этапы 
анализа проблем расчёта конструкционно-анизотроп-
ных композитных панелей, подвергающихся механиче-
скому и технологическому температурному воздействи-
ям, вызывающим потерю устойчивости [37; 38; 40; 41]. 

Постоянные погонные сжимающие усилия прило-
жены в плоскости обшивки к торцевым кромкам пане-
ли. Возможны достаточно общие граничные условия на 
контуре.  

Согласно традиционной процедуре проектирования 
наиболее актуальным для практических расчётов являет-
ся определение критических сил общей изгибной формы 
потери устойчивости, при которой число полуволн суще-
ственно меньше числа стрингеров, а также определение 
критических сил многоволнового крутильного выпучи-
вания, связанного с изгибом обшивки между узлами  
пересечений с поворачивающимися рёбрами. Математи-
ческая модель, построенная в рамках принципа кон-
структивной анизотропии с усреднением жесткостей 
подкрепляющих элементов по обшивке, правомочна при 
исследовании изгибной формы потери устойчивости па-
нели. Характеристики жёсткости стержней вводятся дис-
кретно с использованием аппарата обобщённых функций 
для изучения крутильной формы потери устойчивости. 

Задача устойчивости по аналогии с задачей о до-
критическом напряжённо-деформированном состоянии 
связана, не разделяется на плоскую и изгиб панели. 

Решение задачи устойчивости осуществляется с по-
мощью общего дифференциального уравнения устой-
чивости восьмого порядка, объединяющего дифферен-
циальное уравнение равновесия и приведённую нагруз-
ку от действия нормальных xN , yN  и тангенциальных 

xyN , yxN  усилий 
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 (7) 

Задача устойчивости конструкционно-анизотропной 
композитной панели является нелинейной согласно 
уравнению (7) и формулам связи компонентов НДС с 
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разрешающей функцией. Для определения критических 
сил применяется метод линеаризации в рамках прибли-
жённого решения.  

Выражение  
8 6 4 2

2 4 6 8
80 62 44 26 082

2 4 2 2
2 4

40 22 04

m m m mK K n K n K n K n
c c c cP

b m m mR R n R n
c c c

       + + + +       π        =
      + +      

       

 (8) 

при m = 1, 2, 3,… и n = 1, 2, 3,… ограничивает диапазон 
значений усилий P, когда имеет место изгибное выпу-
чивание базисной поверхности приведения формы  

( ) ( ) ( )
1 1

Ф , sin sinmn
m n

x y f m x n y
∞ ∞

= =

 = π  π∑∑  

дополнительное к исходному докритическому дефор-
мированию. 

Для определения критического значения нагруз-
ки Pкр выражение (8) необходимо минимизировать по 
параметрам волнообразования. 

Строится решение задачи многоволновой крутиль-
ной по поперечной оси y форме потери устойчивости 
плоской прямоугольной в плане композитной панели 
с эксцентричным подкреплением взаимно-ортогональ-
ным набором. Продольные стержни полагаются распо-
ложенными дискретно, жесткости поперечных элемен-
тов усредняются по обшивке. 

Формула для усилий P с точностью до коэффициен-
тов Kij и Rij совпадает с формулой (8). Коэффициенты 

ˆ
ijK  и ˆ

ijR  определяются обобщёнными жесткостными 
характеристиками панели, когда осреднение жесткостей 
элементов продольного набора по обшивке заменяется 
дискретным вводом 
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где yi – координата y дискретно расположенного стрин-
гера, 1c  – расстояние между стрингерами. 

 
Результаты численной реализации 

 
Представлены результаты численной реализации 

разработанных алгоритмов на основе уточнённой тео-
рии при определении критических сил потери устойчи-
вости конструкционно-анизотропных панелей. 

Разработан пакет MATLAB-программ и выполнена 
процедура компьютерной оптимизации конструкцион-
но-анизотропных композитных панелей, подверженных 
воздействию механических, внешних температурных и 
технологических температурных нагрузок. В качестве 
примера на рис. 2 приведены результаты расчёта крити-
ческих усилий плоских прямоугольных в плане уг-
лепластиковых панелей, эксцентрично подкреплённых 

продольно-поперечным набором рёбер жёсткости и 
находящихся под действием постоянной погонной 
сжимающей нагрузки, которая приложена к торцевым 
кромкам в продольном направлении. Проанализирована 
зависимость критических сил изгибной и крутильной 
форм потери устойчивости от отношения сторон пане-
ли. Найдены условия равноустойчивости. 

Разработанные математические модели и аналити-
ческие методы решения краевых задач с разрешающим 
дифференциальным уравнением устойчивости восьмого 
порядка, которое построено с уточнением расчётной 
схемы ребра жёсткости при кручении, верифицированы 
эмпирически [42]. 

 

 

Рис. 2. Панель из углепластика с продольно-поперечным  
набором. Зависимость критических сил от отношения  

сторон панели 

Fig. 2. A carbon fiber panel with a longitudinal-transverse set.  
Dependence of critical forces on the relationship of the sides  

of the panel 

 
Постановка задачи оптимального  
проектирования конструкционно-анизотропных 
панелей летательных аппаратов  
из композиционных материалов  
с ограничениями по уточненной  
теории устойчивости 

 
Решения задач устойчивости конструкционно-

анизотропных панелей, построенные в рамках уточнён-
ной теории, вводятся в качестве строгих ограничений 
при исследовании целевой функции веса на условный 
экстремум в строгой математической постановке 

( ) ( )
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Так как коэффициенты формул связи прогибов с 
разрешающей потенциальной функцией и коэффициен-
ты разрешающего уравнения восьмого порядка инвари-
антны по отношению к выбору поверхности приведе-
ния, критические силы общей изгибной формы потери 
устойчивости (8) и многоволновой крутильной формы 
потери устойчивости от выбора поверхности приведе-
ния не зависят. 

Целевая функция веса панели строится как функция 
одной переменной – толщины монослоя или как функ-
ция многих переменных – геометрических параметров 
конструкции 

( ) { }1 2,   , , , .nG G X X x x x= =   

Функция Лагранжа является нелинейным функцио-
налом, так как критические силы изгибной и крутиль-
ной форм потери устойчивости нелинейны по отноше-
нию к геометрическим характеристикам панели 

( ) ( ) ( ) ( )ИЗГ КРУТ
1 кр 2 кр, .F X G X P X P P X P   λ = + λ − + λ −     

Безусловная минимизация функционала Лагранжа 

0,   0.xF Fλ′ ′= =  

осуществляется методом градиентного спуска в рамках 
методологии нелинейного программирования. 
Заключение 

 
Методы анализа статической прочности, устойчи-

вости и проектирования конструкционно-анизотропных 
панелей несущих поверхностей ЛА из ПКМ разработа-
ны на основе уточнённой теории.  

Базисная поверхность приведения, в которой распо-
лагаются координатные оси и начало отсчёта координа-
ты z, может быть выбрана произвольно. Критические 
силы обшей изгибной и многоволновой крутильной 
форм потери устойчивости инвариантны по отношению 
к выбору поверхности приведения. 

Для оптимального проектирования при исследова-
нии целевой функции на условный экстремум в каче-
стве строгих ограничений вводятся результаты постро-
енных уточнённых решений задач устойчивости. 
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