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 Рассматривается задача о нестационарных колебаниях балки Бернулли – Эйлера с учетом ре-
лаксации температурных и диффузионных процессов. Исходная математическая модель включает в
себя систему уравнений нестационарных изгибных колебаний балки с учетом тепломассопереноса,
которая получена из общей модели термомеханодиффузии для сплошных сред с помощью обобщен-
ного принципа Даламбера. На основе полученных уравнений сформулирована постановка начально-
краевой задачи об изгибе шарнирно-опертой ортотропной балки, находящейся под действием рас-
пределенных по поверхности термоупругодиффузионных возмущений. 

Решения задачи о нестационарных термоупругодиффузионных колебаниях балки ищется в инте-
гральной форме. Ядрами интегральных представлений являются функции Грина, для нахождения
которых используются разложения в тригонометрические ряды Фурье и преобразование Лапласа по 
времени. Трансформанты функций Грина представлены через рациональные функции параметра
преобразования Лапласа. Переход в пространство оригиналов осуществляется аналитически с помо-
щью вычетов и таблиц операционного исчисления. Получены аналитические выражения для функций 
Грина рассматриваемой задачи. 

На примере шарнирно-опертой трехкомпонентной балки, выполненной из сплава цинка, ме-
ди и алюминия, находящейся под действием распределенной по длине механической нагрузки,
исследовано взаимодействие механического, температурного и диффузионного полей. Проана-
лизировано влияние релаксационных эффектов на кинетику тепломассопереноса. Решение
представлено в аналитической форме и в виде графиков зависимости искомых полей переме-
щения, приращений температуры и приращений концентрации компонент среды от времени и 
координат. 

В заключение приведены основные выводы о влиянии связанности полей и релаксацион-
ных эффектов на напряженно-деформированное состояние и тепломассоперенос в изгибаемой 
балке. 
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 The paper deals with the problem of unsteady vibrations of the Bernoulli – Euler beam, taking into 
account relaxation of temperature and diffusion processes. The original mathematical model includes a
system of equations of non-stationary bending oscillations of the beam taking into account heat and
mass transfer, which is obtained from the general model of thermoelastic diffusion for continuum using
variational D'Alembert principle. Based on the obtained equations, the statement of the initial-boundary 
problem concerning bending of the hinged orthotropic beam, which is under the action of thermo-
elastic diffusion perturbations distributed on the surface, is formulated. 

Solutions of the problem of unsteady thermoelastic diffusion vibrations of the beam are 
sought in integral form. The kernels of integral representations are Green’s functions, for finding
of which decompositions into trigonometric Fourier series and Laplace transformation over time
are used. Laplace transformants of Green's functions are represented through the rational
functions of Laplace transformation parameter. Transition into the space of the originals is carried
out analytically using deductions and tables of operational calculus. Analytical expressions for 
Green functions of the problem under consideration are obtained. 

On the example of a simple supported three-component beam made of an alloy of zinc, 
copper, and aluminum, which is under the influence of mechanical load distributed along the 
length, the interaction of mechanical, temperature and diffusion fields is investigated. The influ-
ence of relaxation effects on the kinetics of heat and mass transfer is analyzed. The solution is
presented in analytical form and in the form of graphs of the dependence of the desired fields of 
movement, temperature increments, and increments of concentration of medium components on
time and coordinates. 

In conclusion, the main conclusions concerning influence of field connectivity and relaxation 
effects on the stress-strain state and heat and mass transfer in the bendable beam are given. 
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Введение 

 
При проектировании конструкций и их отдельных 

элементов, работающих в условиях многофакторных 
внешних воздействий, важнейшим этапом в развитии 
физических представлений о прочности материалов 
является учет влияния теплового и диффузионного 
движения частиц в твердом теле на процесс деформи-
рования. О том, что тела при нагреве расширяются, а 
при резком деформировании – нагреваются, известно с 
глубокой древности, но содержательная теория темпе-
ратурных напряжениях сформировалась только ко вто-
рой половине XIX в. [1].  

Первые экспериментальные данные о взаимодейст-
вии механического и диффузионного полей появились в 
30-х гг. ХХ в. [2]. На основе продолженных исследова-
ний [3; 4] в 60-х гг. ХХ в. была создана математическая 
теория термомеханодиффузионных процессов [5–11]. 
Данные исследования не потеряли актуальности и в 
настоящее время, о чем свидетельствует большое коли-
чество работ как российских, так и зарубежных ученых. 
Говоря о расчете тонкостенных элементов конструкций, 
в первую очередь следует отметить работы [12–23], в 
которых рассматриваются различные варианты поста-
новок задач термомеханодиффузии для балок, пластин 
и оболочек. 

В публикациях [15; 18] исследуются квазистатиче-
ские термомеханодиффузионные процессы, что являет-
ся полезным при расчете установившихся режимов ра-
боты технических систем. Для анализа кратковремен-
ных импульсных воздействий необходимо использовать 
нестационарные модели, которые должны описывать 
также и релаксационные диффузионные эффекты [20–
23], обусловленные конечной скоростью распростране-
ния диффузионных потоков. Последнее учитывается 
введением релаксационных членов в законы Фурье и 
Фика, что приводит к появлению в уравнениях тепло-
проводности и диффузии дополнительных слагаемых с 
производными высших порядков по времени. 

В настоящее время существует много моделей, 
обобщающих классическую модель термомеханодиф-
фузии. Подробнее с этим вопросом можно ознакомить-
ся в работах [24–31], а в качестве основного вывода 
здесь можно сказать следующее: релаксационные эф-
фекты, описываемые различными моделями, проявля-
ются только на сравнительно небольших промежутках 
времени и в дальнейшем затухают.  

При решении связанных задач одной из основных 
трудностей является проблема обращения преобразова-
ния Лапласа, которое лежит в основе аналитических 
методов решения нестационарных задач. В известных 
публикациях, посвященных задачам термомеханодиф-
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фузии, для обращения преобразования Лапласа исполь-
зуется в основном метод Дурбина и его модификации 
[30] или квадратурные формулы на основе ортогональ-
ных многочленов [19] или сумм Римана [21; 26]. Доста-
точно полно алгоритмы, использующиеся для прибли-
женного обращения преобразования Лапласа, изложены 
в работе [32]. Однако изображения, получающиеся при 
решении конкретных задач, являются настолько гро-
моздкими, что практически проверить возможность 
применения того или иного метода для нахождения их 
оригиналов не всегда представляется возможным. 

В данной работе предложена модель нестационар-
ных термомеханодиффузионных колебаний балки, ос-
нованная на гипотезах Бернулли – Эйлера [33], и пред-
ложен метод решения, основанный на использовании 
преобразования Лапласа и разложения в ряды Фурье. 
Данный подход позволяет существенно упростить про-
блему обращения преобразования Лапласа, сведя ее к 
обращению рациональных функций с помощью выче-
тов и таблиц операционного исчисления. 

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается задача о нестационарных попереч-

ных колебаниях балки Бернулли – Эйлера, выполнен-
ной из однородного многокомпонентного материала. На 
балку в общем случае действует распределенная попе-
речная нагрузка при наличии распределенных по длине 
источников тепла и массы. Края имеют шарнирное за-
крепление (рис. 1). 

 

 

Рис. 1. Иллюстрация к постановке задачи 

Fig. 1. Illustration to the problem formulation 

 
Под действием приложенной механической нагруз-

ки происходит деформационный нагрев балки, и в ней 
возникает восходящий диффузионный поток (эффект 
Горского [2]), т.е. перераспределение концентрации 
компонентов твердого раствора под действием упругой 
деформации. При этом тепломассоперенос вследствие 
вызываемых им объемных изменений также влияет на 
напряженно-деформированное состояние балки. Для 
простоты полагаем, что материал балки представляет 
собой идеальный твердый раствор, в котором не учиты-
ваются перекрестные диффузионные эффекты, обу-
словленные взаимным влиянием диффузионных пото-
ков каждой компоненты раствора друг на друга. 

Для описания указанных физических процессов на 
начальном этапе используется линейная модели термо-
механодиффузии для сплошных сред [6–8] 
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векторов теплового диффузионного потоков, которые 
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Здесь t  – время; ix  – прямоугольные декартовы ко-

ординаты; iu  – компоненты вектора перемещений; l  – 

длина балки; T  – актуальная температура среды, 0T  – 

начальная температура среды;      
0

q q qn n    – прира-

щение концентрации q-й компоненты вещества в соста-

ве 1N   – компонентной среды;  qn  и  
0
qn  – актуальная 

и начальная концентрации q-го вещества; ijklC  – компо-

ненты тензора упругих постоянных;   – плотность;  

ij  – компоненты тензора теплопроводности; 0c  – 

удельная теплоемкость; ijb  – температурные коэффици-

енты, характеризующие деформации за счет нагрева; 
 q
ij  – коэффициенты, характеризующие объёмное из-

менение среды за счёт диффузии;  q
ijD  – коэффициенты 

диффузии; R  – газовая постоянная;  qm  – молярная 

масса q-го вещества; T  и  q  – времена релаксации 

тепловых и диффузионных потоков;  q  – коэффициент 

активности; iF ,  qY  и  JQ  – внешние массовые возму-

щения. 
Пределы суммирования K  и M  в равенствах (2) 

определяется на основе заданной точности вычислений. 
Однако, как показывают расчеты [31], практически все-
гда можно ограничится значением , 2,K M   а в боль-

шинстве случаев приемлемая точность обеспечивается 
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даже при , 1K M   (модель Каттанео). Случай , 0K M   

соответствует классической модели тепломассоперено-
са с бесконечной скоростью распространения тепловых 
и диффузионных возмущений. 

Перейдем в задаче (1), (2) к безразмерным величи-
нам, выбрав в качестве характерных масштабов: длину 
балки l , скорость волны растяжения – сжатия в упру-

гой среде C  и начальную температуру среды 0T  
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В результате уравнения (1), (2) запишутся так (сим-
вол « » в дальнейшем изложении опускается): 
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Для построения уравнений изгибных колебаний 
балки воспользуемся обобщенным принципом вирту-
альных перемещений, согласно которому уравнения (3) 
и (4) записываются в виде следующего вариационного 
равенства [33]: 
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 (5) 

где iP , iQ ,  q
iI  – внешние поверхностные динамиче-

ские возмущения, iu  – виртуальные перемещения,  

  – виртуальные приращения температуры,  q  – 

виртуальные приращения концентрации, G  – область, 

занятая телом,   – часть поверхности, к которой при-

ложены механические нагрузки, q  – часть поверхно-

сти, на которой заданы тепловые потоки, J  – часть 

поверхности, на которой заданы диффузионные потоки, 

in  – нормаль к поверхности балки. 

Далее полагаем, что: 
1) материал балки ортотропный. Для записи упру-

гих физических постоянных будем использовать нота-
цию Фойгта 
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2) изгиб балки осуществляется в плоскости 1 2.x Ox  

Тогда  1 2, , , 1,2,k ku u x x k    3 0,u   3 0.i   Массопере-

нос и теплоперенос также осуществляются в плоскости 

1 2x Ox , т.е.      1 2, ,q q x x    и  1 2, , ;x x   

3) поперечные прогибы являются малыми. Считаем, 
что поперечные сечения после деформации остаются 
плоскими (гипотеза плоских сечений) и нормальными к 
изогнутой оси балки (гипотеза Бернулли – Эйлера). В 
этом случае линеаризация искомых величин по пере-
менной 2x  будет иметь вид (приближенное равенство 

заменяется точным, штрих означает производную по 
переменной 1x ) 
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С учетом (6) и (7) компоненты тензора напряжений 
и вектора диффузионного потока записываются сле-
дующим образом: 
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Подставляя формулы (6)–(8) в вариационное равен-
ство (5), получаем уравнения поперечных колебаний 
балки Бернулли – Эйлера с учетом тепломассопереноса: 
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 (9) 

Здесь F  – площадь сечения, 3J  – момент инерции 

балки относительно оси 3Ox , m  – распределённый по-

гонный момент, q  – распределённая погонная попереч-

ная нагрузка,   и qz  – линейные плотности источников 

теплопереноса и массопереноса. 
Уравнения (9) дополняются краевыми условиями, 

которые также получаются из вариационного равенства 
(5). В случае шарнирного опирания они имеют вид: 

 

 

 

1

1

1 1 1

1 1 1

1 1
1

0

1 1
1

1

0 1 0

1 0 1

0,

0,

0, 0, 0,

0, 0, 0.

N
q

j
j

x

N
q

j
j

x

x x x

q qx x x

v b H

v b H

v v

H H

 

 

  

  

 
    

 

 
    

 

   

   



  (10) 

Начальные условия полагаются нулевыми. 
 

2. Метод решения 
 
Решение задачи (9), (10) ищется в интегральной 

форме  
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где    1 3,F x q m J   ,  2 3, /F x J   и 

 2 3,q qF x z J    – распределенные по длине термоме-

ханодиффузионные нагрузки, входящие в уравнения 
(9); 1x x ; ikG  – функции Грина задачи (9), (10), кото-

рые удовлетворяют краевой задаче с нулевыми началь-
ными условиями 
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Для построения функций Грина применяем к задаче 
(12) и (13) преобразование Лапласа по времени. Затем 
домножаем каждое уравнение на sin n x , n n   и ин-

тегрируем в промежутке  0,1 . Получаем следующую 

систему линейных алгебраических уравнений 
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Здесь 
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Решение системы (14) находится методом Крамера 

и имеет вид ( 1,2i  , 1,q N , 1, 2k N  ) 
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Оригиналы в (16) находим с помощью вычетов и 
таблиц операционного исчисления (здесь штрих обо-
значает производную по параметру s ) [34] 
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(18) 

Здесь jns , 1,j    – нули полинома  nP s , qln  – до-

полнительные нули многочлена  qnQ s . В случае 1K   

эти корни равны 
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Подставляя найденные функции Грина (18) в свертки 
(11), получаем решение задачи об изгибе балки (9), (10). 

 
3. Переход к бесконечным скоростям  
распространения тепловых и диффузионных 
возмущений и к классическим задачам  
теории упругости 

 
Любая математическая модель задачи является при-

ближением к реальности. При этом в зависимости от 
требуемой точности расчетов возможны различные сте-
пени идеализации реальных процессов. Так, если про-
межуток времени, на котором рассматривается функ-
ционирование системы, много больше времен релакса-
ции 0  и q  (среднее время возвращения системы в 

равновесное состояние), то можно пренебречь и соот-
ветствующими релаксационными эффектами. Для этого 
в полученных ранее выражениях для функций Грина 
(17) и (18) необходимо выполнить предельный переход 

при 0 ,  0q   . Количество нулей многочлена  nP s  

при 0 ,  0q    сокращается до 3N   и при этом 
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 (20)  

где коэффициенты  j
mknA  находятся по формулам (18) 

с учетом (19). 

Полагая далее в равенствах (16) и (17)  
1 0q   и 

1 0b  , получаем трансформанты функций Грина для 

классической задачи для балки Бернулли – Эйлера 
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Оригинал находим по таблицам операционного ис-
числений [34] 
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4 2
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el n
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4. Пример 

 
Возьмем для расчета балку длины 0,01мl   и сече-

нием 0,05 0,05h b l l   , выполненную из трехкомпо-

нентного (N = 2) материала – дюралюминия [35] (рав-
номерно распределенные внутри сплава компоненты 
цинк (1 %) и медь (4,5 %) диффундируют в алюминии): 
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Для того, чтобы исследовать влияние деформаций 
на температурное и диффузионное поля, будем предпо-
лагать, что поверхностные источники тепла и массы 

отсутствуют (    2 2, , 0qF x F x    ), а балка находится 

только под действием распределенной по длине попе-
речной механической нагрузки, которую задаем в виде: 

      1 , ,F x H H x    (22) 

где  H  – функция Хевисайда. 

Подставляя (18) и (22) в свертки (11), получаем 
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 (23) 

Результаты вычислений представлены на рис. 2–5. 
Для расчета использовалось 100 членов ряда Фурье. 

Расчетный пример демонстрирует влияние механи-
ческих нагрузок на тепломассоперенос в балке. На рис. 
2 показано температурное поле, инициированное задан-
ными механическими нагрузками. На рис. 3 изображе-
ны пространственно-временные распределения прира-
щений концентраций цинка (а) и меди (b), иницииро-
ванные изгибом балки.  

 

а 

 

b 

Рис. 2. Поперечные смещения балки  ,v x   (а),  

приращение температуры  ,x   (b) 

Fig. 2. The beam deflections  ,v x   (a),  

the temperature increment  ,x   (b) 
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Как видим, упругие деформации очень слабо влия-
ют на диффузионное поле в изгибаемой балке, что на 
качественном уровне совпадает с известными результа-
тами экспериментальных исследований [3; 4]. 

 

а 

 

b 

Рис. 3. Приращение концентрации цинка  1 ,H x   (а)  

и меди  2 1 ,H x   (b) 

Fig. 3. The concentration increment of zinc  1 ,H x   (a)  

and copper  2 1 ,H x   (b)  

 
На рис. 4 приводится сравнение прогибов балки для 

моделей с релаксацией (сплошная линия), без релакса-
ции (пунктирная линия) и упругого решения при 0q   

и 0b  (штриховая линия). Видно, что различия начи-
нают проявляться не сразу, а по истечении некоторого 

промежутка времени порядка 510  (в размерных еди-

ницах 11,61 10 с ). 

Влияние релаксационных эффектов на кинетику 
массопереноса продемонстрировано на рис. 5. Хорошо 
видно, что, начиная с некоторого момента времени 

8~10 , релаксационные эффекты начинают затухать 
(рис. 5, b). Результаты, представленные на рис. 4 и 5, 
совпадают с аналогичными для упругодиффузионной 
задачи, полученными в работе [23]. 

 

а 

 

b 

Рис. 4. Прогибы балки  0,5 ,v l   с учетом тепломассопереноса 

с релаксацией 52 10 сt
   ,   200сq   (сплошная линия), без 

релаксации (пунктирная линия), решение упругой задачи  

 (штриховая линия): а – 5 510 ,10 50    ; b – 6 610 ,10 50     

Fig. 4. The beam deflections  0.5 ,v l   with heat and mass transfer 

52 10 st
   ,   200sq   (solid line), without relaxation (dotted line) 

and without heat and mass transfer (dashed line): a – 5 510 ,10 50    ;  

                                     b – 6 610 ,10 50     

 

Заключение 
 
В работе построена математическая модель термо-

упругодиффузионных нестационарных колебаний балки 
Бернулли – Эйлера с учетом релаксации тепловых и 
диффузионных потоков, описывающая взаимосвязь ме-
жду механическими, температурными и диффузионны-
ми полями в сплошных средах. Предложен алгоритм 
построения функций Грина, основанный на использова-
нии преобразования Лапласа и разложений в тригоно-
метрические ряды Фурье.  

На примере изгиба балки под действием распреде-
ленной по поверхности механической нагрузки проде-
монстрирован эффект взаимодействия механического, 
температурного и диффузионного полей. 



Земсков А.В., Хао Ле Ван / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2023) 75–85 

 83

   

а       b 

Рис. 5. Приращение концентрации  1 0,1 ,H l   первой компоненты (цинк) с учетом релаксации 52 10 сt
   ,   200сq   (сплошная  

                  линия), 510 сt
  ,   100сq   (пунктирная линия), без релаксации (штриховая линия): а – 70,10   ; b – 80, 5 10     

Fig. 5. The concentration increment  1 0.1 ,H l   of the first component (zinc) 52 10 st
   ,   200sq   (solid line), 510 st

  ,   100sq    

                                                 (dotted line), without relaxation (dashed line): a – 70,10   ; b – 80, 5 10     

 
Показано, что, с одной стороны, нестационарный 

изгиб инициирует процесс тепломассопереноса. С дру-
гой стороны, температура и диффузия влияют на поле 
перемещений, что проявляется в виде запаздывания 
термомеханодиффузионных колебаний по отношению к 
чисто механическим. Отмечено также, что релаксаци-

онные эффекты, обуславливающие конечную скорость 
распространения тепловых и диффузионных возмуще-
ний, проявляются только на конечном промежутке вре-
мени, соизмеримым с временем релаксации тепловых и 
диффузионных потоков. Указанные результаты пред-
ставлены в аналитической и графической формах. 
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