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 Исследована возможность пассивного демпфирования гармонических колебаний
и управления границей устойчивости пластины, взаимодействующей с текущей жидкостью. 
Механизм основан на шунтировании закреплённого на поверхности конструкции пьезо-
элемента внешней электрической цепью. Подбор параметров такой цепи, обеспечиваю-
щих наибольшую скорость затухания колебаний или максимальное изменение критической 
скорости потока жидкости, осуществлён путём решения серии задач на собственные зна-
чения. Приведено две математических постановки. Первая из них основана на трёхмерных 
уравнениях линейной теории пьезоупругости, а вторая представляет упрощение данных 
уравнений с целью их совместного применения с теорией тонких пластин. Динамика иде-
альной жидкости в обоих случаях описана волновым уравнением, сформулированным
относительно потенциала возмущения скорости. Совместно с условием непроницаемости,
а также граничными условиями оно преобразовано к слабой форме. Гидродинамическое 
давление вычислено по линеаризованной формуле Бернулли. Выполнена верификация
разработанных конечно-элементных алгоритмов и проведено сравнение их вычислитель-
ной эффективности. Проанализировано изменение комплексных собственных значений 
электромеханической системы в зависимости от сопротивления и индуктивности последо-
вательной электрической цепи, подключённой к пьезоэлементу. Из решения задачи опти-
мизации подобраны такие их величины, которые обеспечивают наилучшее демпфирова-
ние резонансных колебаний прямоугольной пластины, взаимодействующей с текущей 
жидкостью. Проведённые численные исследования показали, что использование данных 
значений приводит к меньшему изменению спектра частот исходной системы и обеспечи-
вает более высокую скорость затухания колебаний, чем известные аналитические выра-
жения. Рассмотрены два варианта граничных условий, задаваемых на краях конструкции. 
Продемонстрировано, что с помощью пассивной электрической цепи нельзя повлиять на 
потерю устойчивости в виде дивергенции, но можно изменить критическую скорость флат-
тера в пределах нескольких процентов. 
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 The possibility of passive damping of harmonic vibrations and controlling the stability 
boundary of the plate interacting with the flowing fluid is investigated. The key idea behind the
applied vibration control method is to connect the piezoelectric element located on the surface of 
the structure to an external shunt circuit. The selection of parameters for such circuit, providing 
the highest rate of vibration damping or the maximum change in the critical velocity of the fluid 
flow, is performed by solving a series of eigenvalue problems. Two mathematical formulations 
are considered. The first formulation is based on the three-dimensional equations of the linear
theory of piezoelasticity, and the second one is a simplification of these equations with the aim of
using them in conjunction with the theory of thin plates. The dynamics of an ideal fluid in both 
cases is described by a wave equation formulated for the perturbation velocity potential. Togeth-
er with the impermeability condition and the boundary conditions it is transformed to the weak 
form. The hydrodynamic pressure is calculated by the linearized Bernoulli formula. The devel-
oped finite-element algorithms are verified and their computational efficiency is compared. A
change in the complex eigenvalues of the electromechanical system is analyzed depending on 
the resistance and inductance of the electric circuit connected to the piezoelectric element. The 
values of these parameters providing the best damping of resonant vibrations of a rectangular 
plate interacting with the flowing liquid have been selected based on the solution of the optimiza-
tion problem. The numerical studies have shown that the selected values lead to a smaller
change in the frequency spectrum of the original system and provide a higher rate of vibration
damping as compared to the values found by the known analytical expressions. The numerical 
investigation has been performed for two variants of boundary conditions set at the edges of the
structure. It is demonstrated that the use of a passive electrical circuit cannot affect the loss of
stability by divergence, but is able to change the critical flutter velocity by a few percent. 
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Введение 

 
Пластины нередко являются важными компонента-

ми сложных конструкций, которые используются в ус-
ловиях высоких эксплуатационных нагрузок, вибраций 
или сейсмических воздействий. Колебания, представ-
ляющие опасность для тонкостенных тел, часто возни-
кают при их взаимодействии с текущей или неподвиж-
ной жидкостью. Наиболее распространёнными приме-
рами являются: хранилища технологических и 
химически агрессивных жидкостей, находящиеся в зо-
нах с повышенной сейсмической активностью; гибкие 
тонкостенные трубки, использующиеся в нефтедобы-
вающей и авиационной промышленностях; пакеты пла-
стин в охладителях АЭС и теплообменниках различных 
энергетических установок; трубы теплоносителя. Для 
предотвращения возникновения колебаний большой 
амплитуды во время резонанса или флаттера необходи-
мо не только осуществлять мониторинг текущего со-
стояния критически важного элемента, но и иметь воз-
можность управлять протекающими в нём динамиче-
скими процессами. Это позволит предотвращать 
аварийные ситуации, вызывающие мгновенное или ус-
талостное разрушение. Одним из способов демпфиро-
вания колебаний и вибраций является использование 
пьезоэлектрических элементов [1]. Основным преиму-

ществом такого подхода является возможность управ-
ления динамическим поведением конструкций, находя-
щихся в труднодоступных местах, ограниченном про-
странстве или под водой [2]. 

Традиционно выделяют два основных способа 
управления опасными колебаниями различной приро-
ды: активный и пассивный. В первом случае использу-
ется система, состоящая из сенсора и актуатора [3]. 
Один из них или оба могут быть выполнены из пьезо-
электрического материала, в том числе отечественного 
производства [4; 5]. Сенсор передаёт показания на кон-
троллер, который вырабатывает управляющий сигнал и 
подаёт его на актуатор через усилитель. Управляющее 
воздействие рассчитывается таким образом, чтобы ак-
туатор компенсировал и максимально снижал нежела-
тельные колебания. Эффективность такой системы ха-
рактеризуется отношением амплитуд вынужденных 
установившихся колебаний до и после подавления или 
скоростью затухания переходных процессов. 
В литературе представлены работы, посвящённые ак-
тивному способу управления колебаниями тонких пла-
стин [6–9] и оболочек [10–12], взаимодействующих с 
акустической средой или жидкостью. 

При использовании пассивного механизма демпфи-
рования к электродированным поверхностям пьезоэле-
мента подключается внешняя электрическая цепь, обла-
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дающая импедансом [13–15]. Подбирая его величину, 
можно добиться существенного снижения амплитуды 
при резонансе, а также увеличения скорости затухания 
свободных колебаний на требуемой моде [15–20]. Дан-
ный метод хорошо зарекомендовал себя на практике, 
особенно в тех случаях, когда демпфирование колеба-
ний осуществляется в воздушной среде. Впоследствии 
это побудило некоторых авторов использовать его для 
подавления шума подводных объектов или колебаний 
конструкций, взаимодействующих с жидкостью [21–26]. 
Основная трудность, возникающая при использовании 
техники пассивного демпфирования, связана с опреде-
лением параметров электрической цепи. В ряде случаев, 
когда рассматривается система с одной степенью сво-
боды, стержни или балки, возможно получение анали-
тических формул [15–18; 27; 28]. Здесь широкое рас-
пространение получил подход, основанный на анализе 
передаточной функции системы. В зависимости от спо-
соба её построения и выбора критерия оптимизации 
оптимальные параметры для одной и той же электриче-
ской цепи могут принимать различные значения.  

В задачах пьезоупругости со сложной геометрией, в 
том числе представляющих реальный практический 
интерес, основным инструментом исследователей яв-
ляются методы конечных [29–32] и граничных [33; 34] 
элементов. Уже на начало XXI в. число работ с их ис-
пользованием превышало тысячу, о чём свидетельству-
ют опубликованные в то время обзоры [29–31]. В [30] 
систематизировано более 35 видов конечных элементов, 
предназначенных для моделирования пьезоэлектриче-
ских тел, оболочек, пластин и балок. Информация на-
глядно представлена в виде рисунков и таблиц с указа-
нием особенностей используемых постановок и может 
быть использована при проектировании и расчёте smart-
систем различной конфигурации. При необходимости 
сохранения компромисса между временем вычислений 
и точностью получаемых результатов при анализе слои-
стых пьезоэлектрических пластин и оболочек двойной 
кривизны в рамках трёхмерной постановки следует при-
менять более современные конечные элементы [35–37]. 
Они не подвержены проблеме сдвигового запирания, 
обладают хорошей сходимостью на грубой сетке, а по 
производительности превосходят свои аналоги 
в коммерческих программных продуктах ANSYS [35] 
и ABAQUS [36] за счёт меньшего количества неизвест-
ных в решаемой системе уравнений. Конкурентоспо-
собно выглядит на фоне зарубежных аналогов отечест-
венный комплекс для компьютерного дизайна компози-
тов и активных материалов ACELAN-COMPOS [38–41]. 
В нём также имеются оболочечные пьезо- и магнито-
электрические конечные элементы, которые автомати-
чески размещаются на межфазных границах представи-
тельного объёма с целью имитации поверхностных эф-
фектов для наноразмерных включений или пор. С его 
помощью определены эффективные характеристики 
различных композитных материалов на основе пьезоке-
рамики: пористых [38], с включениями из α-корунда (α-

Al2O3) [39], с неоднородной поляризацией [40] и др. 
Программный комплекс позволяет решать задачи на 
собственные значения с помощью метода Ланцоша. 
Некоторые аспекты его численной реализации для раз-
реженных матриц большой размерности и верификация 
приведены в статье [42]. 

На сегодняшний день коммерческое программное 
обеспечение позволяет решать нестационарные и гар-
монические задачи пьезоупругости, в том числе и при 
наличии в модели внешней электрической цепи произ-
вольной конфигурации [20; 43–45], однако для задач на 
собственные значения такая возможность отсутствует. 
Между тем в статьях [46–48] отмечалось, что эффек-
тивным инструментом при построении алгоритмов для 
определения оптимальных параметров шунтирующей 
цепи является модальный анализ. Он позволяет полу-
чить в явном виде спектр собственных частот и соот-
ветствующих им декрементов колебаний вне зависимо-
сти от вида возбуждающего воздействия. В большинст-
ве конечно-элементных работ подбор параметров 
электрической цепи, обеспечивающих наилучшее 
демпфирование заданной моды колебаний конструкции, 
осуществляется с помощью предложенных в [15] ана-
литических выражений. Несмотря на то, что найденные 
с их помощью значения не всегда являются оптималь-
ными [47], для разреженного спектра низких частот они 
дают достоверное приближение. С практической точки 
зрения этого оказывается достаточно, потому что точ-
ность конечно-элементных расчётов зависит от множе-
ства факторов (характеристики материала, корректность 
задания граничных условий и т.д.). В случае неподвиж-
ной жидкости или её отсутствия возможно заменить 
моделируемую систему эквивалентным электрическим 
аналогом [49–51] или применить технологию снижения 
размерности на основе разложения движения по собст-
венным формам колебаний конструкции [52; 53]. Ис-
пользование данных методик существенно сокращает 
время расчёта, но их реализация при взаимодействии 
конструкции с текущей жидкостью весьма затрудни-
тельна. 

Отдельно отметим статьи, где с помощью метода 
конечных элементов исследуются электроупругие пла-
стины и оболочки, взаимодействующие с неподвижной 
[6; 11; 23; 25; 54–58] и текущей [12; 24; 59] жидкостью. 
Из приведённых публикаций только работа [24] посвя-
щена пассивному демпфированию колебаний конструк-
ции, взаимодействующей с потоком жидкости. В ней 
рассматривается морская подъёмная поверхность в виде 
пластины, которая является упрощённым аналогом 
подводного крыла, стабилизатора, руля направления 
и т.п. Проведённые эксперименты показали, что её 
собственные частоты очень слабо зависят от числа 
Рейнольдса. Это позволило авторам в конечно-эле-
ментных расчётах использовать модель неподвижной 
акустической среды. Подбор параметров электриче-
ской RL-цепи, шунтирующей пьезоэлементы, осущест-
влялся по формулам [15].  
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Рис. 1. Прямоугольная пластина с пьезоэлементом, взаимодействующая с текущей жидкостью 

Fig. 1. Rectangular plate with a piezoelectric element and interacting with flowing fluid 

 
Представленные результаты показали эффектив-

ность предложенного способа, но его применение 
в случае зависимости собственных частот колебаний 
пластины от скорости течения жидкости или при нали-
чии в системе сильного механизма гидродинамического 
демпфирования не столь очевидно. В связи с этим акту-
альной является разработка инструмента для подбора 
параметров пассивной электрической цепи, обеспечи-
вающих подавление гармонических колебаний конст-
рукции, взаимодействующей с текущей жидкостью. 

 
1. Математическая постановка задачи  
и основные соотношения 

 
 
Рассматривается прямоугольная пластина длиной 

Ls, шириной Ws и толщиной hs, нижняя поверхность ко-
торой взаимодействует с жидкостью, текущей со скоро-
стью Uf в направлении оси x (рис. 1). На верхней по-
верхности пластины расположен пьезоэлектрический 
элемент длиной Lp, шириной Wp и толщиной hp, под-
ключённый через электродированные поверхности к 
электрической цепи. Цепь состоит из последовательно 
соединённых резистора сопротивления R и катушки 
индуктивности L. Необходимо оценить возможность 
использования пьезоэлемента, шунтированного RL-
цепью, для демпфирования гармонических колебаний 
пластины, взаимодействующей с потоком жидкости, а 
также для управления границей потери устойчивости. 

 
1.1. Слабая постановка для уравнения  
движения жидкости 

 
Основные уравнения, описывающие безвихревую 

динамику идеальной сжимаемой жидкости в случае ма-
лых возмущений, формулируются в терминах потен-
циала возмущения скорости  [60; 61]. Соответствую-
щее дифференциальное уравнение второго порядка, 
записанное в связанной с упругой пластиной декарто-
вой системе координат (x, y, z), совместно с условием 

непроницаемости и граничными условиями преобразу-
ется к слабой форме [61]: 
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где  – оператор Набла; ̂  и û  – пробные решения для 

потенциала скорости и вектора перемещений пластины 
T{ , , }u v wu , где u, v, w – его компоненты в направле-

нии осей x, y, z декартовой системы координат; fc  – 

скорость звука в жидкой среде; t – время; nF  и fm  – 

базисные функции и их количество; n – внешний вектор 
единичной нормали к границе гидроупругого взаимо-
действия f sS S S   ; fS  и sS  – поверхности, ограни-

чивающие объёмы жидкости fV  и упругого тела sV . 

 
1.2. Соотношения на основе линейной  
теории пьезоупругости 

 
При отсутствии внешних механических и электриче-

ских нагрузок вариационное уравнение движения кусоч-
но-однородного электроупругого тела, состоящего из 
пластины и расположенного на её поверхности пьезо-
элемента, формулируется на основе соотношений линей-
ной теории упругости и квазистатических уравнений 
Максвелла. С учётом допущения о малости вектора элек-
трической индукции в области упругого тела по сравне-
нию с его величиной в пьезоупругой части основные фи-
зические соотношения записываются в виде [62–64]: 
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 , ,s sV c ε x  (3) 

где  и  – векторы, содержащие компоненты тензоров 
напряжений и малых деформаций; c, e и   – матрицы 
упругих, пьезоэлектрических и диэлектрических кон-
стант; D и E – векторы электрической индукции и на-
пряжённости электрического поля. Здесь и далее под-
строчными индексами «s», «p» и «f» обозначена при-
надлежность величины к области конструкции, 
пьезоэлектрическому элементу и жидкости. 

Полагается, что для электрического поля выполня-
ется условие потенциальности 

 ,E  (4) 

где  – электрический потенциал. 
Внешняя последовательная RL-цепь подключается к 

пьезоэлементу через его верхнюю и нижнюю поверхно-
сти, которые покрыты тонким токопроводящим слоем 
пренебрежимо малой массы (электродированы). С учё-
том работы электрического поля с разностью потенциа-
лов U по перемещению любого возможного заряда q на 
элементах этой электрической цепи [43; 48] вариацион-
ное уравнение движения в матричной форме примет 
вид [47; 65; 66] 

 

 T T T T T

T T

d

d d

p

p s

p

V

p s

V V

V

V V

    

     



 

ε c ε ε eE E e ε E E

u u ε c ε



  (5) 

 

 

T T
1 2

1 2

1
d d d d

1
d 0,

s

L L
s

V S

R R

V p S t t
L

t
R



         

    

  



u u u n
 

где pV  – объём, занимаемый пьезоэлектрическим эле-

ментом; s и p  – плотности материалов пластины и 

пьезоэлемента; 1 2
L L   и 1 2

R R   – разности потенциа-

лов на соответствующих элементах электрической цепи; 
p – гидродинамическое давление жидкости, которое вы-
числяется по линеаризованной формуле Бернулли 

 f fp U
t x

      
,  (6) 

где f  – плотность жидкой среды. 

Формулировка задачи о собственных колебаниях 
кусочно-однородного электроупругого тела, взаимодей-
ствующего с текущей жидкостью, основана на пред-
ставлении решения в форме экспоненты 

  T i( , ) ( , ), ( , ), ( , ) ( ) .tt t t t e    d x x u x x d x   (7) 

Здесь:  T
( ), ( ), ( )  d x u x x   – функция, зависящая 

только от координат x;  =  + i – характеристический 
показатель, где  – собственная частота колебаний, а  – 

величина, отвечающая за демпфирование системы; i – 
мнимая единица. 

Подстановка выражения (7) в уравнения (1) и (5) с 
учётом (6) позволяет получить (волнистая черта сверху 
опущена): 
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1.3. Соотношения на основе теории тонких пластин 

 
В случае тонкостенных тел, поляризованных по 

толщине, исходная система уравнений (2)–(4) может 
быть упрощена с использованием допущений и гипотез, 
изложенных в работе [52]. В основе данного подхода 
лежит представление пьезоэлектрического элемента в 
виде тонкой накладки, в которой реализуется плоское 
напряжённое состояние, а в векторах напряжённости 
электрического поля E и электрической индукции D 
отличными от нуля остаются только нормальные к 
электродированной поверхности компоненты 3D  и 3.E  

С учётом вышесказанного уравнения исходной системы 
(2) переписываются в виде [67; 68] 
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где константы для пьезоэлектрического материала пре-
образуются согласно [67]: 
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Компоненты матрицы упругих констант sc  для 

изотропного материала пластины определяются из-
вестным образом через модуль Юнга sE  и коэффици-

ент Пуассона :s  

 
 11 22 12 21 662 2

, ,
2 11 1

s s s

ss s

E E E
c c c c c


    

 
     .  (12) 

Полагается, что вектор электрического поля орто-
гонален к электродированным поверхностям, а его ин-
тенсивность однородна во всём пьезоэлектрическом 
теле [52] 

 3
p p

U
E

h h
  

  ,  (13) 

где U     – разность электрических потенциалов 

(напряжение) между верхней и нижней электродиро-
ванными поверхностями пьезоэлектрического элемента. 

Соотношения, определяющие деформации в тонкой 
пластине, записываются с использованием классической 
теории пластин на основе гипотез Кирхгофа – Лява [69] 
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где под u, v, w следует понимать перемещения точек 
серединной поверхности пластины в направлении осей 
x, y, z декартовой системы координат. 

Обобщённый вектор усилий и моментов t определя-
ется выражениями 
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 T0 0 0 1 1 1, , , , , ,xx yy xy xx yy xy        а коэффициенты, входящие 

в матрицы жёсткостей pS  и sS , вычисляются как 

    2, , 1, , d , ( , 1,2,6).lk lk lk lk

h

A B C z z с z l k    (17) 

С учётом соотношений (13), (15), (16) вариацион-
ный принцип возможных перемещений для электроуп-
ругого тела примет следующий вид [52]: 
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Здесь: pS  – поверхность, ограничивающая объём pV ; 

sS  и pS  определяются для упругого тела и накладки из 

пьезоэлектрического материала в соответствии с (10)–
(12); 33p pC S h   – ёмкость пьезоэлемента, где S – 

площадь его нижней поверхности (основания). 
При подключении к пьезоэлементу внешней элек-

трической цепи, состоящей из последовательно соеди-
нённых резистора с сопротивлением R и катушки ин-
дуктивности L, напряжение U в таком контуре опреде-
ляется следующим образом 
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Постановка задачи о собственных колебаниях на ос-
нове уравнений (18) и (19) осуществляется, как и ранее, 
за счёт представления решения в форме экспоненты 

  T i( , ) ( , ), ( , ), ( , ), ( , ) ( ) .tt t t U t q t e   d x x u x x x d x   (20) 

Используя (20), получим (волнистая черта сверху 
опущена): 
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Применяемые в расчётах кинематические гранич-
ные условия, задаваемые на краях пластины, обознача-
ются согласно рис. 2 с помощью следующих сокраще-
ний: C – жёсткое закрепление, F – свободный край. 

 

Рис. 2. Граничные условия для пластины 

Fig. 2. Boundary conditions for plate 
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2. Численная реализация 
 
Решение задачи осуществляется методом конечных 

элементов. При использовании трёхмерных опреде-
ляющих соотношений (9) для описания поведения ку-
сочно-однородного электроупругого тела дискретиза-
ция всех расчётных подобластей осуществляется с ис-
пользованием 20-узловых конечных элементов в форме 
призмы с квадратичной аппроксимацией всех компо-
нент вектора перемещений u, электрического потенциа-
ла , базисных функций nF  и потенциала возмущения 

скорости . В подходе на основе уравнений (21) для 
представления областей жидкости и пластины с пьезо-
элементом применяются пространственные 8-узловые 
призматические и плоские четырёхугольные конечные 
элементы соответственно. Потенциал возмущения ско-
рости , базисные функции nF , разность электрических 

потенциалов U, свободный заряд q, мембранные пере-
мещения u и v упругого тела и его пьезоэлектрической 
части описываются с использованием Лагранжевых 
функций формы с линейной аппроксимацией, а для из-
гибных перемещений w применяются несовместные 
функции формы Эрмита с кубической аппроксимацией. 

После выполнения известных процедур [66] конеч-
но-элементный аналог системы уравнений (8), (9) в 
матричном виде примет вид: 
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где  T
, , ,d u ψ   а типовые матрицы масс M, демпфи-

рования C, жёсткости K и гидродинамической жёстко-
сти A для каждого конечного элемента формируются 
следующим образом 

 

T T

T T

d , d ,

d , d ,

s p

s p

s s p p

V V

s s p p

V V

V V

V V

   

 

 

 

M N N M N N

K B c B K B c B
  (23) 

     T Td , d ,
p p

p

V V

V V      K H H K B e H  

 

T
T

2 2

2 T
T

2

21
d , d ,

d , d ,

f f

f f

f
f f

f fV V

f
f f

fV V

U
V V

xc c

U
V V

x xc


 



 
   

 

 

 

F
M F F C F

F F
K F F A

 

T T

T T

d , d ,

d , d ,

1 1 1 11 1
, .

1 1 1 1

sf f w sf f f w

S S

w
fs w fs f

S S

L R

S U S
x

S U S
x

L R

 

 


   




 



    
        

 

 

F
C N F A N

N
C F N A F

С С

 

Здесь: , , , wH F N N  – функции формы для электрического 

потенциала , потенциала возмущения скорости жид-
кости , вектора перемещений электроупругого тела u и 
его нормальной составляющей; B – матрица градиентов, 
определяющая связь деформаций с узловыми переме-
щениями. 

Неклассическая проблема на собственные значения 
(22) решается методом Мюллера с использованием биб-
лиотеки Intel® Math Kernel Library для основных опера-
ций с разреженными матрицами. Несмотря на примене-
ние технологии параллельных вычислений, расчёты 
занимают длительное время из-за необходимости не-
сколько раз находить определитель системы (22) на ка-
ждой итерации.  

Использование подхода на основе уравнений (21) в 
рамках упрощённой постановки на основе гипотез ра-
боты [52] позволяет получить квадратичную задачу на 
собственные значения 
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где  T
, , , ,U qd u    а типовые матрицы для каждого 

конечного элемента определяются аналогично (23), за 
исключением следующих: 
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С целью учёта электродирования верхней и нижней 
поверхностей пьезоэлемента в матричной системе (24) 
выполняется суммирование строк и столбцов, относя-
щихся к степеням свободы разности электрических по-
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тенциалов U и свободного заряда q. В результате этой 
операции все конечные элементы, принадлежащие к об-
ласти ,pV  имеют всего две общие узловые неизвестные. 

Уравнение (24) сводится к обобщённой задаче на 
собственные значения для несимметричных матриц уд-
военной размерности [70], которая решается с использо-
ванием неявно перезапускаемого метода Арнольди [71]: 
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C K A M d
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  (26) 

где I – единичная матрица. 
Оценка устойчивого состояния системы основывает-

ся на вычислении и анализе характеристических чисел , 
получаемых из решения задачи на собственные значения 
(22) или (24) при последовательно возрастающей скоро-
сти течения жидкости. Численная реализация приведён-
ных выше постановок выполнена в программном обеспе-
чении MATLAB с привлечением возможностей пакета 
ANSYS для создания конечно-элементной сетки.  

 
3. Тестирование численных алгоритмов 

 
В зависимости от кинематических граничных усло-

вий, задаваемых на краях тонкой пластины, при превы-
шении скорости течения жидкости некоторой критиче-
ской величины конструкция может терять устойчивость 
в виде дивергенции или флаттера по одной моде коле-
баний [61; 72; 73]. В первом случае действительная 
часть  одного из собственных значений обращается в 
ноль, а его мнимая часть  становится отрицательной. 
Наступление флаттера по одной моде характеризуется 
ненулевой частотой колебаний  и отрицательным зна-
чением . Ввиду существенного качественного различия 
между упомянутыми видами потери устойчивости, ка-
ждый из них проанализирован в отдельности. В теку-
щем разделе и далее в расчётах использовались сле-
дующие параметры, если не указано иное: 

150sL   мм; 115sW  мм; H = 10 мм; 0,5sh  мм; 

50pL  мм; 20pW  мм; 0,3ph  мм; 50px  мм; 

47,5py  мм; 

68,5sE  ГПа; 0,3;s   2714s  кг/м3; 997f  кг/м3; 

1500fc  м/с; 

11 22 109c c  ГПа; 12 61c  ГПа; 13 23 54c c  ГПа; 

33 93c  ГПа; 44 55 66 24c c c    ГПа; 31 32 4,9e e  Кл/м2; 

33 14,9e  Кл/м2; 11 0 22 0 820;      33 0 840;   

12
0 8,85 10  Ф/м; 7500p  кг/м3. 

В первом примере рассмотрена задача гидроупру-
гой устойчивости прямоугольной пластины, которая 
жёстко закреплена на краях вдоль направления потока 

(см. рис. 2, FCFC). Из литературы известно, что такая 
конструкция теряет устойчивость в виде дивергенции 
[74–76]. Критическая скорость течения, при которой 
наступает это явление, может быть определена с помо-
щью предложенных в [74] или [75] выражений. Сравне-
ние численных и аналитических результатов приведено 
на рис. 3 при разных отношениях s sL W  ( 1150sL  мм, 

H = 10 мм) и sH W  ( 1150sL   мм, 115sW   мм). Расчё-

ты выполнялись в трёхмерной постановке с использо-
ванием определяющих соотношений линейной теории 
упругости (3), (9) для описания динамического поведе-
ния пластины (см. п. 1.2). Пьезоэлемент и электриче-
ская цепь отсутствовали. Представленные на рис. 3, a, 
зависимости качественно и количественно совпадают. 
При малом отношении s sL W  относительная разница 

между численным и аналитическим решением [74] со-
ставляет около 6 %. Она постепенно снижается при 
уменьшении ширины пластины sW  (длина sL  остаётся 

неизменной) и не превышает 1 % при 6.s sL W   Такое 

поведение объясняется тем, что в работах [74] и [75] 
используется двумерная постановка задачи и допуще-
ние, что .s sL W  Качественно разные решения наблю-

даются при увеличении высоты слоя жидкости H, с ко-
торым взаимодействует конструкция (рис. 3, b). Оче-
видно, что с помощью двумерной формулировки задачи 
не представляется возможным достоверно описать 
асимптотическую зависимость критической скорости от 
отношения .sH W  Между тем наличие такой особенно-

сти отмечается в работе [76]. 

 

a    b 

Рис. 3. Сравнение критических скоростей дивергенции  
при разных геометрических параметрах 

Fig. 3. Comparison of critical velocities of divergence  
for different geometrical parameters 

 
При отсутствии электрической цепи обе постановки 

позволяют получить обобщённую задачу на собствен-
ные значения вида (26). Более эффективным в этом слу-
чае будет подход на основе теории пластин (см. раз-
дел 1.3), поскольку в этом случае решаемая система 
уравнений имеет меньшее количество неизвестных. 

Типичные зависимости, демонстрирующие потерю 
устойчивости пластины, представлены на рис. 4 для 
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вариантов закрепления CCCC и CCFC (см. рис. 2). На 
графиках приведено изменение действительных и мни-
мых частей нескольких собственных значений в зави-
симости от скорости течения жидкости. Её критическая 
величина, после которой наступает дивергенция или 
флаттер по одной моде, обозначены через DU  и FU  

соответственно. Результаты, полученные с помощью 
обоих подходов, совпадают. Некоторые количествен-
ные и качественные различия наблюдаются для демп-
фирования  при скоростях выше FU  (рис. 4, b).  

 

a    b 

Рис. 4. Изменение действительных и мнимых частей  
комплексных собственных значений  в зависимости  
от скорости течения жидкости: a – CCCC; b – CCFC. Сплош-
ные линии – постановка из п. 1.2, круглые символы –  
                                     постановка из п. 1.3 

Fig. 4. Dependencies of real and imaginary parts of complex  
eigenvalues  on the fluid velocity: a – CCCC, b – CCFC. Solid 
lines – equations from section 1.2, circle markers – equations  
                                          from section 1.3 

 
Последний пример посвящён собственным колеба-

ниям жёстко закреплённой по всем краям пластины 
( 0,937sh  мм, H = 50 мм), на верхней поверхности ко-

торой в точке с координатами ( , )p px y  расположен эле-

мент из пьезокерамики ЦСТ-19. К его электродирован-
ным поверхностям подключена последовательная RL-
цепь. В табл. 1 приведены величины действительных и 
мнимых частей комплексных собственных значений , 
полученные в рамках описанных выше подходов. Пред-
ставленные данные демонстрируют совпадение частот 
колебаний  в пределах относительной погрешности 
менее 1 %, в то же время показатели демпфирования  
различаются более значительно. Несмотря на это, по-
становка из п. 1.3 качественно верно описывает появле-
ние в спектре новой собственной частоты колебаний. 
Она возникает в результате образования резонансного 
RLC-контура при шунтировании пьезоэлемента внеш-
ней RL-цепью. Соответствующая мода колебаний выде-
лена жирным начертанием в табл. 1. При отсутствии в 
системе других механизмов диссипации энергии её от-
личительной чертой является большая величина мни-
мой части . 

Таблица 1 

Собственные частоты колебаний пластины  
с пьезоэлементом и RL-цепью (Гц) 

Table 1 

Natural vibration frequencies of a plate fixed  
along all edges 

i 

Пластина в вакууме,  
R = 200 Ом, L = 1,7 Гн 

Пластина на слое идеальной 
жидкости, R = 6000 Ом,  

L = 20 Гн 
Уравнения 1.2 Уравнения 1.3 Уравнения 1.2 Уравнения 1.3 

i  i  i  i  i  i  i  i  

1 471,349 0,503 471,808 0,502 135,935 0,754 135,761 0,738 
2 630,575 8,812 630,284 8,780 181,074 23,062 181,048 23,042
3 840,043 0,000 842,726 0,002 267,997 0,000 269,273 0,005 
4 1160,426 0,000 1164,124 0,004 383,315 0,000 385,759 0,005 
5 1458,605 0,028 1457,740 0,024 533,783 0,038 535,543 0,032 

 
Ранее отмечалось, что решение неклассической 

проблемы на собственные значения (22) даже с приме-
нением современных технологий параллельных вычис-
лений занимает длительное время. Использование урав-
нения (21) вместо (9) позволяет получить модальную 
задачу вида (26), решение которой требует меньше вы-
числительных ресурсов и позволяет сократить время 
расчетов в двести раз и более. По этой причине все сле-
дующие расчёты будут проводиться с её помощью. 

 
4. Результаты 

 
В данном разделе оценивается возможность приме-

нения пьезоэлектрического элемента, подключённого к 
внешней RL-цепи, для демпфирования гармонических 
колебаний пластины, взаимодействующей с потоком 
жидкости, и управления границей потери устойчивости. 
Оба направления исследования требуют предваритель-
ного определения оптимального расположения пьезо-
элемента на поверхности пластины. В данной работе 
такой выбор осуществляется из условия максимума ко-
эффициента электромеханической связи ,mK  получен-

ного для m-й частоты (формы) колебаний [15] 

  
2o/c

s/c
, 1 max,m

m
m

K x y
 

    
 (27) 

где o/c
m  и s/c

m  – собственные частоты колебаний систе-

мы с разомкнутыми (open circuit, o/c) и замкнутыми 
(short circuit, s/c) электродами, имеющие номер m в воз-
растающем спектре. 

Исследование проводится в несколько этапов: 
– находится критическая скорость потери устойчи-

вости crU  пластины без пьезоэлемента; 

– при скорости потока жидкости crfU U  или в её 

окрестности строится форма колебаний, по которой 
осуществляется потеря устойчивости; 

– из решения задачи оптимизации (27) определяется 
такое положение пьезоэлемента на поверхности конст-
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рукции, в котором он функционирует наиболее эффек-
тивно; 

– находятся критические скорости потери устойчи-
вости для режимов работы пьезоэлемента с разомкну-
тыми и замкнутыми электродами; 

– по аналитическим формулам [15] и на основе ко-
нечно-элементных расчётов подбираются значения па-
раметров сопротивления R и индуктивности L внешней 
электрической цепи, обеспечивающие наибольшую 
скорость затухания гармонических колебаний на задан-
ной частоте (моде); 

– определяются критические скорости потери устой-
чивости конструкции с пьезоэлементом, подключённым 
к внешней RL-цепи с оптимальными параметрами. 

 

a     b 

Рис. 5. Распределение коэффициента электромеханической 
связи в окрестности критической скорости для моды,  
по которой осуществляется потеря устойчивости: a – CCCC;  
                                            b – CCFC 

Fig. 5. Distribution of the electromechanical coupling coefficient 
in the vicinity of the critical velocity for the mode shape at which  
                       stability loss: a – CCCC; b – CCFC 

 

В исследованиях рассматриваются пластины с гра-
ничными условиями вида CCCC и CCFC. Данный вы-
бор обусловлен как разными типами потери устойчиво-
сти (дивергенция для первого варианта и флаттер по 
одной моде для второго), так и значительным отличием 
величин мнимой части   у комплексных собственных 

значений (см. рис. 4). Последнее говорит о том, что сис-
тема обладает высокими диссипативными характери-
стиками. Данный случай представляет определённый 
интерес, поскольку не является очевидным, каким обра-
зом будет функционировать шунтирующая RL-цепь в 
таких условиях. Проведённая серия расчётов при разной 
высоте слоя жидкости H показала, что граница дивер-
генции повышается на 7–10 % только за счёт прикреп-
ления пьезоэлемента к пластине. Причиной этого изме-
нения является увеличение жёсткости конструкции в 
целом, так как относительная разница между критиче-
скими скоростями течения для режимов работы пьезо-
элемента с разомкнутыми и замкнутыми электродами 
не превышает 1 %. При исследовании флаттера обнару-
жено, что наличие пьезоэлемента на поверхности кон-
струкции приводит к изменению формы колебаний, по 
которой осуществляется потеря устойчивости. По этой 
причине критические скорости повышаются на 20 %. 

В рассмотренных вариантах оптимальное расположение 
пьезоэлемента определялось из решения задачи опти-
мизации (27). На поверхности K(x, y), приведённой в 
качестве примера для H/L = 1/15 на рис. 5, оно обозна-
чено символом «+». В случае дивергенции частота ко-
лебаний  становилась равной нулю, поэтому вычисле-
ния осуществлялись в некоторой окрестности критиче-
ской скорости DU U . 

Анализ изменения комплексных собственных зна-
чений электромеханической системы в зависимости от 
сопротивления R и индуктивности L электрической це-
пи позволяет подобрать их оптимальные величины для 
подавления резонансных колебаний пластины или 
управления границей гидроупругой устойчивости. Про-
ведённые численные исследования показали, что тради-
ционно используемые для этой цели аналитические вы-
ражения, предложенные в [15], дают менее точные ре-
зультаты в случае текущей жидкости. Тем не менее они 
могут быть использованы в качестве начального при-
ближения при решении задачи оптимизации. В табл. 2, 3 
приведены параметры, обеспечивающие пассивное демп-
фирование колебаний пластин (H/L = 1/15, CCCC 
и CCFC), взаимодействующих с потоком жидкости.  

Таблица 2 

Оптимальные параметры внешней RL-цепи,  
рассчитанные различными способами, и комплексные 
собственные значения (рад/с) (CCCC, 7fU  м/с) 

Table 2 

Optimal parameters of the external RL-circuit calculated  
in various ways and complex eigenvalues (rad/s)  

(CCCC, 7fU  m/s) 

№
п/п

Вариант  
расчёта 

Параметр цепи 1  1c  

R, Ом L, Гн 1  1  1c  1c  

1 Условие (28) 324252 18781 34,886 4,284 34,937 4,349 
2 Hagood, PP [20] 342682 19855 32,948 5,842 35,859 2,788 
3 Hagood, TF [20] 249497 21050 31,060 3,671 37,304 2,256 
4 Short circuit 0 0 34,164 0,001 – – 

 

Таблица 3 

Оптимальные параметры внешней RL-цепи,  
рассчитанные различными способами, и комплексные 

собственные значения (рад/с) (CCFC, 1fU  м/с) 

Table 3 

Optimal parameters of the external RL-circuit calculated  
in various ways and complex eigenvalues (rad/s)  

(CCFC, 1fU   m/s) 

№
п/п

Вариант  
расчёта 

Параметр цепи 7  7c  

R, Ом L, Гн 7  7  7c  7c  

1 Условие (28) 4296,32 13,3203 1364,766 83,272 1365,227 83,647
2 Hagood, PP [20] 3889,40 13,1780 1336,800 66,940 1402,312 86,218
3 Hagood, TF [20] 2766,20 13,3310 1309,895 50,866 1425,805 57,724
4 Short circuit 0 0 1359,984 10,273 – – 
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В качестве критерия использовалось условие 

   c, min,m mf R L      (28) 

где m  и cm  – комплексные собственные значения, 

соответствующие демпфируемой (m-й) моде колебаний 
и моде электрической цепи, подключённой к пьезоэле-
менту.  

Варианты Hagood, PP и Hagood, TF вычислены по 
формулам, полученным в [15] с использованием техни-
ки размещения полюсов и передаточной функции од-
номассовой системы соответственно. Первый из них, по 
мнению авторов, должен обеспечить совпадение собст-
венных частот колебаний конструкции и электрической 
цепи, а также максимальную скорость затухания. Вто-
рой вариант приводит к наибольшему снижению ам-
плитуды вынужденных установившихся гармонических 
колебаний. В публикациях [25; 47] показано, что сфор-
мулированные в [15] аналитические выражения не по-
зволяют получить действительно оптимальные значе-
ния индуктивности и сопротивления. Приведённые в 
табл. 2, 3 результаты подтверждают это заключение и в 
случае взаимодействия конструкции с текущей жидко-
стью. Параметры, определённые по условию (28), обес-
печивают наименьшую разницу между частотами m  и 

cm (менее 0,2 %). При этом возросшая мнимая часть 

m  свидетельствует об увеличении скорости затухания 

гармонических колебаний. Характерный вид поверхно-
сти f(R, L) приведён на рис. 6, a, в окрестности экстре-
мума. Значения параметров, вычисленные разными спо-
собами, показаны точками 1–3 на изолиниях (рис. 6, b). 

 

   a    b 

Рис. 6. Поверхность f(R, L) (a) и её изолинии (b), полученные 
для пластины при скорости течения жидкости 7 м/с (CCCC) 

Fig. 6. Surface f(R, L) (a) and its isolines (b) obtained for a plate  
at a fluid velocity 7 m/s (CCCC)  

 
Изменение действительных и мнимых частей ком-

плексных значений , жёстко закреплённой по всем 
краям прямоугольной пластины, в зависимости от ско-
рости течения жидкости приведено на рис. 7. Парамет-
ры RL-цепи, подключённой к пьезоэлементу, определе-
ны численно с использованием условия (28) (см. 
табл. 2). Представленные на рис. 7, b, результаты про-

демонстрировали возможность повышения демпфи-
рующих характеристик рассматриваемой системы не 
только при скорости течения, на которую настраивалась 
электрическая цепь (7 м/с), но и в её окрестности. Ис-
следования показали, что пассивная электрическая цепь 
не влияет на границу дивергенции. При наличии нену-
левой мнимой части 

1  в области устойчивости она рез-

ко принимает отрицательное значение при превышении 
скорости течения жидкости некоторой критической ве-
личины (рис. 7, b). Максимальный эффект достигается 
при значениях сопротивления и индуктивности порядка 

1510 ,  что соответствует режиму работы пьезоэлемента 

с разомкнутыми электродами (рис. 7, b, кривая «o/c»). 

   

      a    b 

Рис. 7. Зависимости действительных и мнимых частей  
комплексных собственных значений  пластины (CCCC)  
от скорости течения жидкости: a – общий вид; b – отрезок  
                         в окрестности сближения частот 

Fig. 7. Dependences of the real and imaginary parts of the complex 
eigenvalues  of the plate (CCCC) on the flow velocity:  
a – general view; b – segment in the vicinity of frequency coaleance 

 
При другом варианте закрепления пластины 

(H/L = 1/15, CCFC) наступает потеря устойчивости в 
виде флаттера по одной моде колебаний (см. рис. 4, b). 
В этом случае за счёт RL-цепи удалось оказать незначи-
тельное влияние на критические скорости течения в 
большую и меньшую стороны. Резкий излом поверхно-
сти, приведённой на рис. 8, вдоль линии L  1.6 Гн свя-
зан со сменой моды потери устойчивости. Как отмеча-
лось выше, при подсоединении к пьезоэлементу внеш-
ней RL-цепи образуется резонансный RLC-контур. Он 
приводит к появлению в спектре новой собственной 
частоты и соответствующей ей формы колебаний. 
В случае сближения частоты электрической цепи с час-
тотой моды, по которой происходит флаттер, потеря ус-
тойчивости наступает по одной из этих мод. Из рис. 8 
видно, что критические скорости практически не зависят 
от величины сопротивления, потому что дополнительная 
диссипация энергии на резистивном элементе электриче-
ской цепи на порядок меньше величины гидродинамиче-
ского демпфирования и нивелируется на его фоне.  
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Рис. 8. Изменение критической скорости флаттера  
в зависимости от параметров RL-цепи относительно  

варианта s/c (CCFC) 

Fig. 8. Change of the critical flutter velocity depending on the  
RL-circuit parameters relative to short circuit mode (CCFC) 

 
На рис. 9 приведены формы колебаний пластины, 

по которым осуществляется флаттер. Параметры RL-цепи 
соответствуют точкам на рис. 8, расположенным в зо-
нах до и после излома поверхности. 

 

Рис. 9. Собственные формы колебаний пластины (CCFC), по 
которым осуществляется потеря устойчивости, в зависимости 

от параметров RL-цепи 

Fig. 9. Mode shapes of plate (CCFC), along which the stability is 
lost, depending on the RL-circuit parameters 

Заключение 
 
Сформулирована математическая постановка зада-

чи и разработан конечно-элементный алгоритм её чис-
ленной реализации, предназначенные для анализа соб-
ственных колебаний и устойчивости взаимодействую-
щей с текущей жидкостью пластины с пьезоэлементом, 
расположенным на её поверхности и подключённым к 
внешней электрической цепи. В рассматриваемом под-
ходе используется модель тонкого пьезоупругого тела, 
основанная на гипотезе плоского напряжённого состоя-
ния и равенстве нулю всех компонент векторов напря-
жённости электрического поля и электрической индук-
ции за исключением нормальных к электродированной 
поверхности пьезоэлемента. В отличие от трёхмерной 
постановки в рамках линейной теории пьезоупругости, 
также представленной в работе, данная модель позволя-
ет получить обобщённую проблему на собственные 
значения. Её решение осуществляется неявно переза-
пускаемым методом Арнольди и требует значительно 
меньше вычислительных ресурсов. 

С помощью разработанного конечно-элементного 
алгоритма исследована возможность пассивного демп-
фирования гармонических колебаний и управления гра-
ницей устойчивости пластины, взаимодействующей 
с текущей жидкостью. Механизм основан на шунтирова-
нии закреплённого на поверхности конструкции пьезо-
элемента внешней электрической цепью, состоящей из 
последовательно соединённых резистора и катушки ин-
дуктивности. Проведён анализ изменения комплексных 
собственных значений электромеханической системы в 
зависимости от параметров такой цепи, который позво-
лил подобрать их оптимальные величины для подавления 
гармонических колебаний пластины с точки зрения ско-
рости их затухания. Результаты исследования показали, 
что традиционно используемые для этой цели аналитиче-
ские выражения не приводят к оптимальному результату. 

В ходе проведения серии расчётов установлено, что 
предложенный пассивный способ управления границей 
устойчивости является неэффективным. С его помощью 
не удалось повлиять на критические скорости дивер-
генции, а наибольшее изменение границы флаттера со-
ставило всего 3 %. Фактически это означает, что макси-
мальная производительность шунтирующей RL-цепи в 
задачах данного класса очень низка, поэтому её приме-
нение нецелесообразно. 
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