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УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЕ КРУЧЕНИЕ С КОНЕЧНЫМИ ДЕФОРМАЦИЯМИ:  

СРАВНЕНИЕ АНАЛИТИЧЕСКОГО И МКЭ-МОДЕЛИРОВАНИЯ  

ДЛЯ НЕМОНОТОННО УПРОЧНЯЮЩИХСЯ ПОЛИМЕРОВ 
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 Полимерные материалы в зависимости от структуры и химического состава демонст-
рируют различные типы изотропного деформационного упрочнения. В том числе в диапа-
зоне пластического деформирования на истинной кривой «деформация – напряжение» 
может присутствовать нисходящий участок разупрочнения, вызванный ослаблением меж-
молекулярных связей, сменяющийся далее степенным упрочнением.  Законы деформиро-
вания материалов могут быть установлены из простых опытов, одним из которых часто 
выступает кручение. Для кручения тонкостенных цилиндрических образцов напряженно-
деформированное состояние практически однородно, поэтому такие опыты просто интер-
претировать. Однако при больших деформациях тонкостенных образцов возникают про-
блемы устойчивости. Для полнотелых цилиндрических образцов напряженное состояние
неоднородно, интерпретация таких опытов возможна на базе МКЭ-моделирования или с 
использованием точных или приближенных аналитических решений соответствующих 
начально-краевых задач механики. В настоящем исследовании представлено точное ана-
литическое решение упругопластической задачи кручения цилиндрического образца, спра-
ведливое для произвольного закона изотропного упрочнения. В качестве кинематики упру-
гопластического деформирования используется мультипликативная формулировка. Нели-
нейно-упругие свойства материала описываются моделью Муни – Ривлина. В условии 
пластического течения используется эквивалентное напряжение Треска, что позволяет
получить замкнутое решение. Рассчитаны интегральные характеристики процесса – кру-
тящий момент и осевая сила (эффект второго порядка). Аналитические результаты сопос-
тавлены с результатами численного моделирования в MSC.Marc, а также с доступными 
экспериментальными данными. Аналитическое решение для крутящего момента очень 
близко соответствует численному решению методом конечных элементов. Также удовле-
творительно совпадают кривые осевой силы. При умеренных деформациях аналитическое 
решение достаточно точно описывает экспериментальные результаты. 
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 Polymeric materials, depending on the structure and chemical composition, exhibit various 
types of isotropic strain hardening. In particular, in the range of plastic deformation on the "true
strain – true stress" curve, there may be a descending section of softening caused by the weak-
ening of intermolecular bonds. This softening region is further replaced by a power-law harden-
ing. The laws of deformation of materials can be established from simple experiments, one of 
which is often torsion. For torsion of thin-walled cylindrical specimens, the stress-strain state is 
practically uniform; therefore, such experiments are easy to interpret. However, stability problems 
arise at large deformations of thin-walled specimens. For solid cylindrical specimens, the stress 
state is inhomogeneous; interpretation of such experiments is possible on the basis of FEM 
modeling or using exact or approximate analytical solutions of the corresponding initial-boundary 
value problems of mechanics. In the present study, an exact analytical solution of the elastic-
plastic problem of torsion of a cylindrical sample is presented, which is valid for an arbitrary law
of isotropic hardening. The multiplicative decomposition is utilized as the kinematics of elastic-
plastic deformation. The non-linear elastic properties of the material are described by the 
Mooney – Rivlin model. In the plasticity condition, the Tresca equivalent stress is used, which 
makes it possible to obtain a closed solution. The integral characteristics of the process (torque
and axial force that represents a second order effect) are calculated. The analytical results are 
compared with the results of numerical simulations in MSC.Marc, as well as with the available
experimental data. The analytical solution for torque corresponds very closely to the numerical
solution obtained by the finite element method. Also, the curves of axial force coincide satisfacto-
rily. At moderate strains, the analytical solution accurately describes the experimental results. 
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Введение 

 
Полимерные материалы в зависимости от структу-

ры и химического состава демонстрируют различные 
типы изотропного деформационного упрочнения: ли-
нейное и степенное упрочнение, поведение, близкое к 
идеальной (неупрочняемой) пластичности, а также бо-
лее сложное, немонотонное поведение, которое включа-
ет разупрочнение после достижения «внутреннего пре-
дела текучести» с последующим «повторным упрочне-
нием» [1–5]. 

Кручение есть один из наиболее распространенных 
способов тестирования материалов, в том числе при 
больших деформациях. В частности это касается уста-
новления законов упрочнения. Образцы в виде тонко-
стенных полых цилиндров при кручении испытывают 
приблизительно однородную деформацию. Однако для 
достижения большой деформации тонкостенных образ-
цов требуется специальная оснастка для того, чтобы 
предотвратить потерю устойчивости, коробление и ис-
кривление [6]. Полнотелый цилиндр сравнительно про-
сто испытывать на кручение, однако его напряженное 
состояние неоднородно. Для материалов, упругие де-
формации которых пренебрежимо малы по сравнению с 
пластическими, есть простые формулы для описания 
кручения. Для полимерных материалов упругие и пла-
стические деформации есть величины одного порядка. 
В этом случае желательно иметь аналитические форму-

лы для крутящего момента и осевой силы. Такие фор-
мулы могут быть использованы для построения закона 
упрочнения по экспериментальным данным о кручении 
полнотелого образца. Например, аналитические зави-
симости могут быть полезны при определении парамет-
ров упрочнения методами оптимизации (в том числе 
Genetic Algorithms) [7–12]. 

В данной работе мы получаем такие зависимости для 
произвольного закона изотропного упрочнения. Был ис-
пользован ряд упрощений, в частности кусочно-
линейный пластический потенциал, который может рас-
сматриваться как приближение потенциала Мизеса. Кро-
ме того, для описания упругого поведения материала 
использован закон Муни – Ривлина, который для несжи-
маемого изотропного твердого тела является общим 
представлением упругой энергии с ошибкой четвертого 
порядка относительно градиента перемещения [13]. 

 
1. Определяющие соотношения 

 
Для аналитического исследования использована ки-

нематика упругопластического деформирования, пред-
ложенная в [14] и примененная в конечно-элементном и 
аналитическом моделировании различных проблем ин-
тенсивного деформирования [15–17]. Упомянутая ки-
нематика основана на мультипликативном разложении 

тензора градиента деформации на упругую eF  и пла-

стическую pF  составляющие 
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  e p e e p p F F F V R R U , где .p R I  

Последнее равенство означает, что пластическая 
деформация осуществляется без вращения (подробнее 

см. [17; 18]). Здесь eR  и pR  есть ортогональные тензо-

ры вращений; симметричные тензоры eV  и pU  – соот-
ветственно левый упругий и правый пластический тен-
зоры растяжений. 

Будем рассматривать симметричный эйлеров тензор 
полных деформаций (меру деформации Альманзи) 

1T c F F , где  1 T   F I u , u  есть вектор переме-

щения, связывающий начальную и актуальную конфи-
гурации,   – оператор Гамильтона в текущей конфигу-
рации, I  – единичный тензор, а также положительно 
определенный тензор меры Альманзи упругой дефор-
мации 

    1
.

Te e e 
c F F  

Дифференцируя по времени разложение e pF F U , 
можно установить следующее равенство для производ-

ной Коттер – Ривлина тензора ec  [19]: 

    1 2 1 2
2 2 2 ,e e T e e p e e p p e    c c l l c c D c c D D c  (1) 

где  e e et   c c v c ; тензор скорости пластической 

деформации определен как 

     1 1
2

Tp e p p p p e     
D R U U + U U R  ;   1T   l v FF  

есть пространственный градиент скорости; 

 t    v u u v u  есть вектор скорости. Последние 

два равенства в (1) следуют из соосности тензоров pD  

и ec , если ассоциированный закон пластического тече-

ния принимается для тензора pD  и рассматривается 

гиперупругий материал (Green elastic material); det 1e c
 

для несжимаемых материалов [19]. Здесь и далее точка 
над символом означает полную производную по време-

ни. Отметим, что эволюционное уравнение для ec , ана-
логичное (1), было получено в [20] (стр. 89, второе из 
уравнений 2.4) для вязкоупругой среды. 

Нелинейно-упругие соотношения несжимаемого 
изотропного материала для тензора напряжений Коши 
σ  имеют вид [14; 21; 22] 

 2

1 2 2

2 2 tr 2 ,e e e e
e

p p
I I I

    
          

σ I c I c c c
c

 

 1 tr eI  c ,  22
22 tr tr .e eI  c c  (2) 

Здесь скалярная функция p  вводится из-за ограни-

чений несжимаемости. Как уже упоминалось, в пред-
ставленном исследовании мы используем потенциал 
Муни – Ривлина 

   1 2 2 1 1 2

1 1 3
3 3

4 4 2
C I C I I I

         
 

, 

 1 22 C C  ,    1

1 2 1 2C C C C
   , 1 0C  , 2 0C  , 

1 1  . 

Неогуковскому материалу соответствует 1 . 
Мы полагаем, что деформирование достаточно мед-

ленное. При этом отвод тепла пластической диссипации 
достаточно интенсивный и увеличение температуры 
материала несущественно. Для квазистатического де-
формирования выполнено уравнение равновесия 

 . σ 0  (3) 

Используется условие пластичности Треска с про-
извольным изотропным упрочнением и ассоциирован-
ный с ним закон пластического течения: 

  1 3 0
2

q
 

   , p 



D

σ
, (4) 

здесь  0 1 H q     есть сдвиговой предел текучести, 

0  начальный сдвиговой предел текучести,  H q  

функция упрочнения,  0 0H  , q  – накопленная пла-

стическая деформация, определяемая уравнением 

   21 2 1 22 3 tr pq D ; 0  – скалярный пластический 

множитель; 1  и 3  – наибольшее и наименьшее глав-

ные напряжения. Эта модель, с одной стороны, может 
использоваться как некоторое приближение модели 
Мизеса, с другой стороны, ряд экспериментальных дан-
ных для полимеров соответствует поверхности текуче-
сти Треска [23–25]. Мы полагаем, что изначально изо-
тропный материал остается изотропным при монотон-
ном деформировании, хотя это вносит некоторую 
погрешность в учет эффектов второго порядка (осевая 
сила при кручении). Некоторые экспериментальные 
результаты, позволяющие оценить влияние анизотро-
пии свойств, опубликованы, например, в [26]. 

 
2. Постановка и аналитическое решение  
начально-краевой задачи 

 
Рассмотрим сплошной несжимаемый круговой ци-

линдр радиуса 1R , один торец которого полностью за-

креплен, а второй испытывает кручение вокруг оси 
симметрии. Образующая цилиндра является свободной 

поверхностью,  1 0rr R  , 1 1( ) ( ) 0r rzR R   . Высота 

цилиндра постоянна, вектор перемещений материаль-
ных точек в цилиндрическом базисе есть 

    1 cos sinr z r z       r φu e e . (5) 

где параметр нагружения  t  – угол закрутки подвиж-

ного торца, отнесенный к длине цилиндра. Тогда вектор 
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скорости есть просто trz  φv e , а пространственный 

градиент скорости имеет вид 

 t tz r       r φ φ r φ zl e e e e e e . Чисто упругое кру-

чение в этом случае описывается универсальным реше-
нием Ривлина [21; 27]. Компоненты тензора напряже-
ний (2) удовлетворяют равенствам 

1

2
p


     , 2zz     ,  

  1
1

2rr p


       , 2 21 .z      (6) 

Функция p  определяется интегрированием уравне-

ния равновесия   0rr rrr r      . Значок «~» 

над символом обозначает нормирование величины на 
модуль сдвига  . Здесь введены обозначения 

 2e e
zzс с   , 2 0e e

zzс с   . (7) 

При определенной величине *  начинается пла-

стическое течение материала на поверхности 1r R ; при 
*  в образце есть упругопластическая граница 

epr r , которая движется к оси симметрии. Радиальное 

напряжение и упругие деформации непрерывны на уп-
ругопластической границе. Мы полагаем, что вектор 
перемещений после наступления пластического течения 
имеет тот же вид (5), то есть точки материала движутся 
по дугам окружности [3; 6; 28–30]. Равенства (6), кото-
рые следуют из упругого закона (2), верны и в упругой, 
и в пластической областях с той разницей, что в упругой 

области компоненты тензора ec  совпадают с компонен-
тами меры Альманзи полных деформаций c , а в пласти-
ческой области определяются эволюционным уравнени-
ем (1); функция p  также определяется отдельно в каж-

дой области интегрированием уравнения равновесия и 
непрерывна на упругопластической границе. 

Из (5) следует координатное представление в ци-
линдрическом базисе 

 

     
     

1

1

1

1 cos sin sin

sin 1 cos cos ,

0 0 0

r r r

T r

z z z

uu u u

r r r z

u u uu

r r r z

u u u

r r z

z z r z

z z r z



  

   
    

   
    

   
   
     

      
       
 
 

u

 

тогда представление тензора меры Альманзи есть 

   

   
   
   

     
     

 

1

2

cos sin 0

sin cos 0

sin cos 1

cos sin sin

sin cos cos

0 0 1

1 0 0

0 1 .

0 1

TT

z z

z z

r z r z

z z r z

z z r z

r

r r

            
   

     
       

     
         
 
 

 
 

   
      

c F F I u I u

 

В упругой области epr r  тензор меры Альманзи 

упругой деформации совпадает с мерой полной дефор-
мации, его ненулевые компоненты есть 

1e
rr rrс с  , 1eс с   ,  2

1e
zz zzс с r    ,  

 .e
z zс с r     (8) 

После начала пластического течения в точке мате-
риала упругие деформации начинают изменяться в со-
ответствии с уравнением эволюции (1) и больше не оп-
ределяются равенствами (8). Поскольку при упругом 
деформировании радиальное напряжение rr  есть про-

межуточное главное напряжение [28–30], разумно пола-
гать, что в пластической области это остается верным, 
по крайней мере в пределах некоторого угла поворота. 
Этот случай соответствует наиболее простому варианту 
уравнений упругопластической задачи, для которых мы 
выводим точное аналитическое решение. Тогда ради-
альная компонента скорости пластической деформации 

по (4) равна нулю, 0p
rrD  . Тогда по (1) с учетом (7) и 

условия несжимаемости det 1e c  имеем 

   0e
rr t

c  , 1e
rrс  , 2 21 1e e e

z zzс с с       . (9) 

Этого достаточно, чтобы заключить, что главные 
значения тензора напряжений 

 2 rr   , 
2

2
1,3 2 2

zz zz
z

 


    
    

 

   
   (10) 

при 1 1   и 1  удовлетворяют соотношениям 

 
 

2
1 2

2
2 3

1 1 0,

1 1 0.

       

       

 

 
 

Таким образом, при развитии пластического тече-
ния не может произойти смена грани в условии текуче-
сти Треска, радиальное напряжение rr  остается про-

межуточным главным на протяжении всего процесса 
деформирования. Пластическое течение в любой точке 
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образца начинается, когда 1 3 02     . Закон движения 

упругопластической границы  epr   есть 

    2 2
02 1 1epr      . (11) 

Из (11) видно, что образец не может полностью пе-
рейти в пластическое состояние при конечном угле по-
ворота  . 

Теперь мы будем искать решение эволюционного 
уравнения (1) для тензора упругой деформации в пла-

стической области  epr r  . Для этого понадобятся 

некоторые предварительные заключения. 
Во-первых, мы выведем конвективную производ-

ную в (1) как 

    
 .

e e
t rr

e
t z

z с с

z с





       

    

e
r φ φ r

r z z r

v с e e e e

e e e e
 

Во-вторых, из ассоциированного закона (4) и равен-
ства (10) мы можем заключить, что ненулевые компо-

ненты скорости пластической деформации pD  есть 

 
2 2

zzp p
zzD D 



 
 



 


, .
2

p
z zD 


 





 (12) 

Две независимые компоненты уравнения (1) пред-
ставляют собой связанную систему ОДУ, которая со-
держит пространственную переменную r  в качестве 
параметра: 

    2
2

e e e e
zzt

c c c с  

     
,  

     2 2 1.
2

e e e e e e
zz zz zz t zzt

c c с c r с с 

        
 (13) 

Мы будем искать решение в пластической области в 

виде функций  q  и  q , полагая, что накопленная 

пластическая деформация в свою очередь есть функция 

автомодельной переменной r  , то есть  q q  . 

Прежде всего, по определению q , с учетом того, что 

для рассматриваемой задачи q q t  , имеем согласно 

(12) с учётом (6): 

 2 22
tr 1.

3 3
pq

t

 
   

 
D


 

С учетом (9) и предыдущего выражения полусумма 
и полуразность уравнений (13) задают следующие 
уравнения для   и  : 

2 2 23 1 1
q 

      
 

,  

 2 2

2
3 1 .

1

q  
    

   
 (14) 

Исключая 2 21    из этих уравнений и перехо-
дя к независимой переменной q , имеем 

 2

2

1 1
1.

3 31

d d

dq dq

  
    

 
 (15) 

Далее условие пластичности с учетом (6) приводит 
к равенству 

 21 ,    (16) 

где   есть известная функция накопленной пластиче-
ской деформации q . Тогда (15) есть линейное ОДУ 

относительно функции  q . Его решение есть 

 
   

0 0

3 3
2 1

0

1 1 3

q

qf d f d

q e e d



    


           
  

  ,  

   1 21 .f q       (17) 

Это решение удовлетворяет условию 

  2
00 1 1      на упругопластической границе 

epr r , которое следует из (8) и (11). 

Теперь нам известны   и   в пластической облас-
ти как функции накопленной пластической деформации 
q  (уравнения (16) и (17)). Пространственное распреде-

ление q  устанавливается из (14) непосредственным 

интегрированием: 

 
2 2 2

0

3 ,
1

q

ep

d dq
r r

dq

  
     

    


  
 

 (18) 

здесь epr   есть константа, определяемая по (11). 

 
3. Напряженное состояние. Крутящий момент  
и осевая сила 

 
С учетом (6) уравнение равновесия (3) 

   1rr rrr r        с граничным услови-

ем  1 0rr R   позволяет найти функцию p : 

   11
1 .

2

R

r

p dr
r

 
      

Это выражение справедливо как в пластической, так 
и в упругой области (при этом, естественно, выражения 

для  r  и  r  в этих областях различаются). 

Тогда осевое напряжение определяется по формуле 

   1 1
1 .

R

zz

r

dr
r

 
      

Интегрируя это выражение по частям, найдем сред-
нее осевое напряжение как 
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1 1

2 2
1 10 0

2 1
3 1 .

R R

zz zz rdr rdr
R R

           

Крутящий момент есть 

1 1

2 2 2 2

0 0

2 2 1 .
R R
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Поскольку в упругой области функции  r  и  r  

известны в явном виде по (8), а в пластической области 
только в параметрической форме (с накопленной пла-
стической деформацией q  в качестве параметра), за-

пишем выражения для крутящего момента и среднего 
осевого напряжения в следующем виде: 
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(20) 

Первые слагаемые в формулах (19) и (20) соответ-
ствуют вкладу упругой зоны, вторые – пластической. В 

этих формулах  r  как функция q  определяется ра-

венством (18),  q  задана формулой (17); epr   есть 

константа, определяемая по (11). Значение накопленной 
пластической деформации на внешней поверхности 

образца  1q R   может быть вычислено как корень ал-

гебраического уравнения (18) при 1r R . До начала пла-

стического течения    2

11 8 3zz R     и 

  4
11 2M R  . 

 
4. Результаты и их обсуждение 

 
4.1. Сопоставление аналитической модели  
и результатов FEA-пакета MSC.Marc  

 
Тестовые расчеты проведены для следующих моде-

лей нелинейного упрочнения (рис. 1): 
– квадратичное упрочнение 

   2 ;H q hq  (21) 

– немонотонное упрочнение [5] 

  
 2

0 0

1
.

1

q q
H q

q q q

 
  
  

 (22) 

 

Рис. 1. Кривые законов упрочнения. Черная линия –  

уравнение (21) с параметром 4 3h , синяя линия –  

уравнение (22) с параметрами 1 , 15 , 0 0,05q   

Fig. 1. Hardening curves: the black line corresponds to Eq. (21) 

with the parameter 4 3h , the blue line corresponds to Eq. (22) 

with the parameters 1 , 15 , 0 0.05q   

 
Аналитическое решение задачи сравнивается с чис-

ленным, полученным методом конечных элементов в 
системе MSC.Marc. Так как анализ предполагает боль-
шие повороты относительно оси симметрии, то, согласно 
рекомендациям [31], будет использоваться полная трех-
мерная модель. Кроме того, необходимость использова-
ния трехмерной модели вызвана также способом задания 
определяющих соотношений, который недоступен для 
других типов элементов. Геометрические размеры образ-
ца: радиус 1 1R 

 
м, высота 1 м. Конечно-элементная мо-

дель цилиндрического образца представлена на рис. 2.  

 

Рис. 2. Конечно-элементная модель образца 

Fig. 2. Finite element model of the sample 

 
Для решения задачи кручения используется элемент 

типа 7, который представляет собой восьмиузловой, 
изопараметрический, произвольный шестигранник. По-
скольку в этом элементе используются трилинейные 
функции интерполяции, деформации имеют тенденцию 
быть постоянными по всему элементу. Это приводит к 
плохому представлению поведения сдвига. Характери-
стики сдвига (или изгиба) улучшаются, если использо-
вать альтернативные функции интерполяции с помо-
щью процедуры Assumed strain [31].  
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Рис. 3. Распределение интенсивности напряжений по Мизесу в результате кручения цилиндрического образца 

Fig. 3. The von Mises stress intensity distribution as a result of torsion of a cylindrical sample 

 
Для почти несжимаемого поведения, включая пла-

стичность или ползучесть, используется альтернативная 
процедура интегрирования (опция Сonstant dilatation) 
[31]. На основе анализа решений задачи кручения с раз-
ными сетками выбран вариант модели с 3840 элементами 
и количеством шагов по параметру нагружения, равным 
100 (рис. 2, 3). 

Материал цилиндрического образца задается по-

тенциалом Муни – Ривлина    1 2 2 13 3C I C I     с 

константами 1 25C   МПа, 2 0C   МПа. Предел текуче-

сти по критерию Мизеса равен 03 17,32y k    МПа, 

при этом выполняется условие 0 / 0,2,   где 

50 МПа, 0 10   МПа. Пластическое упрочнение 

задается законами (21) или (22) (см. рис. 1). 
Граничные условия: 
– вдоль оси цилиндра перемещения 0x yu u  ; 

– на торце цилиндра снизу 0x y zu u u   ; 

– на торце цилиндра сверху 0zu  .  

– перемещения xu , yu , обеспечивающие кручение, 

задаются на верхнем торце.  
Решение конечно-элементных уравнений выполняется 

пошаговым интегрированием, поэтому перемещения 
должны задаваться в приращениях, которые могут быть 
получены через скорость в текущей системе координат: 

* *
t x yt rz t yz t xz t           φu v e e e , 1t   ( t  – 

приращение параметра нагружения,   *t t   ). Таким 

образом, *
xu yz t    , *

yu xz t    , где максималь-

ный угол закручивания задан величиной 2,5 радиан. 
Для учета пластических деформаций в законе Муни – 

Ривлина можно воспользоваться реализованной в сис-
теме Marc моделью параллельной реологической струк-
туры – Parallel Rheological Framework (PRF) [31], в ко-
торой каждая ветвь может представлять нелинейную 
вязкоупругую модель (в том числе основная ветвь) или 
нелинейную упругопластическую модель материала. 
Подобный способ используется для построения опреде-

ляющих уравнений модели упруговязкопластических 
свойств термопластических полимеров [32]. В данном 
случае будет рассматриваться схема модели (рис. 4) 
состоящая из двух параллельных ветвей, одна из кото-
рых, являющаяся основной, содержит упругий элемент 
(1), а другая – упругий (2) и пластический (3) элементы. 
Упругий элемент (1) моделирует закон Муни – Ривлина, 
упругий элемент (2) – материал OGDEN, но с констан-
тами, обеспечивающими идентичность материала упру-
гого элемента (1). В качестве условия пластичности в 
элементе (3) используется критерий Мизеса. При этом 
для данной ветви предполагается мультипликативное 
разложение градиента деформации на упругую и пла-
стическую часть. Выбор такой схемы вызван ограниче-
ниями в определении определяющих соотношений по 
модели параллельной реологической структуры в сис-
теме Marc [31]. 

 

Рис. 4. Схема упругопластической модели 

Fig. 4. Scetch on the elastoplastic model 

 
При данной комбинации в каждой из ветвей напря-

жения в элементах одинаковы, а в материале в целом 
общее напряжение есть сумма напряжений в ветвях: 

1 2 σ σ σ , где 1σ  – напряжения, образующиеся вызван-

ной деформацией по модели Муни – Ривлина, 2σ  – об-
разующиеся напряжения по модели материала Муни – 
Ривлина с учетом пластических деформаций, σ  – на-
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пряжения всей системы. Общая деформация системы 
равна деформациям, возникающим в каждой из ветвей. 

Таким образом, для определения зависимости на-
пряжений от деформаций или угла скручивания по мо-
дели материала Муни – Ривлина с учетом пластических 
деформаций необходимо решить задачи кручения с оп-
ределяющими соотношениями по модели материала 
Муни – Ривлина и по модели, реализованной схемой на 
рис. 4, а затем вычислить напряжения для соответст-
вующих деформаций: 

 2 1 σ σ σ . (23) 

После решения задачи в Marc результаты для узлов 
конечных элементов выводятся в декартовой системе 
координат, тогда выражения для крутящего момента и 
среднего осевого напряжения будут определяться фор-
мулами 

1 1

1

2 2

0 0
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2 2 ( cos sin )
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2 1
R

zz zz zz

S

rdr dS
R R

    
  , 

где S – площадь верхнего торца цилиндра. 
Используя формулу Ньютона – Котесса [33] для 

торцевых элементов (для граней восьмиузловых эле-

ментов, находящаяся на торце), вычисляется момент 
и осевая сила по узловым значениям напряжений: 

 
4

1

1
( ( , ) ( , ) )

4
e

yz i i i xz i i i
e i

M x y x x y y S


     

4

2
11

1 1
( , ) ,

4
e

zz zz i i
e i

x y S
R 

  
   

где eS  – площадь четырехузловой грани элемента 

с номером e, ,i ix y  – координаты узлов элемента e. Сум-

мирование проводится по всем граням элементов, рас-
положенных на торце цилиндра.  

В итоге искомые значения нормированных величин 
крутящего момента и среднего осевого напряжения для 
каждого значения деформации, с учетом (23) могут 

быть найдены по формулам:  1M M M   , 

 1

zz zz zz      . 

Результаты расчета в MSC. Marc сопоставлены с 
аналитическими результатами на рис. 5 и 6. Для крутя-
щего момента аналитические и численные результаты 
находятся в хорошем согласовании. Осевая сила не-
сколько выше в численных результатах. Это может 
быть вызвано тем, что аналитическое решение основано 
на модели Треска, которая не учитывает влияние про-
межуточного главного напряжения и соответствующей 
ему радиальной компоненты скорости пластической 
деформации. 

 
 

 

а       b 

Рис. 5. Кривые крутящего момента (а) и среднего осевого напряжения (b). Упругая модель неогуковского тела с 50  МПа.  

Монотонное квадратичное упрочнение (21) с параметром 4 3h  ; начальный сдвиговой предел текучести 0 10   МПа. Красная 

сплошная линия – после начала пластического течения в образце, синяя штриховая линия – чисто упругое деформирование  
образца. Круговые маркеры соответствуют численному решению в MSC. Marc, линии соответствуют аналитическому решению 

Fig. 5. Torque (a) and average axial stress (b). Elastic model of a neo-Hookean solid with 50  MPa. Monotonic quadratic hardening (21) 

with parameter 4 3h  ; initial shear yield strength 0 10   Mpa. Red solid line corresponds to elastoplastic deformation of the sample, blue 

dashed line corresponds to purely elastic deformation of the sample. The circle markers correspond to the numerical solution in MSC. Marc,  
                                                                    the lines correspond to the analytical solution 
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а        b 

Рис. 6. Кривые крутящего момента (а) и среднего осевого напряжения (b). Упругая модель неогуковского тела с 50  МПа.  

Немонотонное упрочнение (22) с параметрами 1 , 15 , 0 0,05q  ; начальный сдвиговой предел текучести 0 10   МПа.  

Красная сплошная линия – после начала пластического течения в образце, синяя штриховая линия – чисто упругое деформирование  
образца. Круговые маркеры соответствуют численному решению в MSC. Marc, линии соответствуют аналитическому решению 

Fig. 6. Torque (a) and average axial stress (b). Elastic model of a neo-Hookean solid with 50  MPa. Nonmonotonic hardening (22) with 

parameters 1 , 15 , 0 0.05q  ; initial shear yield strength 0 10   MPa. Red solid line corresponds to elastoplastic deformation of the 

sample, blue dashed line corresponds to purely elastic deformation of the sample. The circle markers correspond to the numerical solution 
in MSC. Marc, the lines correspond to the analytical solution 

4.2. Сравнение с экспериментальными данными 
 
Мы провели сравнение аналитической модели с 

доступными экспериментальными данными о кручении 
полнотелых цилиндров без изменения их высоты (стес-
ненное кручение, fixed-end torsion). Это данные из [34] 
для поликарбоната (PC), а также из [35] для полиметил-
метакрилата (PMMA). 

В первой из указанных работ кручению был под-
вергнут образец (PC) диаметром 31,75 мм и высотой 
8,89 мм; угловая скорость испытания 0,25 град/с. Это 
соответствует скорости деформации на внешней по-

верхности образца   1
1 3 0.04R t с   . Максималь-

ная достигнутая величина 1R   в эксперименте состав-

ляла 1,4 (эквивалентная пластическая деформация 

меньше 1 3 0,81R   ). 

Во второй работе испытаны образцы (PMMA) диа-
метром 10 мм и высотой 42 мм; угловая скорость испы-
тания 25 град/с. Это соответствует скорости деформа-
ции на внешней поверхности образца 

  1
1 3 0.03R t с   . Отметим, что в [35] испытыва-

лись предварительно деформированные осевым усили-
ем образцы. Максимальная достигнутая в эксперименте 
величина 1 0.63R   до разрушения образца (для образца 

с начальным осевым сжатием 1.25 МПа). Эквивалент-

ная пластическая деформация меньше 1 3 0.36R   . 

В (24) (таблица) мы модифицировали закон упроч-
нения [5], главным образом для учета неквадратичного 
роста предела текучести материала при больших де-
формациях. В расчетах использована упругая модель 
неогуковского тела. Модули сдвига определены соглас-
но [36] как 3E , где E  есть модуль Юнга. Парамет-

ры закона упрочнения и начальный предел текучести 
определены по экспериментальным кривым [34], кото-
рые получены при испытании материалов на одноосное 
сжатие. Все указанные параметры соответствуют ука-
занным скоростям деформации кручения и температуре 
25 °C. Отметим, что скорость деформации меняется по 
радиусу образца и выбор фиксированной величины 
скорости деформации вносит некоторую погрешность в 
модель (в меньшей степени для PC, поскольку при ско-
рости деформации, меньшей 0,04,  этот материал про-

являет более стабильные величины упругих и пластиче-
ских параметров).  

Параметры материалов, использованные  
при моделировании 

Materials parameters used in the simulation 

Мате-
риал 

Мо-
дуль 
сдвига 
 , 

МПа 

Началь-
ный пре-
дел теку-
чести на 
сдвиг 0 , 

МПа 

Параметры закона упрочнения 

 0 1 H q       , 

   
 

** 0
2

0 *

2

1
nq q

H q Aq
q q

 
 

 
 (24)

* , МПа *q  A  n  

PC 550 22,5 37,5 0,05 2,0 2,6 
PMMA 1100 44 75 0,05 0,6 2,4 

 
Кроме того, даже при стандартизированной предва-

рительной обработке образцов, включающей отжиг и 
выдержку, экспериментальные данные имеют некото-
рый разброс (см., например [37]). Поэтому расчет для 
PC можно прогнозировать как более точный, поскольку 
параметры материала и экспериментальные данные по 
кручению взяты из одного и того же исследования. Ис-
тинные кривые «деформация – напряжение» в работе 
[35] не приведены. На рис. 7 приведены кривые, по-
строенные по модели (24) (см. таблицу). 



Севастьянов Г.М., Бормотин К.С. / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2023) 124–136 

 133

 

Рис. 7. Кривые предела текучести на сдвиг PC и PMMA  
по модели (24) 

Fig. 7. Curves of the shear yield strength of PC and PMMA  
according to the model (24) 

 
На рис. 8–11 результаты аналитической модели со-

поставлены с экспериментальными данными. По осям 
абсцисс везде отложена величина поверхностной де-
формации образца 1R  . Мы уже упоминали, что в ис-

следовании [35] образцы нагружались осевым усилием 
в дополнение к крутящей нагрузке. Мы выбрали для 
сопоставления наименее сжатый образец (с начальным 
осевым давлением 1,25 МПа). Судя по графику [34] 
экспериментально зафиксированного осевого усилия, к 
образцу также была приложена малая начальная на-
грузка (в этом случае растягивающая, порядка 200 Н). 

 

 

Рис. 8. Крутящий момент (в Н м ) для полиметилметакрилата 
(PMMA). Точками отмечены экспериментальные данные 

(воспроизведены по [35, рис. 6]) 

Fig. 8. Torque (in Н м ) for polymethyl methacrylate (PMMA). 
Dots mark experimental data (reproduced after [35, Fig. 6]) 

В целом прогноз крутящего момента более точный, 
чем прогноз осевого усилия. Экспериментально зафик-
сированный рост осевого усилия для образца из PMMA 
с начальным осевым давлением 1,25 МПа при 1 0,3R   

[35] соответствует участку разупрочнения материала и 
не прогнозируется аналитическим решением. Отметим, 
что для остальных образцов, сильнее нагруженных 
предварительным осевым давлением [35], на этом уча-
стке кривой деформирования осевое усилие падает.  

 

Рис. 9. Среднее осевое давление zz , МПа для полиметил-

метакрилата (PMMA). Точками отмечены экспериментальные 
данные (воспроизведены по [35, рис. 6]) 

Fig. 9. Average axial pressure zz , MPa for polymethyl  

methacrylate (PMMA). Dots mark experimental data  
(reproduced after [35, Fig. 6]) 

 

Рис. 10. Крутящий момент (Н м ) для поликарбоната (PC). 
Точками отмечены экспериментальные данные  

(воспроизведены по [34, рис. 7, d]) 

Fig. 10. Torque (Н м ) for polycarbonate (PC). Dots mark  
experimental data (reproduced after [34, Fig. 7, d]) 

 

Рис. 11. Осевое усилие 2
1 zzQ R    (в ньютонах) для  

поликарбоната (PC). Точками отмечены экспериментальные 
данные (воспроизведены по [34, рис. 7, e]) 

Fig. 11. Axial force 2
1 zzQ R    (in newtons)  

for polycarbonate (PC). Dots mark experimental data  
(reproduced after [34, Fig. 7, e]) 

Наблюдаемые расхождения лишь отчасти объясня-
ются упомянутой разницей в свойствах реального об-
разца в [35] и использованными для моделирования 
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данными об одноосном сжатии PMMA из [34]. Главной 
причиной может являться то, что кривые упрочнения 
полимерных материалов при сдвиге, вообще говоря, 
могут существенно отличаться от соответствующих 
кривых при одноосной деформации сжатия или растя-

жения [38] из-за изменения микроструктуры материала. 
В таком случае модели упрочнения для сдвиговой де-
формации могут быть построены с использованием по-
лученного в настоящем исследовании  аналитического 
решения с помощью методов оптимизации. 
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