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ИССЛЕДОВАНИЕ ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОГО СОСТОЯНИЯ  

КОНЕЧНОЙ МНОГОСВЯЗНОЙ ТОНКОЙ ПЛИТЫ 
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 С использованием комплексных потенциалов теории изгиба тонких электромагнитоуп-
ругих плит получено решение задачи об изгибе конечной плиты с произвольными отвер-
стиями и трещинами. При этом с помощью конформных отображений, разложений голо-
морфных функций в ряды Лорана и по полиномам Фабера и удовлетворения граничным
условиям на контурах плиты обобщенным методом наименьших квадратов задача сведена
к решению переопределенной системы линейных алгебраических уравнений методом 
сингулярных разложений. Описаны результаты численных исследований для круговой
плиты с круговым отверстием, круговой плиты с внутренней или краевой трещиной, для
плиты с двумя внутренними отверстиями или внешними выемами. Исследованы законо-
мерности влияния физико-механических свойств материала плиты и геометрических ха-
рактеристик отверстий, трещин и выемов на значения изгибающих моментов и коэффици-
ентов интенсивности моментов для концов трещин. Установлено, что влияние учета пье-
зосвойств материала на значения изгибающих моментов в плите велико и ими при
исследовании напряженно-деформированного состояния пренебрегать нельзя, то есть 
нужно решать задачу электромагнитоупругости, а не задачу классической теории изгиба 
анизотропной плиты, к тому же при действии только электромагнитного поля в пьезоплите
возникают достаточно большие изгибающие моменты (следовательно, напряжения и де-
формации), и их можно найти только решая задачу электромагнитоупругости. Определено, 
что трещину в плите можно рассматривать как эллиптическое отверстие, у которого отно-
шение полуосей менее 10–3, и в этих случаях можно вычислять коэффициенты интенсив-
ности механических и электромагнитных моментов. Также установлено, при каких рас-
стояниях между контурами влияние одного из них на напряженно-деформированное со-
стояние около другого незначительно и им можно пренебречь. 
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 The problem of bending a finite plate with arbitrary holes and cracks is solved with the use
of complex potentials of the theory of bending of thin electro-magneto-elastic plates. Moreover, 
with the help of conformal mappings, expansion of holomorphic functions into the Laurent series 
or Faber polynomials owing to satisfaction of boundary conditions on the contours of the plate by
the generalized least squares method, the problem is reduced to solving an overdetermined 
system of linear algebraic equations by the method of singular value decompositions. Results of 
numerical investigations for a circular plate with a circular hole, for a circular plate with an internal
or edge crack, for a plate with a two circular internal holes or external recesses are reported. We 
study how physical and mechanical properties of the plate material and geometric characteristics
of holes, cracks and recesses influence the values of the bending moments and moments inten-
sity factors for the crack ends. It is important to consider the piezoproperties of the material on
the values of bending moments in the plate. They cannot be neglected in the study of the stress-
strain state, that is, it is necessary to solve the problem of electro-magneto-elasticity, and not the 
problem of the classical theory of bending of an anisotropic plate. Moreover under the electro-
magnetic field in the piezoelectric plate there are sufficiently large bending moments (hence
stresses and deformations), and they can be found only by solving the problem of electro-
magneto-elasticity. It is determined that a crack in a plate can be considered as an elliptical hole,
in which the ratio of the semiaxes is less than 10–3, and in these cases it is possible to calculate 
the intensity factors of mechanical and electromagnetic moments. We also outline the distances
between the contours, which have an insignificant influence of one of them on the stress-strain 
state around the other and can be neglected. 
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Введение 

 
Пьезоматериалы получили широкое распростране-

ние в современной науке и технике [1–9]. Под действи-
ем различных механических сил, тепловых и электро-
магнитных полей в элементах конструкций из таких 
материалов могут возникать высокие концентрации 
напряжений, что нужно учитывать при проектировании 
конструкций. Следовательно, необходимо иметь высо-
коэффективные методы определения электромагнито-
упругого состояния (ЭМУС) тел из пьезоматериалов, 
что к настоящему времени выполнено в ряде фундамен-
тальных работ [10–13]. Наибольшее распространение в 
качестве элементов конструкций получили тонкие пла-
стинки, находящиеся в условиях обобщенного плоского 
напряженного состояния или поперечного изгиба (тон-
кие пьезоплиты). В работах [14–20] предложены раз-
личные методы определения ЭМУС пьезоплит простой 
геометрической формы из материалов, имеющих про-
стейшую микроструктуру. Однако в большинстве слу-
чаев элементы конструкций изготавливаются из мате-
риалов, обладающих общими электромагнитоупругими 
свойствами, более того, они могут иметь технологиче-
ские отверстия, трещины и инородные включения, 
вблизи которых возникают высокие концентрации на-
пряжений, приводящие к потере прочности конструк-
ций. При исследованиях напряженно-деформированн-
ного состояния многосвязных сред результаты с доста-

точно высокой точностью позволяют получать методы, 
использующие комплексные потенциалы. Они широко 
применялись при решении плоской задачи теории упру-
гости анизотропного тела [21], плоской задачи электро-
магнитоупругости [22]. В теории изгиба тонких элек-
тромагнитоупругих плит комплексные потенциалы бы-
ли введены в статьях [23; 24], причем в статье [23] при 
построении теории известные гипотезы изгиба тонких 
плит Кирхгоффа дополнены условиями наличия в каж-
дой точке плиты плоскости материальной симметрии, 
параллельной срединной плоскости и условиями на ин-
дукции поля, а в работе [24] последняя гипотеза заме-
нена условиями на потенциалы поля: скалярные потен-
циалы действующих на плиту электрического и маг-
нитного полей зависят линейно от координаты по 
толщине, т.е.  

0( , ) ( , )х y z х y   , 0( , ) ( , )х y z х y   , 

где 0 ( , )х y , 0 ( , )х y  – плотности по толщине плиты 

потенциалов электрического и магнитного полей; пока-
зана идентичность всех соотношений, получаемых при 
первом и втором подходов. 

В данной работе с использованием комплексных 
потенциалов построено общее решение задачи об изги-
бе конечной пьезоплиты с произвольными отверстиями 
и трещинами. При этом с помощью конформных ото-
бражений и разложений голоморфных функций в ряды 
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Лорана и по полиномам Фабера комплексные потен-
циалы представлены в виде рядов с неизвестными ко-
эффициентами, определяемых из граничных условий на 
контурах плиты обобщенным методом наименьших 
квадратов (ОМНК) [25]. Для круговой плиты с отвер-
стием или трещиной, с двумя отверстиями или внешни-
ми выемами проведены численные исследования, с по-
мощью которых установлены закономерности измене-
ния ЭМУС в зависимости от физико-механических 
свойств материала плиты и геометрических характери-
стик отверстий, трещин и выемов.  

 
1. Постановка и метод решения задачи 

 
Рассмотрим тонкую электромагнитоупругую плиту с 

отверстиями и трещинами в прямоугольной декартовой 
системе координат Oxy. В случае криволинейных отвер-
стий их контуры можно аппроксимировать дугами эл-
липсов или берегами прямолинейных трещин, которые 
рассматриваются как частный (предельный) случай эл-
липтических отверстий. Поэтому будем считать, что 
плита занимает многосвязную область S , ограниченную 

внешним контуром 0L  и контурами эллиптических отвер-

стий lL   1,l    с полуосями la , lb  (рис. 1), причем в 

локальных системах координат l l lO x y  с началами в цен-

трах эллипсов lL  и осями l lO x , направленными вдоль по-

луосей la , их параметрические уравнения имеют вид 

 cosl lx a  , sinl ly b  ,  (1) 

а в основной системе координат Oxy  – вид 

0 cos sinl l l l lx x x y     , 

 0 sin cosl l l l ly y x y     ,  (2) 

где l  – угол между положительными направлениями 

осей Ox  и l lO x , отсчитываемый от положительного 

направления Ox  против часовой стрелки; 0lx , 0ly  – 

координаты начала локальной системы l l lO x y  в основ-

ной системе Oxy ;   – параметр, изменяющийся в ин-

тервале от 0  до 2 . Плита находится под действием 

приложенных к ее контурам lL  0,l    механических 

изгибающих моментов  lm s , поперечных сил  lp s , 

моментов электрической индукции  dlm s  и магнитной 

индукции  blm s , причем для упрощения вида приво-

димых соотношений будем считать, что главные векто-
ры поперечных усилий и главные моменты механиче-
ских и электромагнитных воздействий равны нулю на 
каждом из контуров плиты. 

Если для решения задачи об определении ЭМУС 
плиты использовать комплексные потенциалы электро-
магнитоупругости [23; 24], то оно сводится к нахожде-

нию из соответствующих граничных условий функций 

( )k kW z   k 1, 4  обобщенных комплексных пере-

менных  

 k kz x y  ,  (3) 

где k  – корни характеристического уравнения 

 

Рис. 1. Схема расчетной области 

Fig. 1. Scheme of the computational domain 

 

     
     
     

4 3 3

3 2 2

3 2 2

0
s g p

g

p

l l l

l l l

l l l
 

 

  
   
  

; 

 lij   – полиномы вида 

    4 3 2
4 22 26 12 66 66 11l 4 2 2 4s D D D D D D            , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 11l 2 2g g g g g g gC C C C C C          , 

     3 2
3 22 12 26 21 16 112 2p p p p p p pl C C C C C C          , 

  2
2 22 12 112l C C C         ,  

  2
2 22 12 112l C C C         ,  

  2
2 22 12 112l C C C         ;  

ijD  и gijC , pijC , ijC , ijC , ijC  – упругие и электромаг-

нитные жесткости плиты, которые выражаются через 

ijs  (коэффициенты деформации материала, измеренные 

при постоянных индукциях электромагнитного поля), 

ijg , ijp  (пьезоэлектрические и пьезомагнитные модули 

деформаций и напряженностей, измеренные при посто-
янных напряжениях и индукциях), ij , ij , ij  (коэф-

фициенты диэлектрической, магнитной и электромаг-
нитной восприимчивостей соответственно, измеренные 
при постоянных напряжениях) [23; 24]. 

Функции  k kW z  определены в областях kS , полу-

чаемых из области S  аффинными преобразования-

ми (3) и ограниченных контурами klL , соответствую-

щими контурам lL  при этих преобразованиях, и в рас-

сматриваемом случае имеют вид  

0L

1L
 

2L

L

l

 

lL

xO

y ly la
lb

lO

lx
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0

( ) ( )k k kl k

l

W z W z


 


,  (4) 

в котором  0k kW z  – функции, голоморфные внутри 

внешних контуров 0kL ;  kl kW z   1,l    – функции, 

голоморфные вне контуров отверстий klL . Для построе-

ния указанных функций используем конформные ото-
бражения. 

Учитывая параметрические уравнения (1) эллип-

сов lL  и известные равенства 
1 1

cos
2
      

, 

1
sin

2

i        
, ie   , на основе формул (2) и (3) 

получим связи между граничными значениями   и 

k kt x y  . Заменив эти граничные значения на их 

значения kl  и kz  в областях, найдем конформные ото-

бражения внешностей единичных кругов 1kl   на 

внешности эллиптических контуров klL  в виде [26] 

 kl
k k l kl kl

kl

m
z z R

 
     

,  (5) 

где 

0 0kl l k lz x y  , 

   cos sin sin cos

2
l l k l l l k l

kl

a ib
R

      
 , 

   cos sin sin cos

2

l k l l l k l

kl
kl

la ib
m

R

      
 . 

Тогда функции  kl kW z   1,l   , голоморфные 

вне контуров klL , включая бесконечно удаленную точ-

ку, после конформных отображений (5) будут голо-

морфными вне единичных кругов 1kl  , включая бес-

конечно удаленную точку, и их можно разложить в ря-
ды Лорана по отрицательным степеням kl , т.е.  

  
1

kln
kl k n

kln

a
W z





 
 .  (6)  

Функции  0k kW z  голоморфны в односвязных облас-

тях, ограниченных контурами 0kL , и их можно разло-

жить в ряды по полиномам Фабера для этих областей  

   0 0 0

0

k k k n k n k

n

W z P z




   . 

При этом  0k n kP z  – полиномы Фабера, для кото-

рых имеют место выражения [27] 

00 1kP  , 

     0 0 0 01 0 00...
n

k n k k n k k k k k kP z z z z z        

( 1, 2, ...n   ). 

Тогда для  0k kW z будем иметь 

 

   

 

 

0 0 0 0

0 0

0 0 0

0

0 0

0

.

n
p

k k k n k p k k

n p

p

k k k n k p

p n p

n

k n k k

n

W z z z

z z

a z z



 

 

 





     

    

 
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  (7) 

Здесь 0 0 0k n k p k n

p n

a




   , а при перестановке по-

рядка суммирования учтено, что мы имеем дело с абсо-
лютно сходящимися рядами. Но так как в численных 
реализациях описываемых решений приходится иметь 
дело с конечными рядами, то выполнение последнего 
условия можно не требовать. 

Заметим, что если контур 0L  является эллипсом с 

полуосями 0a , 0b , то для полиномов Фабера имеют ме-

сто выражения [27] 

00 1kP  ,   0
0 0

0

n
n k

k n k k n
k

m
P z   


. 

Учитывая это, из конформных отображений  (5) для 
них получим следующие рекуррентные соотношения  

00 1kP  ,   0 0
01 00

0 0

k k k k
k k k

k k

z z z z
P z P

R R

 
  ,  

  10
0 1 0 0 0 1 0

0

k k
k j k k j k k j j k

k

z z
P z P m P m

R 


      1j  ; 

1
j  – символ Кронекера. 

Исходя из выражений (4), (6), (7), окончательно 
комплексные потенциалы (4) запишем в виде 

   00

0 1

k k k kln kln k

l n

W z a a z


 

   


, 

где 

   0 0

n

k n k k kz z z   ,   1
kln k n

kl

z 


  1,l   ;  

klna  – неизвестные постоянные. Эти постоянные будем 

определять из граничных условий на контурах плиты. 
Для многосвязных областей граничным условиям удоб-
нее удовлетворять в дифференциальной форме, которая 
не будет содержать аддитивных постоянных, входящих 
в обычные граничные условия. Последние условия, по-
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лученные из известных граничных условий дифферен-
цированием по дуге контура, имеют вид  

 
4

,

1

( )
2Re ( ) il

ikl k s k k

k

df s
g W t

ds


   ( 1, 4)i  ,  (8) 

в котором для указанного выше нагружения контуров 

lL  0,l    механическими изгибающими моментами 

 lm s , поперечными усилиями  lp s , моментами ин-

дукций электрической  dlm s  и магнитной  blm s  [23; 24] 

1
k

kl
k

p
g 


, 2kl kg q , 3kl ykg d , 4kl ykg b ; 

1l
l l l
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ds ds ds ds
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 
 , 

2l
l l l

df dx dy dy
m f c

ds ds ds ds
    
 
 , 

3l dlf m  , 4l blf m  ; 
0

( ) ( )

s

l lf s p s ds  ; 

kp , kq , ykd , ykb  – известные постоянные [23]; lс  – ве-

щественные постоянные, для внешнего контура прини-
мается, что 0 0с  ; верхние знаки в этих формулах от-

носятся к внешнему контуру 0L  области S , нижние – 

к контурам отверстий; 

    
0 1

k k kln kln k

l n

W z a z


 

  


;  (9) 

,
k

k s

dz

ds
  ;     1

0 0

n

k n k k kz n z z
   ; 

   1 2kln k n
kl kl kl kl

n
z

R m
  

  
  1,l L . 

Выполнение граничных условий (8) осуществим 
с использованием обобщенного метода наименьших 
квадратов [25; 28; 29]. Для этого выберем на каждом 

из контуров pL  систему точек  ,pm pm pmM x y  

 0, ; 1, pp m M  , в которых удовлетворим соот-

ветствующим граничным условиям. Подставляя функ-
ции (9) в граничные условия (8) в точках 

 ,pm pm pmM x y , для определения неизвестных постоян-

ных klna  получаем систему линейных алгебраических 

уравнений вида 

   4

,

1 0 1

2Re
ip pm

ikp k s kln kpm kln

k l n

df t
g t a

ds



  

  


  

  1, 4; 0, ; 1, pi p m M   .  (10) 

Кроме уравнений  (10), для каждого контура от-
верстия должны выполняться уравнения 

 
4

1

1

2Re 0k p

k

ia


   1,p   ,  (11) 

следующие из условия однозначности прогиба при пол-
ном обходе контуров отверстий. 

Систему (10), дополненную уравнениями (11), бу-
дем решать методом сингулярных разложений [30; 31]. 
После нахождения псевдорешений этой системы функ-
ции ( )k kW z  будут известными, и по ним можно вычис-

лять основные характеристики ЭМУС (механические 
изгибающие и крутящий моменты, моменты индукций 
электрического и магнитного полей, перерезывающие 
силы). В частности, механические моменты находятся 
по формулам 

   
4

1

, , 2Re , , ( )x y xy k k k k k

k

M M H p q r W z


   , 

kp , kq , kr  – известные постоянные.  

Если некоторый эллипс lL  переходит в прямоли-

нейный разрез-трещину, то для его концов можно вы-
числить также коэффициенты интенсивности моментов 
(КИМ), в частности, на основе формул [32] 

4
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2ReM k k

k

k q M


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в которых 

1

( 1)
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l n
k kln

kl n

a
M n a

R





  , 

верхний знак относится к правому концу разреза в ло-
кальной системе координат l l lO x y , нижний знак – 

к левому его концу. 
Как частные случаи из приведенного решения зада-

чи электромагнитоупругости (ЭМУ) следуют решения 
задач электроупругости (ЭУ), магнитоупругости (МУ) и 
теории упругости (ТУ). При проведении численных 
исследований решения всех этих задач можно получить 
по программе решения задачи электромагнитоупруго-
сти, проводя вычисления для модельного материала 
с постоянными  

ij g ijg g   , ij p ijp p   , ij gp ij    , 

где g , p , gp  – пьезопараметры модельного мате-

риала. При этом для задач ЭМУ нужно принять 
1g p gp      , а для других задач, как следует из 

вычислительных экспериментов, эти параметры нужно 

принять такими: 1g  , 310p gp
     для задач ЭУ; 

1p  , 310g gp
     для задач МУ; 

310p g gp
       для задач ТУ.  
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Также заметим, что по общей программе можно по-
лучать результаты по решению задачи электромагнито-
статики для «абсолютно жесткой пластинки». В этом 
случае следует рассмотреть модельный упругий мате-
риал с постоянными ij s ijs s    и для задачи элетромаг-

нитостатики брать 310s
  . 

 
2. Результаты численных исследований 

 
Были проведены численные исследования для 

плит из материалов: 1) композит на основе 

3 2 4BaTiO CoFe O  (материал М1) [33; 34]; 2) компо-

зит, упругие, пьезоэлектрические и электрические 
постоянные которого соответствуют селениду кадмия 
CdSe , а пьезомагнитные и магнитные – 3BaTiO  (ма-

териал М2) [35]; 3) композит, упругие, пьезоэлектри-
ческие и электрические постоянные которого соот-
ветствуют 4PZT  , а пьезомагнитные и магнитные – 

2 4CoFe O  (материал М3) [35].  

При проведении численных исследований количе-
ство членов в бесконечных рядах (9) и количество то-

чек pM  на каждом из контуров pL  0,p   , в кото-

рых удовлетворялись краевые условия при получении 
уравнений системы (10), увеличивались до тех пор, 
пока граничные условия на контурах не начинали вы-
полняться с достаточно высокой степенью точности 

(модуль абсолютной погрешности не превышал 310 ). 
Для получения таких результатов в описываемых ниже 

случаях достаточно было оставлять от 10 до 100 чле-
нов в каждом из рядов (9) и на каждом из контуров 
брать от 50 до 1000 равномерно удаленных по пара-
метру   параметрического задания (1) точек. Иссле-
дования проводились для задач ЭМУ, ЭУ, МУ, ТУ. 
Результаты расчетов представлены только для задач 
ЭМУ и ТУ. Как показали расчеты, учет электрических 
свойств материала незначительно влияет на значения 
основных характеристик ЭМУС (значения величин для 
задач ЭУ и ТУ близки), тогда как учет магнитных 
свойств существенно влияет на них (значения величин 
для задач ЭМУ и МУ близки друг другу). Исследова-
ния проводились для плит с отверстиями различных 
конфигураций и для различных нагружений контуров. 
Ниже описаны полученные результаты только для 
круговой плиты с отверстиями и трещинами, когда 
плита по внешнему контуру 0L  изгибается равномерно 

распределенными механическими моментами интен-
сивности 0nM m . Значения всех величин приводятся 

с точностью до 0m  как множителя. 

В табл. 1 для кругового кольца с внешним конту-
ром 0L  радиуса 0a  ( 0 0b a ) и центральным круговым 

отверстием с контуром 1L  радиуса 1a  ( 1 1b a ) 

с точностью до 0m  для задач ЭМУ и ТУ в зависимости от 

отношения 1 0/a a  и центрального угла контуров 

кольца  , отсчитываемого от направления оси Ox  против 
часовой стрелки, приведены значения изгибающих мо-
ментов ( sM ) в точках контуров на площадках, перпенди-

кулярных контурам.  

Таблица 1 

Значения изгибающих моментов 0/sM m  в точках контуров кольца на площадках,  

перпендикулярным контурам, в зависимости от 1 0/a a  

Table 1 

The values of the bending moments 0/sM m  at the points of the contours of the ring on the platforms  

perpendicular to the contours, depending on 1 0/a a  

Материал  , рад Задача 1 0/a a  

0,1 0,5 0,9 0,99 0,1 0,5 0,9 0,99 
   На контуре 1L  На контуре 0L  

M1 0 ЭМУ 2,097 2,752 10,60 100,58 1,018 1,629 9,456 99,43 
 ТУ 2,082 2,735 10,59 100,56 1,019 1,636 9,469 99,44 

π/6 ЭМУ 2,006 2,651 10,51 100,49 1,021 1,676 9,541 99,52 
π/3 ЭМУ 1,982 2,625 10,49 100,65 1,021 1,685 9,560 99,54 
π/2 ЭМУ 2,049 2,700 10,56 100,53 1,019 1,646 9,495 99,47 

 ТУ 2,049 2,700 10,56 100,53 1,019 1,646 9,495 99,47 
M2 0 ЭМУ 2,820 3,572 11,32 101,20 1,004 1,342 8,916 98,82 

 ТУ 2,117 2,767 10,61 100,58 1,019 1,644 9,459 99,43 
π/6 ЭМУ 2,037 2,699 10,52 100,51 1,019 1,644 9,508 99,49 

 ТУ 2,094 2,746 10,60 100,57 1,019 1,638 9,464 99,44 
π/3 ЭМУ 1,581 2,140 10,02 100,01 1,021 1,831 9,982 99,98 

 ТУ 1,969 2,615 10,48 100,46 1,020 1,674 9,559 99,54 
π/2 ЭМУ 2,057 2,590 10,41 100,39 1,045 1,828 9,647 99,62 

 ТУ 1,879 2,520 10,40 100,38 1,023 1,721 9,635 99,62 
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Окончание табл. 1 

Материал  , рад Задача 1 0/a a  

0,1 0,5 0,9 0,99 0,1 0,5 0,9 0,99 
   На контуре 1L  На контуре 0L  

M3 0 ЭМУ 1,862 2,472 10,32 100,29 1,025 1,765 9,729 99,71 
 ТУ 1,456 2,123 10,08 100,09 1,035 1,890 9,906 99,91 

π/6 ЭМУ 2,462 3,124 10,92 100,90 1,018 1,576 9,126 99,11 
 ТУ 2,379 3,192 11,15 101,12 1,006 1,389 8,914 98,88 

π/3 ЭМУ 1,891 2,521 10,41 100,40 1,008 1,563 9,603 99,60 
 ТУ 2,250 3,061 11,02 101,00 1,003 1,362 9,039 99,01 

π/2 ЭМУ 1,477 2,163 10,08 100,06 1,058 2,014 9,958 99,94 
 ТУ 1,393 2,086 10,06 100,06 1,040 1,923 9,937 99,94 

 
Из данных табл. 1 и других полученных результатов 

следует, что с увеличением радиуса отверстия 1a  

(с уменьшением ширины кольца) значения изгибающих 
моментов около контуров возрастают, приближаясь 
друг к другу; для отверстия небольшого радиуса 
( 1 0/ 0,1a a  ) влияние одного контура на значения мо-

ментов около другого незначительно и им можно пре-
небречь. Наибольшие изгибающие моменты возникают 
в плите из «наиболее» анизотропного по упругим свой-
ствам материала М2 («степень анизотропии» характери-
зуется степенью отличия отношения 11 22/s s  от 1, физи-

ко-механические постоянные материалов приведены 
в [22]). Учет пьезосвойств материала оказывает значи-
тельное влияние на значения изгибающих моментов, 
особенно в зонах их наибольшей концентрации. Следо-
вательно, при исследованиях концентрации напряжений 
в элементах конструкций, изготовленных из пьезомате-
риалов, нельзя ограничиваться решением задачи ТУ, 
а нужно решать задачу ЭМУ. 

Как показывают расчеты, при уменьшении отноше-
ния 1 1/b a  длин полуосей эллиптического отверстия 1L  

значения изгибающих моментов вблизи концов боль-
шой оси отверстия бесконечно увеличиваются, на дос-
таточно большом расстоянии от концов малой оси они 
уменьшаются и незначительно изменяются от точки к 
точке. Это видно и из данных рис. 2, где для круговой 
плиты с центральным эллиптическим отверстием изо-
бражены графики распределения моментов 0/sM m  

около контура отверстия для некоторых значений от-
ношения 1 1/b a  при 1 0/ 0,5a a  . Сплошные линии от-

носятся к задаче ЭМУ, штриховые к задаче ТУ. Как 

показывают расчеты, при 3
1 1/ 10b a   эллипс можно 

считать трещиной и вычислять для ее концов КИМ.  
В табл. 2 для изготовленной из материала М2 кру-

говой плиты радиуса 0a  ( 0 0b a ) с внутренней трещи-

ной длины 0a  (рис. 3, а) в зависимости от отношения 

0/с a , где с  – длина перемычки между концом трещи-

ны и контуром плиты, приведены значения моментов в 
точках контура диска и КИМ для концов трещины. Ре-
зультаты для 0/с a , равные 0,5 и 0, соответствуют плите 

с центральной и краевой трещиной. В табл. 3 для той же 

круговой плиты с краевой трещиной длины l  вдоль 

диаметра (рис. 3, b) в зависимости от отношения 0/l a  

приведены значения моментов 0/sM m  в точках конту-

ра плиты и КИМ для конца трещины.  

 

Рис. 2. Графики распределения моментов 0/sM m  вблизи кон-

тура центрального эллиптического отверстия в круговом 
      диске из материала М2 для некоторых значений 1 1/b a  

Fig. 2. Graphs of the distribution of moments 0/sM m  near  

the contour of the central elliptical hole in a circular disk made  
                 of material M2 for some values of 1 1/b a  

 

а    b 

Рис. 3 Схема круговой плиты с (а) внутренней  
или (b) краевой трещиной 

Fig. 3. Schematic diagram of the circular plate  
with a (a) internal of (b) edge crack 
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Таблица 2 

Значения некоторых величин для различных значений 
отношения 0/с a  для круговой плиты с внутренней 

трещиной длины 0a  

Table 2 

Values of some quantities for different values of the ratio 

0/с a  for a circular plate with an internal crack of length 0a  

Величина 0/с a  

0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 0 

0/sM m  в т. A 1,022 1,021 1,016 1,005 0,853 0,931 

0/sM m  в т. B 1,285 1,218 1,172 1,139 1,191 1,174 

0/sM m  в т. C 1,285 1,388 1,562 1,912 2,908 – 

КИМ 1k   0,822 0,817 0,822 0,835 0,844 1,242 

КИМ 1k   0,822 0,835 0,865 0,920 0,927 – 

 

Таблица 3 

Значения некоторых величин для различных  
значений отношения 0/l a  длины краевой  

трещины к радиусу диска 

Table 3 

Values of some quantities for different values  
of the ratio 0/l a  of the length of the edge crack  

to the radius of the disk 

Величина 0/l a  

0,1 0,5 1,0 1,5 1,8 1,9 

0/sM m  в т. A 1,001 1,001 0,931 1,018 1,011 2,125 

0/sM m  в т. В 1,000 1,017 1,174 2,046 5,299 13,692 

КИМ 1k   0,323 0,775 1,242 1,918 3,007 3,497 

 

Как видно из данных табл. 2 и 3, при приближении 
внутренней трещины к контуру плиты значения изги-
бающих моментов 0/sM m  около контура плиты и КИМ 

растут лишь при весьма малых длинах перемычки. 
В отличие от этого, велико влияние длины краевой 
трещины на значения этих изгибающих моментов и 
КИМ: с увеличением длины краевой трещины значения 
моментов около контура плиты в зоне вблизи перемыч-
ки и КИМ резко растут, достигая весьма больших зна-
чений при малых перемычках. 

Большая концентрация моментов возникает и в дис-
ке с внутренними отверстиями при увеличении их раз-
меров. Это видно из рис. 4, где для изготовленной из 
материала М2 круговой плиты радиуса 0a  с двумя сим-

метрично расположенными круговыми отверстиями 

радиусов 1a  с центрами в точках  0 / 2; 0a  и 

 0 / 2; 0a  изображены графики распределения момен-

тов 0/sM m  около контура левого отверстия. 

Для круговой плиты радиуса 0a  с двумя симмет-

ричными круговыми выемами радиуса 1a  (рис. 5) 

в табл. 4 приведены значения моментов 0/sM m  в точ-

ках контура 1L  левого выема для некоторых значений 

отношения 1 0/a a  в зависимости от центрального угла 

 , отсчитываемого от направления горизонтального 
диаметра против часовой стрелки. 

 

Рис. 4. Графики распределения моментов 0/sM m  вблизи кон-

тура 1L  в круговом диске из М2 для некоторых  

значений отношения 1 0/a a  

Fig. 4. Graphs of the distribution of moments 0/sM m  near 

contour 1L  in a circular disk made of material M2 for some  

values of 1 0/a a  

 

Рис. 5. Схема круговой плиты с двумя симметричными  
внешними выемами 

Fig. 5. Schematic diagram of a circular plate with two  
symmetrical external recesses 

 

Как видим, с ростом радиуса выема (с уменьшением 
длины перемычки между выемами) значения моментов 
около контуров выемов в зоне перемычки (при 

/ 6   ) резко растут, незначительно изменяясь вдали 
от перемычки. 

Для круговой плиты радиуса 0a  с двумя симмет-

ричными круговыми выемами радиуса 1a  и централь-
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ным отверстием радиуса 3a  (рис. 6) в табл. 5 приведены 

значения моментов 0/sM m  в некоторых точках плиты 

в зависимости от отношения 3 0/a a . 

Таблица 4 

Значения моментов sM  в точках контура 1L  выема  

для задачи ЭМУ 

Table 4 

Values of the moments sM  at the points  

of the recess 1L  for the problem of EME 

 , рад 1 0a a  

0,1 0,3 0,5 0,7 0,8 0,9 
0 2,809 2,681 2,666 3,023 3,721 6,144 

π/12 2,614 2,492 2,462 2,715 3,174 4,483 
π/6 2,054 1,954 1,899 1,958 2,077 2,324 
π/4 1,507 1,426 1,354 1,301 1,280 1,261 
π/3 1,348 1,258 1,171 1,094 1,062 1,030 
 

 

Рис. 6. Схема круговой плиты с двумя симметричными  
внешними выемами и центральным круговым отверстием 

Fig. 6. Schematic diagram of a circular plate with two  
symmetrical external recesses and central circular hole 

 

Таблица 5 

Значения некоторых величин для различных значений 
отношения 3 0/a a  радиуса внутреннего отверстия  

к радиусу диска 

Table 5 

Values of some quantities for different values of the ratio 

3 0/a a  of the radius internal hole to the radius of the disk 

Величина 3 0/a a  

0,1 0,2 0,3 0,4 0,45 

sM  в т. A  2,776 3,216 4,487 8,878 17,695 

sM  в т. B  3,493 3,929 5,093 9,185 17,829 

sM  в т. C  0,970 1,024 1,110 1,227 1,301 

sM  в т. D  0,731 0,783 0,848 0,924 0,971 
 

На рис. 7 для круговой плиты с внешним круговым 
контуром радиуса 0a  с двумя симметричными круго-

выми выемами радиуса 1 0 / 2a a  с центрами на внеш-

нем контуре и центральным круговым отверстием ра-
диуса 3a  при изгибе под действием моментов 0m  по 

внешнему контуру с точностью до множителя 0m  при-

ведены значения изгибающих моментов 0/sM m  в точ-

ках контура центрального кругового отверстия для не-
которых значений отношения 3 0/a a  в зависимости от 

центрального угла  , отсчитываемого от положитель-
ного направления оси Ox  против часовой стрелки. 

 

Рис. 7. Графики распределения моментов 0/sM m  вблизи  

центрального контура 3L  в круговом диске с двумя  

симметричными круговыми выемами для некоторых значений  
                                         отношения 3 0/a a  

Fig. 7. Graphs of the distribution of moments 0/sM m  near  

the central contour 1L  in a circular disk with two symmetric  

           circular recesses for some values of the ratio 1 0/a a  

 
Как видим, с ростом радиуса центрального отвер-

стия значения моментов около контура отверстия в зоне 
перемычек (при / 6   ) резко растут, незначительно 
изменяясь вдали от перемычек. 

 
Заключение 

 
Таким образом, с использованием комплексных по-

тенциалов теории изгиба тонких электромагнитоупругих 
плит [23; 24] решена задача об изгибе плиты с отверстия-
ми и трещинами. При этом с помощью конформных ото-
бражений, разложений голоморфных функций в ряды Ло-
рана и по полиномам Фабера за счет выполнения краевых 
условий ОМНК [25; 28; 29] задача сведена к переопреде-
ленной системе линейных алгебраических уравнений, ре-
шаемой методом сингулярных разложений [30; 31]. Для 
круговой кольцевой плиты, для круговой плиты с внут-
ренней или краевой трещиной, с двумя круговыми отвер-
стиями или выемами, для кругового кольца с двумя вы-
емами проведены численные исследования, с помощью 
которых установлены закономерности изменения ЭМУС в 
зависимости от физико-механических постоянных мате-
риала плиты и геометрических характеристик отверстий, 
трещин и выемов. 
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