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 Проведено комплексное исследование предельного состояния алюминиевого сплава 
Д16Т при сложном напряжённом состоянии. Рассмотрены различные виды комбинирован-
ного нагружения растяжением, сжатием, кручением и внутренним давлением. Цель иссле-
дования – определить влияние накопленных повреждений в материале при сложном на-
пряжённом состоянии на характеристики несущей способности материала. Объектом чис-
ленных и экспериментальных исследований является полый цилиндрический образец с 
концентратором напряжения в виде кольцевой выточки. Программа экспериментов вклю-
чала различные сочетания осевых сил, крутящего момента и внутреннего давления, при-
ложенного к цилиндрическому образцу. В численном исследовании в качестве закона изо-
тропного упрочнения использовался экспоненциальный и линейно-степенной закон. Для 
определения параметра повреждённости использовался закон накопления повреждений 
Lemaitre. Обобщённая модель, включающая в себя накопления повреждений Leamitre и 
закон изотропного упрочнения, были интегрированы в конечно-элементный комплекс 
ANSYS в виде динамически подключаемой библиотеки пользовательского материала для 
трёхмерных задач. Получены поля напряжённо-деформированного состояния, поля по-
вреждённости, а также значения предельных напряжений при различных видах нагруже-
ния. Построены диаграммы предельного состояния с учётом накопления повреждений. 
Проведён сравнительный анализ разрушающих напряжений по классическим теориям
прочности с учётом накопления повреждений. Установлены закономерности влияния мно-
гоосности на предельное состояние алюминиевого сплава Д16Т. Рассмотрена возмож-
ность применения модели Lemaitre к анализу состояния материала при сложном напря-
жённом состояние с учётом повреждённости. В результате численного расчёта определе-
ны тренды накопления повреждений для каждого вида сложного напряжённого состояния. 
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 This paper studies the limiting state of D16T aluminum alloy under a complex stress state. 
Various types of combined loadings by tension, compression, torsion and internal pressure are
considered. The determining conditions for many products of modern technologies are combina-
tions of several loading components. The purpose of the study is to determine the effect of the
accumulated damage in a material under a complex stress state on the characteristics of the
material bearing capacity. A hollow cylindrical sample was chosen for the numerical and experi-
mental studies. The experimental program included various combinations of axial forces, torque, 
and internal pressure applied to a cylindrical sample. In the numerical study, the exponential and 
linear-power law of isotropic hardening was used as the law of isotropic hardening. The damage 
accumulation law Lemaitre was used to determine the damage parameter. The generalized law
of damage accumulation Leamitre and the law of isotropic hardening were integrated into the
ANSYS finite element complex in the form of a dynamically linked library of custom material for 
three-dimensional problems. The states of hollow cylindrical samples are investigated. The fields
of the stress-strain state, the fields of damage, as well as the values of limit stresses for various 
types of loading are obtained. Limit state diagrams are constructed taking into account damage
accumulation. 
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Введение 

 
Поведение конструкционных материалов при слож-

ном напряженном состоянии на протяжении многих лет 
является предметом теоретических, экспериментальных 
и численных исследований. В эксплуатационных усло-
виях элементы конструкции подвержены воздействию 
нескольких компонент нагружения, таких как растяги-
вающие и сжимающие силы, внутреннее давление, из-
гибающие и крутящие моменты. В таких элементах 
конструкций, как стойки шасси летательного аппарата, 
существуют внутренние и внешние концентраторы на-
пряжений в виде кольцевых выточек различного про-
филя. В связи с этим актуальным является определение 
предельного состояния подобных конструкций при 
сложном напряженном состоянии в условиях концен-
трации напряжений. Формирование феноменологиче-
ских моделей, описывающих сопротивления материала 
в условиях монотонного статического деформирования 
при сложном напряженном состоянии, является одной 
из основных тем, рассмотренных в работах [1–5]. 

В связи с тем, что экспериментальное определение 
предельных напряжений является весьма затратной за-
дачей с практической точки зрения, важное значение 
принимает формулировка теорий предельного состоя-
ния [6]. Теории предельного состояния содержат пара-
метры или функции, которые чувствительны к виду 
напряжённого состояния [7; 8].  

В области инженерии понимание механизмов по-
вреждения твердых тел имеет решающее значение для 
безопасной эксплуатации элементов конструкций. По-

вреждения на микроскопическом уровне в виде микро-
пор, трещин могут привести к потере несущей способ-
ности материала. Чтобы точно спрогнозировать такие 
механизмы на стадии проектирования изделия, требу-
ются соответствующие модели для моделирования по-
вреждений. Использование таких моделей в методе ко-
нечных элементов может быть полезным инструментом 
для проектирования и эксплуатации элементов конст-
рукции. В используемой модели реализовано объедине-
ние закона изотропного упрочнения и закона накопле-
ния повреждений Lemaitre [9].  

В настоящее время известен ряд моделей, которые 
можно разделить на модели, основанные на микромеха-
нике, и феноменологические модели. Подробный лите-
ратурный обзор по моделям поврежденности можно 
найти в работах [9; 10]. Одна из микромеханических 
формулировок была разработана Rice и Tracey [11], 
в которой основное внимание уделялось микроскопиче-
скому развитию сферической пустоты в жесткой иде-
ально пластической матрице материала. Разработанная 
формулировка Rice и Tracey получила развитие в рабо-
тах Gurson [12] и Tvergaard и Needleman [13], которые 
представляют внутреннюю деградацию как объемную 
долю пустот (пористость). Первая модель, полученная 
на основе подхода механики разрушения сплошной 
среды, была предложена Качановым [14]. Он ввел ска-
лярную внутреннюю переменную для моделирования 
разрушения металлов ползучестью при одноосных на-
грузках. Физическое значение переменной повреждения 
было дано позднее Работновым [15], который предло-
жил считать уменьшение площади поперечного сечения 
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за счет микротрещин в качестве меры состояния внут-
ренних повреждений. Со временем концепция перемен-
ной внутреннего повреждения была обобщена рядом 
авторов на трехмерные ситуации. Так, Leckie и Hayhurst 
[16] использовали идею эффективного уменьшения 
площади несущей способности как скалярную меру 
износа материала для определения модели ползучести 
при многоосных напряжениях. Скалярная переменная 
повреждения была также рассмотрена Lemaitre 
и Chaboshe [17–19] при определении чисто феномено-
логической модели пластического изотропного повреж-
дения в металлах. Основываясь на гипотезе эквивалент-
ности деформаций, которая гласит, что деформацион-
ное поведение поврежденного материала представлено 
конституционными законами неповрежденного мате-
риала с заменой истинного напряжения эффективным 
напряжением, постулирован закон, в котором стандарт-
ное определение параметра повреждения с точки зрения 
уменьшения несущей поверхности заменяется в модели 
Lemaitre путем уменьшения модуля упругости в иде-
ально изотропном случае. Эта теория была дополнена 
Lemaitre [20], а эффекты старения были позже включе-
ны Marquis и Lemaitre [21]. Позже оригинальная изо-
тропная модель была расширена Lemaitre [22] для учета 
анизотропии повреждений. 

В настоящее время разрушение (макроскопическое 
нарушение сплошности тела в результате воздействия 
на него внешнего окружения) рассматривается с учетом 
процессов внутреннего разрушения. Исследование 
скрытого разрушения (зарождение и развитие микроде-
фектов, рассеянных по объему тела) осуществляется 
с помощью методов и теорий механики поврежденно-
сти – динамично развивающегося раздела современной 
механики деформируемого твердого тела. Классические 
и современные модели поврежденности представлены 
в работах [9–33]. 

Поскольку повреждения тела на микроуровне суще-
ственно влияют на характер его разрушения, и исполь-
зование моделей поврежденности направлено на реше-
ние задачи об оценке запаса прочности материала, це-
лью настоящего исследования является определение 
влияния накопленных повреждений в материале при 
сложном напряжённом состоянии на характеристики 
несущей способности материала. Одной из основных 
задач данной работы является построение диаграммы 
предельного состояния, основанной на истинных вели-
чинах напряжений и деформаций с учётом повреждён-
ности материала.  

 
1. Модельные представления 

 
1.1. Модели изотропного упрочнения 

 
Для описания процесса деформирования при стати-

ческом нагружении необходимо использовать модель 
изотропного упрочнения. В данной работе проведён 
сравнительный анализ экспоненциального закона изо-

тропного упрочнения (1) и линейно-степенного зако-
на (2):  

  0 inf( ) 1 exp( ) .e
y n plR R            (1) 

где 0  – предел текучести материала, infR  – асимпто-

тический предел временного сопротивления,  – показа-
тель упрочнения материала. 

 
0 0 0

3
,

N

y y
pl

G  
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где 0  – предел текучести материала, G  – модуль 

сдвига, 1/N n , где n  – показатель деформационного 

упрочнения, pl  – пластическая деформация 

 
1.2. Модель поврежденности 

 
В данном исследовании использовалась модель на-

копления повреждений Lemaitre. Накопление повреж-
дений в данной модели основано на термодинамической 
теории и зависит от скорости накопления пластических 
деформаций. На данный момент времени модель Le-
maitre является одной из наиболее распространенных 
при моделировании внутренней поврежденности мате-
риала на мезоуровне. Выбор модели обоснован наличи-
ем интегральной характеристики скорости высвобожде-
ния энергии в кинетическом уравнении накопления по-
вреждений в качестве управляющего параметра. Также 
преимуществом данной модели является определение 
лишь двух параметров модели Lemaitre, в отличие от 
многопараметрических моделей накопления поврежде-
ний. Данная модель позволяет получить хорошую кор-
реляцию между экспериментом и численным моделиро-
ванием места и времени инициализации дефектов. 

В общем виде модель описывается законом:  

 
1

1
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  ,  (3) 

 
22 (1 )

eqv vR
Y

E

 
 


,  (4) 

  2
1 3(1 2 )

3v
eqv

p
R

  
           

,  (5) 

где   – скорость накопления повреждений,   – ско-

рость накопления пластических деформаций, Y  – ско-
рость выделения энергии деформации повреждений,  
E  – модуль упругости первого рода,   – коэффициент 

Пуассона, ,r s  – искомые параметры материала, vR  – 

функция трёхосности, p  – гидростатическое напря-

жение.  
Из уравнений (3)–(5) следует, что скорость выделе-

ния энергии при деформации зависит от параметра 



Kosov D.A., Fedorenkov D.I. / PNRPU Mechanics Bulletin 4 (2023) 45-53 

48 

трёхосности напряжений / eqvp  , который учитывает 

влияние многоосности нагружения на процесс накопле-
ния повреждений.  

Параметр поврежденности определён в диапазоне 
0 1   , когда в случае 0   материал не имеет по-
вреждений, а в случае 1   считается разрушенным. 

Модель повреждённости Lemaitre, объединяющая в 
себя уравнения (1)–(5), была интегрирована в про-
граммный комплекс ANSYS в виде динамически под-
ключаемой библиотеки для определения влияния по-
вреждённости на напряжённо-деформированное со-
стояние материала при сложном напряжённом 
состоянии [34]. Численная реализация модели Lemaitre 
описана в работах [35; 36] 

 
2. Экспериментальные исследования 

 
Цель экспериментальных исследований состояла в 

определении основных свойств материала при стан-
дартном одноосном растяжении и характеристик сопро-
тивления деформированию и разрушению при многоос-
ном нагружении. 

 
2.1. Испытание на одноосное растяжение 

 
На первом этапе экспериментального исследования 

было проведено испытание на одноосное растяжение 
гладкого цилиндрического образца (рис. 1, b) для опре-
деления основных механических свойств алюминиевого 
сплава Д16Т. Испытание проводилось на универсальной 
испытательной машине УТС 111.2-50-23 согласно 
ГОСТ № 1497-84. Измерение деформаций осуществля-
лось с помощью навесного измерителя деформаций 
ТС 703-3549-025М-050-ST (рис. 1, а). Результатом ис-
пытания является диаграмма одноосного растяжения 
(рис. 2), а также основные механические свойства мате-
риала (табл. 1). 

    

   а     b 

Рис. 1. Установка для испытаний конструкционных материалов 
УТС 111.2-50-23 (а) и образец для статических испытаний (b) 

Fig. 1. Machine for testing structural materials UTS 111.2-50-23 (a) 
and a specimen for static tests (b) 

 
Полученная диаграмма была аппроксимирована по 

экспоненциальному и линейно-степенному закону (1), 

(2). На рис. 2 показано отличие истинной диаграммы 
деформирования от аппроксимирующих функций. Было 
установлено, что для материала Д16Т предпочтительно 
использовать экспоненциальный закон изотропного 
упрочнения. 

Таблица 1 

Основные механические характеристики  
алюминиевого сплава Д16Т 

Table 1 

Mechanical properties of aluminum alloy D16T 

E, МПа σ0, МПа σu, МПа infR , МПа   n 

75000 430 590 300 15,5 6,25 

Примечание: 0  – предел текучести материала, infR  – 

асимптотический предел временного сопротивления,  – пока-
затель упрочнения материала, n  – показатель деформацион-
ного упрочнения. 

  

Рис. 2. Диаграмма одноосного растяжения  
алюминиевого сплава Д16Т 

Fig. 2. Diagram of uniaxial tension of aluminum  
alloy D16T 

 
2.2. Испытания полых цилиндрических образцов 

 
Объектом второго этапа экспериментальных иссле-

дований являлся полый цилиндрический образец с 
кольцевой выточкой (рис. 3, b). Толщина стенки цилин-
дра в гладком образце и в минимальном сечении образ-
ца с концентратором составляла t = 1 мм. Испытания 
проводились на установке Bi-00-701 Axial-Torsion Test 
System (рис. 3, а), на которой возможна реализация на-
гружения осевыми силами, крутящим моментом, внут-
ренним давлением, а также их различные комбинации. 
При испытаниях на растяжение и сжатие использовался 
осевой экстензометр. Для измерений окружных дефор-
маций при испытаниях на внутреннее давление приме-
нялся поперечный экстензометр. Программа экспери-
ментов включала различные сочетания осевых сил, кру-
тящего момента и внутреннего давления, приложенного 
к цилиндрическому образцу. Полученные в результате 
испытаний значения предельных нагрузок приведены 
в табл. 2. Подобные эксперименты проводились для 
стали 12Х18Н10Т в работах [37; 38], для алюминиевого 
сплава Д16Т в работе [6]. 
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    а     b 

Рис. 3. Испытательная установка (а) и образец  
с концентратором напряжений (b) 

Fig. 3. Test setup (a) and specimen with notch (b) 

 

Таблица 2 

Результаты статических испытаний 

Table 2 

Results of static tests 

Вид нагружения 
Усилие 

Внутреннее 
давление 

Крутящий 
момент 

P, Н q, МПа  M, Н*м 
Растяжение 17420 0 0 
Растяжение + внут-
реннее давление 

16480 21.88 0 

Растяжение + внут-
реннее давление+ 
кручение 

18284 17.48 5.32 

Сжатие -17839 0 0 
Сжатие + внутреннее 
давление 

-17619 23.71 0 

Сжатие + внутреннее 
давление + кручение 

-16949 19.48 4.71 

 
3. Численные исследования 

 
Для верификации параметров модели накопления 

повреждений (3) было смоделировано испытание на 
одноосное растяжение алюминиевого сплава Д16Т. 
Объектом численных расчетов выступал гладкий ци-
линдрический образец (см. рис. 1, b) диаметром 
d = 6 мм и длиной рабочей части l = 32 мм. Для анализа 
напряженно-деформированного состояния (НДС) в уп-
ругопластической постановке использовались трехмер-
ные расчетные схемы, показанные на рис. 4, а. Расчёт-
ные схемы сформированы из объемных 20-узловых 
изопараметрических элементах второго порядка. Для 
моделирования эксперимента на расчётной схеме были 
заданы точки, которые являются местами контакта экс-
тензометра и образца. Граничные условия моделирова-
лись путём приложения перемещений к захватной части 
образца до значения, при котором разрушился гладкий 
образец в испытании на одноосное растяжение. На каж-
дом этапе нагружения были получены значения дейст-
вующего усилия и расстояние между контактными но-
жами экстензометра. Результатом является диаграмма 
одноосного растяжения, показанная на рис. 4, b. 

   

       а             b 

Рис. 4. Диаграмма одноосного растяжения алюминиевого 
сплава Д16Т 

Fig. 4. Diagram of uniaxial tension of aluminum alloy D16T 

 
На рис. 4 приведены результаты двух численных 

расчётов с использованием закона накопления повреж-
дений и без учета наличия повреждений. Различие по-
лученных диаграмм характеризует накопление повреж-
дений. Можно сделать вывод, что при анализе напря-
жённо-деформированного состояния необходимо 
использовать закон накопления повреждений. 

Для анализа напряжено-деформированного состоя-
ния алюминиевого сплава Д16Т при сложном напря-
жённом состоянии были сформированы трёхмерные 
расчётные схемы (рис. 5) из объемных 20-узловых изо-
параметрических элементов. В зоне концентратора 
в виде кольцевой выточки произведено сгущение сетки 
для определения распределения напряжений и парамет-
ра повреждённости по толщине образца. Реализована 
матрица расчётов полого цилиндрического образца 
с кольцевой выточкой под воздействием нагрузок, 
представленных в табл. 2. Результаты численного ис-
следования представлены в табл. 3. 

 

Таблица 3 

Результаты численного исследования 

Table 3 

Numerical results 

Вид нагружения 
Максимальное  

значение параметра  
повреждённости ω, % 

Растяжение 1,55 
Растяжение + внутреннее давление 2,47 
Растяжение + внутреннее  
давление+ кручение 

5,41 

Сжатие 1,72 
Сжатие + внутреннее давление 0,98 
Сжатие + внутреннее давление +  
кручение 

0,98 
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Рис. 5. Расчётная схема полого цилиндрического образца 

Fig. 5. Calculation scheme of a hollow cylindrical specimen 

 
На рис. 6 представлено распределение накопленных 

повреждений по толщине стенки в зоне кольцевой вы-
точки. Для количественного анализа распределения по-
вреждений параметр повреждённости был нормирован 
на максимальное значение повреждённости из всей 
матрицы расчётов, который составляет 5,41 %. Макси-
мальное значение параметра повреждённости достига-
ется при сочетании одноосного растяжения, крутящего 
момента и внутреннего давления. Таким образом, такой 
вид многоосного нагружения является наиболее опас-
ным. Также следует отметить, что идентичный характер 
накоплений повреждёний наблюдается при сочетаниях 
«сжатие + внутреннее давление» и «сжатие + внутрен-
нее давление + кручение». 

 

Рис. 6. Распределение параметра повреждённости по толщине 
стенки образца (t – минимальная толщина стенки образца  

в зоне выточки) 

Fig. 6. Distribution of the damage parameter over the specimen 
wall thickness (t – minimum thickness in notch zone) 

 
На рис. 7 проведён качественный анализ распреде-

ления параметра повреждённости по толщине стенки в 
зоне кольцевой выточки. Из графика видно, что при 
нагружении (растяжение + внутреннее давление + кру-
чение) накопленные повреждения распределены по всей 
толщине стенки, а максимальное значение параметра 
повреждённости наблюдается в вершине кольцевой вы-

точки. Однако при нагружении (сжатие + внутреннее 
давление + кручение) накопление повреждений начина-
ется не с внутренней стенки, а с середины сечения стен-
ки. Такой же эффект наблюдается и при взаимодейст-
вии сжатия и внутреннего давления. 

 

Рис. 7. Распределение параметра повреждённости по толщине 
стенки образца (t – минимальная толщина стенки образца  

в зоне выточки) 

Fig. 7. Distribution of the damage parameter over the specimen 
wall thickness (t – minimum thickness in notch zone) 

 

Рис. 8. Распределение коэффициента двухосности по толщине 
стенки образца (t – минимальная толщина стенки образца  

в зоне выточки) 

Fig. 8. Biaxiality distribution over the specimen wall thickness  
(t – minimum thickness in notch zone) 

 
Анализ эффектов распределения напряжений в об-

разцах рассматриваемой геометрии проводился на ос-
нове распределений коэффициента двухосности напря-
жений. Коэффициент двухосности определяет отноше-
ние осевых напряжений, к окружным напряжениям 

zz     . На рис. 8 видно, что во всех рассматривае-

мых случаях нагружения коэффициент двухосности 
в вершине кольцевой выточки находится в диапазоне 
1,9 2,1   . Также можно заметить, что перераспреде-

ление напряжений при растяжении и сжатии полностью 
совпадает. На рис. 8 представлено распределение коэф-
фициента двухосности по толщине стенки для различ-
ных видов напряжённого состояния. 
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Рис. 9. Диаграмма предельных состояний (1 – теория  
максимальных нормальных напряжений; 2 – теория  
максимальных касательных напряжений; 3 – эксперимент;  
4 – энергетическая теория прочности, 5 – критерий  
                                     Писаренко – Лебедева) 

Fig. 9. Limit State Diagram (1 – theory of maximum normal 
stresses; 2 – theory maximum shear stresses; 3 – experiment;  
  4 – energy theory of strength; 5 – Pisarenko – Lebedev criterion) 

 
Традиционной для оценки влияния сложного на-

пряженного состояния на свойства материала является 
сравнение экспериментальных данных с классическими 
теориями прочности. В результате испытаний алюми-
ниевого сплава Д16Т на рис. 9 построены диаграммы 
предельного состояния по теории максимальных нор-
мальных напряжений (1), теории максимальных каса-
тельных напряжений (2), энергетической теории проч-
ности (4), теории прочности с обобщенными критерием 
Писаренко – Лебедева (5): 

 1 pастяжение(1 )E       .  (6) 

где константа растяжение сжатие     определяется отно-

шением прочности при растяжении к прочности при 
сжатии. Для алюминиевого сплава Д16Т 0,97.   

На рис. 9 показано сопоставление классических 
теорий прочности и экспериментально полученных ве-

личин предельных напряжений для шести вариантов 
сложного напряжённого состояния алюминиевого спла-
ва Д16Т в нормированных на предел текучести коорди-
натах. Из диаграммы следует, что в первом квадранте 
диаграммы предельных состояний, когда коэффициент 
двухосности 0  , достаточно первой теорий прочно-

сти (теории максимальных нормальных напряжений) 
для описания предельного состояния. Однако в четвер-
том квадранте, когда коэффициент двухосности 0  , 

необходимо воспользоваться критерием Писаренко – 
Лебедева. Особенность подобных исследований состоит 
в том, что известные в литературе [39] упругие решения 
для зон концентрации напряжений в полых цилиндрах 
неприменимы для анализа предельного состояния при 
нелинейном деформировании.  

 

Заключение 
 

В данной работе проведено численное и экспери-
ментальное исследование алюминиевого сплава Д16Т 
при сложном напряжённом состоянии: 

1. На основе экспериментов определены предель-
ные значения напряжений для алюминиевого сплава 
Д16Т при растяжении, внутреннем давлении, кручении 
и их комбинации. Объектом исследования являлись 
цилиндрические полые гладкие образцы и образцы с 
внешним кольцевым надрезом. 

2. Рассмотрена возможность применения модели 
Lemaitre к анализу состояния материала при сложном 
напряжённом состоянии с учётом повреждённости. В 
результате численного расчета были проанализированы 
различные типы сложного напряженного состояния. 
Результаты исследования позволили установить осо-
бенности и закономерности процесса разрушения мате-
риала при различных комбинациях нагрузок осевых 
сил, крутящего момента и внутреннего давления. Опре-
делено наиболее опасное с точки зрения повреждений 
напряжённо-деформированное состояние. 

3. Результаты подтверждают целесообразность ис-
пользования модели Lemaitre из-за ее чувствительности 
к накоплению повреждений и типу многоосного нагру-
жения. 
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