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 Создание графена как двумерного наноматериала открыло новую область исследо-
ваний – применение его как функционального элемента в различных наноприборах совре-
менной техники. Чтобы открыть дорогу для такого применения, необходимо, прежде всего,
изучить механические свойства и его поведение в различных условиях, под действием 
различных внешних факторов и научиться контролируемым образом манипулировать его
поведением. Все это обусловливает необходимость и актуальность адекватного модели-
рования деформационных процессов графена, построение соответствующей континуаль-
ной теории, учитывающей не только эффекты масштаба, но и микроструктуру, и физиче-
ские параметры кристаллической решетки графена.  

Изучено поведение прямоугольного листа графена в электрическом поле. В работе
для деформаций графена обосновывается применение модели поперечного изгиба мо-
ментно-мембранной линейной теории упругих пластин. Силы электрического происхожде-
ния моделируются посредством нормальной нагрузки, приложенной к лицевой поверхно-
сти пластины.  

Проведено исследование влияния граничных условий, величины зазора между пла-
стиной и затвором, разности потенциалов постоянного электрического поля, линейных
размеров на статический поперечный изгиб графенового листа. Также решается задача о
собственных колебаниях графенового листа. Показано, что частоты собственных линей-
ных колебаний листа графена лежат в гигагерцевом диапазоне. В случае жесткой заделки 
частота собственных линейных колебаний значительно выше, чем в случае шарнирного 
закрепления торцов пластины. Установлено, что даже при малых прогибах изменение 
значения постоянного напряжения электрического поля оказывает существенное влияние 
на частоту собственных линейных колебаний графенового листа. 
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 Graphene being a two-dimensional nanomaterial created a new research area – its use as 
a functional element in various modern technology nanodevices. To open the way for such an
application, it is necessary, first of all, to study the mechanical properties and its behavior under
various conditions and learn how to manipulate them in a controlled way. All this necessitates an 
adequate graphene deformation simulations, the construction of an appropriate continuum theory
that takes into account scale effects, microstructure and graphene crystal lattice physical param-
eters. 

This work aims at studying a rectangular graphene sheet in an electric field. For graphene
deformations, the application of the transverse bending model of the elastic plates of the mo-
ment-membrane linear theory is justified. Forces of the electrical origin are modeled by means of 
a normal load applied to the front plate surface. 

A study was made of the influence of boundary conditions, the gap between the plate and
the gate, the potential difference, and linear dimensions on the graphene sheet static transverse
bending. The problem of graphene sheet natural vibrations is also solved. The graphene sheet
vibration frequency lies in the GHz range. In the clamped boundary conditions case, the natural 
oscillations frequency is much higher than in the hinged supported case. Even at small deflec-
tions, a change in the constant voltage value has a significant effect on the graphene sheet natu-
ral frequency. 
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Микроэлектромеханические системы (МЭМС): пе-

реключатели, приводы, датчики, резонаторы надежно 
вошли в современные реалии и решают ведущие про-
блемы во многих отраслях современной техники. Бла-
годаря микроразмеру МЭМС способны анализировать 
информацию на атомном уровне [1; 2], но имеются ог-
раничения по обнаружению объектов на субмикронном 
уровне. Наноэлектромеханические системы (НЭМС) 
благодаря уменьшению размеров чувствительных эле-
ментов и увеличению значений рабочих частот до гига- 
и даже террагерцевого диапазона обладают значительно 
большей чувствительностью. 

Эксперименты [3], проведенные с графеном, пока-
зали его необычные свойства, благодаря которым в на-
стоящее время графен находит самое широкое приме-
нение в современной технике. Графен – чрезвычайно 
прочный двумерный кристалл с электрическими свой-
ствами, превосходящими свойства кремния с возмож-
ностью работать в диапазоне высоких частот, дости-
гающем порядка террагерц. Обзор работ, посвященных 
исследованию механических свойств, устойчивости 
графена и углеродных нанотрубок, приведен в статье 
[4]. На основе графена были разработаны высокочувст-
вительные датчики температуры, давления, газоанали-
заторы, биосенсоры, транзисторы нового поколения [5–
12], используемые в различных областях, таких как 
биомедицина, мониторинг окружающей среды, сель-
ское хозяйство, обрабатывающая промышленность, 
безопасность и т.д. [13–15]. 

МЭМС и НЭМС в основном представляют собой 
механический элемент – балку [16–21], пластину [22–
27], возможно, с начальными неправильностями [28-30], 
или оболочку (УНТ) [31–33], колебания которого воз-
мущаются посредством постоянного тока, переменного 
тока или их комбинацией.  

Анализу амплитудно-частотных характеристик, ста-
тических и динамических откликов графеновых НЭМС, 
а также поведению графеновых структур под действием 
различных воздействий посвящено множество работ как 
российских, так и зарубежных авторов [34; 35], обзоры 
которых выходят регулярно [36–38]. Работы делятся на 
две группы.  

В первой группе при исследовании процессов де-
формирования однослойной углеродной нанотрубки и 
листа графена  непосредственно рассматривают ато-
марную или молекулярную природу строения этих на-
ноструктур. В рамках данного подхода для численного 
моделирования процесса деформирования указанных 
наноструктур в настоящее время разработаны два мето-
да: метод молекулярной динамики [39–42] и метод мо-
лекулярной механики [43–48]. Оба эти метода основаны 
на решении классических уравнений Ньютона движе-
ния атомов углерода в силовых полях межатомного 
взаимодействия. Метод молекулярной динамики в силу 
своей простоты (при интегрировании уравнений движе-
ния указанных наноструктур используется явная конеч-
но-разностная схема) наиболее популярен, однако тре-
бует значительных вычислительных затрат. Метод мо-
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лекулярной механики [43–47] можно разделить на стан-
дартный метод, основанный на прямом использовании 
силовых полей атомных взаимодействий, и метод моле-
кулярной структурной механики. По методу молеку-
лярной структурной механики потенциальные энергии 
атомных взаимодействий аппроксимируются потенци-
альными энергиями балочных элементов. В основном 
рассматриваются балки Бернулли – Эйлера с круговым 
поперечным сечением. При этом выбираются соответ-
ствующие материальные и геометрические параметры 
балочных элементов, точно или приближённо модели-
рующих механические модули графена или углеродной 
однослойной нанотрубки. Таким путём в работах [43–
47] получены наборы материальных и геометрических 
параметров силового поля и балочного элемента. Авто-
ры изучали задачи деформирования, собственных коле-
баний и выпучивания однослойного листа графена или 
однослойной углеродной нанотрубки. Показано, что для 
достаточно больших размеров однослойных графено-
вых листов при изучении их колебаний и выпучивания 
можно использовать (понятно, с согласованными мате-
риальными и геометрическими параметрами) классиче-
ские модели упругих тонких пластин.  

Отметим, что структурный подход (называемый 
также «стержневым» или «дискретно-континуальным») 
для описания взаимодействия между атомами углерода 
впервые предложен в работе [49], и далее этот подход 
развит в работах [50–52]. Несомненным преимуществом 
стержневых моделей является, во-первых, хорошее раз-
витие соответствующего математического аппарата, во-
вторых, существование конечно-элементных компью-
терных пакетов, которые дают возможность их исполь-
зования при изучении наноструктур. Анализ деформа-
ционного поведения графена или углеродной нанотруб-
ки, а также НЭМС на их основе проводится 
посредством моментной теории упругости со стеснён-
ным вращением частиц [53; 54]. Для изучения масштаб-
ных эффектов, возникающих при деформации нанораз-
мерных объектов, используются прикладные модели 
пластин или оболочек неклассической теории упруго-
сти: нелокальной, градиентной и др. [55–57]. При при-
менении этих теорий весьма важен вопрос  о правиль-
ном выборе механических и геометрических парамет-
ров соответствующих пластин и оболочек.  

B работе [58] отмечается, что если в атомной моде-
ли однослойной нанотрубки (это можно сказать и для 
однослойного листа графена) учесть только силовое 
взаимодействие центрального характера между форми-
рующими трубку атомами, то нанотубка (или лист гра-
фена) не имела бы изгибной жёсткости и была бы неус-
тойчива. Тогда само существование однослойной на-
нотрубки (или листа графена) будет свидетельствовать 
о необходимости учёта моментного взаимодействия 
между её атомами. На основании этого вывода в рабо-
тах [59–61] трёхмерная моментная теория упругости 
с независимыми полями перемещений и вращений ус-
танавливается как континуальная модель деформацион-

ного поведения однослойной нанотрубки, а также  лис-
та графена.   

Если между атомами в дискретной модели одно-
слойной нанотрубки, как и для листа графена, предпо-
ложить существование моментного взаимодействия, то 
понятно, что силовое взаимодействие между этими 
атомами будет нецентральным, и тогда наряду с усили-
ем вдоль связи появляется поперечное усилие, что по-
зволяет учесть направленность связей в ковалентных 
структурах [61]. 

Основная цель работы [62] заключается в построе-
нии континуальной модели деформационного поведе-
ния однослойного листа графена, принимая в основу 
структурный (стержневой) подход. Для реализации 
данной цели сначала строится соответствующая стерж-
невая модель, основанная на  деформации линейной 
атомной цепочки, когда между её атомами силовое 
взаимодействие имеет две компоненты (вдоль связи и 
поперечную составляющую), а также имеется момент-
ное взаимодействие. Как силовому полю атомных взаи-
модействий в данном случае соответствует гармониче-
ский потенциал. На основе этой стержневой модели 
построена дискретно-континуальная модель однослой-
ного листа графена и далее предельным переходом кон-
тинуальная его модель. В итоге плотность потенциаль-
ной энергии деформации листа графена получается вы-
раженной через физические параметры гармонического 
потенциала для углерода (которые в литературе извест-
ны). Сопоставление выражения плотности потенциаль-
ной энергии деформации графенового листа с плотно-
стью потенциальной энергии деформации, так называе-
мой моментно-мембранной теории упругих пластин [63; 
64], показывает полное их совпадение. Сопоставление 
указанных выражений позволяет определить жёсткост-
ные характеристики моментно-мембранной теории уп-
ругих пластин как для плоского напряжённого состоя-
ния, так и для поперечного изгиба, через физические 
параметры гармонического потенциала углерода. 

Таким образом [63; 64], моменто-мембранная тео-
рия упругих пластин с определёнными жесткостными 
характеристиками установлена как континуальная мо-
дель для однослойного листа графена. Рассматривая 
весь процесс построения указанной континуальной тео-
рии, можем отметить, что она является адекватной (ес-
тественной) теорией, относящейся именно к однослой-
ному листу графена. Как ранее было отмечено, класси-
ческие или известные неклассические теории упругих 
пластин при их применении для описания деформаци-
онного поведения однослойного листа графена требуют 
выбора входящих в них механических и геометриче-
ских параметров для обеспечения близости к парамет-
рам графена. Существенно отметить, что, так как при 
сравнении выражений плотностей потенциальных энер-
гий деформаций прямо определяются жёсткостные ха-
рактеристики, в построенной континуальной теории 
однослойного листа графена не используется понятие 
толщины. 
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Как континуальная теория моментно-мембранная 
теория упругих пластин открывает большие возможно-
сти для изучения различных прикладных задач статики, 
динамики и устойчивости однослойного листа графена.  

В данной работе на основе модели поперечного из-
гиба моментно-мембранной теории упругих пластин 
изучаются как статические задачи равновесия, так и 
задачи на собственные колебания прямоугольного листа 
графена, находящегося в поле одного неподвижного 
электрода.   

 
1. Моментно-мембранная линейная теория  
упругих тонких пластин [63; 64] 

 
Пластину будем рассматривать как трёхмерное те-

ло. Посредством определённых гипотез трёхмерная за-
дача моментной теории упругости с независимыми по-
лями перемещений и вращений [65] будет сведена к 
двумерной задаче о равновесии и деформации средин-
ной плоскости пластины, нагружённой системой усилий 
и моментов, статически эквивалентной системе, прило-
женных к исходной пластине нагрузок.  

Оси Ox  и Oy  расположим в срединной плоскости 

пластинки, ось z направим перпендикулярно вниз, если 
пластинка расположена горизонтально. Направление оси z 
в таком случае совпадает с направлением прогибаw .  

Принятые в работах [63; 64] гипотезы по содержа-
нию можно рассматривать как кинематические и стати-
ческие:  

1. Кинематическая гипотеза – это предположение 

о постоянстве всех компонент вектора перемещения V  

и вектора свободного поворота   по координате z  (т.е. 
все они равномерно распределены по толщине пластинки):  

 3( , ),   ( , ),

( , ),   1, 2,   1, 2,3.
i i

k k

V u x y V w x y

x y i k

 
    

 (1) 

2. Статическая гипотеза: в соответствующих физи-
ческих соотношениях можно пренебрегать напряжени-
ем 33  относительно ;ii  3i  – относительно 3 ;i  мо-

ментным напряжением 33  – относительно ;ii  3i  – 

относительно 3 ;i  1, 2.i    

3. Будем предполагать, что пластинка тонкая.  
Отметим, что принятые гипотезы выражают асимпто-

тические свойства решения трёхмерной граничной задачи 
моментной теории упругости  в тонких областях [66]. 

На основании кинематической гипотезы (1) полу-
чим, что отличные от нуля компоненты тензоров де-
формации и изгибов кручений, а также компоненты 
тензоров напряжений и моментных напряжений рас-
пределены по толщине пластинки равномерно (т.е. не 
зависят от координаты z ).  

Возникающие в нормальных к срединной плоскости 
сечениях напряжения и моментные напряжения созда-

ют усилия и моменты: 11 22 12 21 13 23, , , , ,T T S S L L  

в случае плоского напряжённого состояния пластинки и 

13 23 11 22 12 21, , , , ,N N L L L L  в случае поперечного изги-

ба пластинки. Здесь 13 23,N N  – перерезывающие уси-

лия,
 11 22 12 21, , ,T T S S  – тангенциальные усилия, 

11 22 12 21, , , ,L L L L 13 23,L L  – моменты от моментных 

напряжений. 
Приведем основные системы уравнений моделей 

плоского напряженного состояния и поперечного изги-
ба моментно-мембранной теории упругих пластин, ко-
торые получены в работах [63; 64].  

Основная система уравнений для модели плоского 
напряжённого состояния моментно- мембранной теории 
упругих пластин (рис. 1). 

 

Рис. 1. Бесконечно малый элемент пластины в плоском  
напряженном состоянии 

Fig. 1. An infinitesimal plate element in a plane stress state 

 
Уравнения равновесия  

 

 

11 21
1

12 22
2

13 23
12 21 3

,   

,

.

T S
p

x y
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x y
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x y

 
  

 
 

  
 
 

    
 

 (2) 

Физические соотношения упругости 

   

   

11 11 22 22 22 112 2

12 12 1 21 21 21 1 12 1

13 13 23 23

, ,
1 1
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,  .

E E
T Γ νΓ  T Γ νΓ

ν ν

S C Γ Γ S C Γ Γ

L B k L B k

 

 

 

 

   
 

 
        

 
 

 (3) 

Геометрические соотношения 

 

1 2 2
11 22 12 3

3 31
21 3 13 23

Γ , Γ , Γ ,

Γ , , .

u u u

x y x

u
k k

y x y

  
    
  

 
   
  

 (4) 

Граничные условия 

11 11 12 12 13 13,     ,     ,T T S S L L    при const,x   

или 

 1 1 2 2 3 3,     ,     ,u u u u      при const.x   (5) 
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Могут иметь место также смешанные граничные ус-
ловия. Здесь 11 22 12 21, , ,T T S S  – тангенциальные усилия, 

13 23,L L  – моменты от моментных напряжений, дейст-

вующих в срединной плоскости, 11 22 12 21, , ,     – 

компоненты тензора тангенциальных деформаций, 

13 23,k k  – компоненты тензора кривизны-кручения, 1p , 

2p  – тангенциальные внешние усилия, 3m  – внешний 

момент, E , * *C    , B  – жесткостные характери-

стики,   – коэффициент Пуассона, 1  – безразмерный 

физический коэффициент. Отметим, что значения вели-
чин 1, , ,E ν C   и B  для графена численно опреде-

лены в работе [62] через физические параметры гармо-
нического потенциала для углерода. 

 Отметим, что если принять * *0, 0,B    то сис-

тема уравнений (2)–(4) переходит к системе уравнений 
классической теории плоского напряженного состояния 
упругих тонких пластин. 

Основная система уравнений и граничные условия 
для модели поперечного изгиба моментно-мембранной 
теории упругих пластин (рис. 2). 

 

Рис. 2. Бесконечно малый элемент пластины  
в случае поперечного изгиба 

Fig. 2. An infinitesimal plate element in the case  
of transverse bending 

 

Уравнения равновесия  
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 (6) 

Физические соотношения упругости 
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 (7) 

Геометрические соотношения 

 

1
13 2 23 1 11

2 2 1
12 12 21

Γ , Γ , ,

,  ,  .

w w
k

x y x

k k k
y x y

 
    
  

  
  

  

 (8) 

Граничные условия 

13 13 11 11 12 12,     ,     ,N N L L L L    при const,x   

или 

 1 1 2 2,     ,     ,w w        при const.x 

 

(9) 

Могут иметь место и смешанные граничные усло-
вия. Здесь 13 23,   – поперечные сдвиги, 

11 22 12 21, , ,k k k k  – кривизны и кручения срединной 

плоскости пластины, D  – сдвиговая жёсткость, D  – 

изгибная жёсткость. Отметим, что значения , , mD D   

для графена в работе [62] численно определены через 
физические параметры гармонического потенциала для 
углерода, q  – интенсивность внешней распределенной 

нагрузки.  
Так как компоненты вектора перемещений не зави-

сят от координаты z, т.е. распределены по толщине пла-
стины равномерно, следовательно, данная теория не 
имеет аналога в классической теории пластин. 

 
2. Постановка  задачи электромеханического 
изгиба листа графена 

 
Рассмотрим прямоугольную графеновую пластину в 

поле одного неподвижного электрода. Пластина зани-
мает область 0 ,   0 ,x a y b     на расстоянии 0g  

находится электрод (рис. 3). На пластинку будет дейст-
вовать внешняя распределённая нормальная к средин-
ной плоскости нагрузка электростатического происхо-
ждения интенсивностью ( , ).q x y  Подробный вывод 

формулы для ( , )q x y  осуществлён в работе [67], окон-

чательно это формула выгладит так: 

 
 

2
0

2

0

( , ) ,
2

r V
q x y

g w

 



 (10) 

где r  – диэлектрическая проницаемость среды, 0  – 

электрическая постоянная, V  – потенциал электриче-
ского поля. 

Как видно из выражения (10), нагрузка ( , )q x y  не-

линейным образом зависит от прогиба ( , )w x y . Так как 

далее будем рассматривать малые прогибы (линейную 
задачу), можем выражение (10) разложить в степенной 
ряд и удержать линейные члены относительно прогиба. 
Таким образом, выражение для нагрузки примет вид: 

 0 0 ,q q k w   (11) 
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где 

 
2

0
2
02

r
o

V
q

g

 
 , 

2
0

0 3
0

.r V
k

g

 
  (12) 

Если constV  , тогда 0 constq  , 0 const.k   

 

 

 

Рис. 3. Прямоугольная пластина в поле одного  
неподвижного электрода 

Fig. 3. Rectangular plate in one fixed electrode field  

 
Для изучения электромеханического изгиба листа 

графена в поле действия электростатического давления 
(11) в основу будем принимать модель поперечного 
изгиба моментно-мембранной линейной теории упругих 
пластин (6)–(9). Основную систему уравнений можно 
привести к следующей системе уравнений относительно 

функций      1 1 2 2, , , , ,w w x y x y x y       : 

 

2 1

*

1 2 *
1 1'

1 2 *
2 2'

,

0,

0,

m

m

q
w

x y D

D w

x x y yD

D w

y x y xD

  
       

     
               

                  

 (13) 

где      2 2

2 2
.

x y

   
   

 
  

Следует отметить, что имеет место полная аналогия 
системы уравнений (13) с теорий изгиба упругой пластин-
ки, построенной на основе гипотез С.П. Тимошенко [68]. 

 
3. Электромеханический изгиб графеновой  
нанопластины в случае шарнирного  
опирания ее контура 

 
Рассмотрим граничные условия шарнирного опира-

ния по контуру прямоугольной пластины: 

 12 1

21 2

0, 0, 0 при 0, ;

0, 0, 0 при 0, .

w L x a

w L y b

    
    

 (14) 

Введем функции   и  следующим образом: 

 1 2, .
y x x y

   
      

   
 (15) 

С учетом обозначений (15) система (13) примет вид: 

'
*

2

1
бигармоническое уравнение,

0 уравнение Гельмгольца.

q
w q

DD

k

    

    
 (16) 

Здесь  

 
 

2 * .
1 m

D
k

D


 
  (17) 

Функция   определяется соответствующей форму-

лой после определения функций w  и  . 

Можно показать, что если прямоугольная пластина 
по всему внешнему контуру шарнирно оперта (14),  то 
только в этом случае функция 0  .  

В таком случае основное уравнение поставленной 
задачи примет вид: 

 
'

*

1
.

q
w q

DD
     (18) 

Имея в виду формулу (11) для нагрузки q , когда 

constV  , уравнение (18) примет вид: 

 0 0 0
' '

*

.
k k q

w w w
D D D

      (19) 

Будем искать решение граничной задачи (19), (14) 
по методу Навье в виде двойного тригонометрического 
ряда:  

1 1

Sin Sin , 0 , 0 .nm
n m

nx my
w w x a y b

a b

 

 

 
      (20) 

Граничные условия (14) в таком случае будут удовле-
творяться тождественно, так что nmw  определяются из 

условия, что решение (20) удовлетворяет уравнению (19). 
Разложим 0 constq   в ряд: 

 0
1 1

Sin Sin ,nm
n m

nx my
q q

a b

 

 

 
   (21) 

где  

 0
2

16
, 1,3,5,... 1,3,5,...nm

q
q n m

nm
  


 (22) 

Подставляя (20), (21) и (22) в уравнение (19), в ито-
ге получим выражение для nmw : 
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(23) 
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Также решение поставленной задачи можно найти 
методом Бубнова – Галеркина, для этого выберем сле-
дующие разложения для входящих в задачу (19), (14) 
функций: 

1 1

1 1

Sin Sin ,
N M

nm
n m

nx my
w w

a b 

 
   

1 1

1
1 1

Sin Cos ,
N M

nm
n m

nx my
В

a b 

 
   

1 1

2
1 1

Cos Sin , 0 , 0 .
N M

nm
n m

nx my
С x a y b

a b 

 
       (24) 

Легко убедиться, что функции (24) тождественно 
удовлетворяют граничным условиям шарнирного опи-
рания (14). 

Задавая значения n  и m : 1,n   1m   и т. д., под-

ставляя (24) в систему уравнений (13),  применяя метод 
Бубнова – Галеркина, каждый раз будем получать  сис-
тему алгебраических линейных неоднородных уравне-
ний относительно неизвестных коэффициентов nmw , 

nmB , nmC .     

 
4. Электромеханический изгиб графеновой 
пластины в случае жесткой заделки по контуру 

 
Рассмотрим граничные условия жесткой заделки по 

контуру прямоугольной пластины: 

 1 2

1 2

0, 0, 0 при 0, ;

0, 0, 0 при 0, .

w x a

w y b

     
     

 (25) 

В этом случае будем рассматривать систему урав-
нений (13). 

Следуя процедуре метода Бубнова – Галеркина, бу-
дем искать решение граничной задачи (13), (25) в виде:  

2 2
1 Cos 1 Cos ,

x y
w А

a b

       
  

 

1 1 1 ,
x y x y

B
a b a b

           
    

 

2 1 1 ,
x y x y

С
a b a b

           
    

 0 , 0 .x a y b     (26) 

Разложения (26) удовлетворяют граничным услови-
ям жесткой заделки (25). Подставляя (26) в (13) и при-
меняя метод Бубнова – Галеркина, получим  систему 
алгебраических линейных неоднородных уравнений 
относительно неизвестных коэффициентов A , B , C . 

 
5. Численные результаты 

 
Приведем численные результаты для электромеха-

нического статического изгиба шарнироно опертой и 
жестко защемленной графеновой пластины, а также 
решение задач на собственные колебания.  

Численные значения жесткостей *D , 'D   и безразмер-

ного параметра m  получены в работе [62] и выражаются 

следующим образом: *

H
86 ,

м
D    ' 104,15 10 НнмD    , 

0, 41m   ,  электростатические постоянные имеют значе-

ния: 1,r   
4 2

12
0 3

8,85 10 ,
м кг

c A    линейные размеры пла-

стины: 20 нмa b   . 
 

5.1. Электромеханический статический  
поперечный изгиб графенового листа 

 

Изучена сходимость применяемых в работе мето-
дов. В табл. 1 приведены результаты расчета прогибов в 
центральной точке шарнирно опертой пластины в зави-
симости от значений n и m в разложениях (20) и (24). 
Пусть  0 8g   нм, 0.537V  B. Результаты показывают, 

что для исследования задачи в линейной постановке 
достаточно 3n m  . 

Таблица 1 

Сходимость полученных приближений  

Table 1 

Convergence of the obtained approximations  

n=m 1 3 5 7 9 11 
Метод Навье 

w, нм 0,032127 0,0314183 0,031473 0,0314625 0,0314654 0,0314644
Метод Бубнова – Галеркина 

w, нм 0,0321313 0,0314251 0,031480 0,0314694 0,0314682 0,0314691
 

Графики зависимости прогиба в центральной точке 
пластины от напряжения эклектического поля приведены 
на рис. 4: a – жесткая заделка, b – шарнирное опирание. 

На рис. 5–7 приведены эпюры прогибов w  и по-
верхности распределения значений углов поворота 

1 2,   и моментов от моментных напряжений 

12 21,L L . В зависимости от условий закрепления торцов 

пластины при 0 1g  нм. Данные рис. 5–7 подтверждают 

выполнение граничных условий, а следовательно, вер-
ность выбора представления искомых функций в методе 
Бубнова – Галеркина. 

 

5.2. Собственные частоты 
 

Для расчета собственной частоты линейных изгиб-
ных колебаний рассматриваемой пластины добавим в 
уравнение относительно функции прогиба системы (13) 
инерционный член: 

 

2
2 1
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1 2 *
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1 2 *
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,
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0,

m

m

q w
w

x y D t

D w

x x y yD
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 (27) 
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а 

 

b 

Рис. 4. Графики зависимости прогиба в центральной точке 
пластины от напряжения эклектического поля: а – жесткая 

заделка; b – шарнирное опирание 

Fig. 4. Deflection dependence graphs at the plate central point  
on the stress: а – clamped boundary conditions; b – hinged  

supported boundary conditions 

 

 

а 

 

b 

Рис. 5. Эпюра прогиба: а – жесткая заделка;  
b – шарнирное опирание 

Fig. 5. Deflection plot: а – clamped boundary conditions;  
b – hinged supported boundary conditions 

 

 

а 

 

 

b 

Рис. 6. Поверхности распределения значений углов поворота 

1 2,  : а – жесткая заделка; b – шарнирное опирание 

Fig. 6. Distribution surfaces of values rotation angles 1 2,  :  

а – clamped boundary conditions; b – hinged supported boundary 
conditions 

 
где 0  – поверхностная плотность листа графена, зна-

чение которой приведено в работах [62; 69], уточненное 
значение этой величины получено в работе [45]:  

24
0 2

кг
0,76 10

нм
   . 

Следуя методике, предложенной в работе [70], бу-
дем искать значение частоты собственных линейных 
колебаний пластины методом Бубнова – Галеркина, для 
этого представим функции, входящие в уравнения, 
в следующем виде:  

– жесткая заделка: 

2 2
1 Cos 1 Cos Sin ,

x y
w А t

a b
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1 1 1 Sin ,
x y x y

B t
a b a b

            
    

  

 2 1 1 Sin .
x y x y

С t
a b a b

            
    

 (28) 

– шарнирное опирание: 

Sin Sin Sin
x y

w А t
a b

 
  , 

 1 Sin Cos Sin
x y

В t
a b

 
   ,  (29) 

2 Cos Sin Sin .
x y

С t
a b

 
    

 

 

а 

 

 

b 

Рис. 7. Поверхности распределения значений моментов  

от моментных напряжений 12 21,L L : а – жесткая заделка; 

b – шарнирное опирание 

Fig. 7. Distribution surfaces of  moment values from moment 

stresses 12 21,L L : а – clamped boundary conditions; b – hinged 

supported boundary conditions 

Здесь , ,A B C  – постоянные. Подставляя выраже-

ния (28) или (29) в систему уравнений (27) и применяя 
метод Бубнова – Галеркина, приходим к частотному 
уравнению, которое получается из равенства нулю оп-
ределителей соответствующих однородных алгебраиче-
ских уравнений. 

В табл. 2 приведены значения собственной частоты 
основного тона линейных колебаний для квадратной 
графеновой пластины в зависимости от длины ее сторо-
ны и граничных условий без влияния электростатиче-
ского поля. Показано, что значение частоты лежит 
в гигагерцевом диапазоне, в случае жесткой заделки 
частота собственных колебаний существенно выше, чем 
при шарнирном опирании. 

В табл. 3 приведены значения собственной частоты 
основного тона линейных колебаний пластины разме-
ром 20×20 нм в зависимости от значения постоянного 
напряжения электрического поля. Зазор в этом случае: 

0 1g   нм.  

Таблица 2 

Собственная частота без учета влияния  
электростатического поля (ГГц) 

Table 2 

Natural frequency without taking into account  
the electrostatic field influence (GHz) 

5×5 нм 10×10 нм 20×20 нм 25×25 нм 
Шарнирное опирание 

61,97 15,52 3,88 2,48 
Жесткая заделка 

1161,76 580,88 290,44 235,35 
 

Таблица 3 

Собственная частота с учетом влияния  
напряжения электростатического поля (ГГц) 

Table 3 

Natural frequency taking into account  
the electrostatic field influence (GHz) 

Жесткая заделка  Шарнирное опирание 

V, B 0 , ГГц  V, B 0 , ГГц 

0 290,44  0 3,88 
2,5 289,02  0,035 3,86 
5 284,71  0,07 3,79 

7,5 277,37  0,105 3,68 
 
Из данных табл. 3 видно, что рост постоянного на-

пряжения электрического поля уменьшает значение 
собственной частоты.  

 
Заключение 

 
На основании принципиально новой моментно-

мембранной теории упругих пластин, позволяющей 
учесть микроструктуру и физические параметры кри-
сталлической решетки графена, изучены статическая 
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задача о поведении прямоугольного листа графена с 
электрическим приводом и задача о его собственных 
колебаниях. Получены значения основного тона часто-
ты линейных колебаний графеновой пластины в зави-
симости от ее размеров, граничных условий и значения 

постоянного напряжения электрического поля. Показа-
но, что собственные частоты находятся в гигагерцевом 
диапазоне. Приведенные результаты будут полезны при 
проектировании и анализе режимов работы НЭМС, ос-
нованных на графеновых пластинах. 
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