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 Условие несжимаемости для изотропного линейно упругого материала серьезно огра-
ничивает применение классических гипотез теории изгиба балок, сформулированных Бер-
нулли для малых деформаций и перемещений. При этом принимается, что такое сильное
кинематическое условие, как условие неизменяемости объема, должно, безусловно, вы-
полняться. Термин «механическая несжимаемость» подразумевает воздействие на балку 
исключительно силовой нагрузки, но при тепловом на неё воздействии деформация изме-
нения объёма является функцией температуры. Тем не менее в обоих этих случаях усло-
вие механической несжимаемости может быть конфликтным по отношению к классическим 
гипотезам изгиба балки, что может привести к вырождению задачи. Поэтому перед реше-
нием любой задачи для механически несжимаемых материалов необходимо все исполь-
зуемые и достаточно обоснованные для обычных материалов гипотезы проверить на
предмет соответствия кинематическому условию неизменяемости объёма. В случае несо-
ответствия необходимо построить модель расчёта, основанную на других, не противоре-
чащих несжимаемости гипотезах, которые не приведут к серьёзному усложнению решае-
мых задач. Для изгибаемой балки используется модель Бернулли, основой которой явля-
ются кинематическая гипотеза прямой нормали (поперечный отрезок после деформации 
остаётся прямым, плоским, ортогональным к изогнутой оси балки, а расстояния между 
точками отрезка остаются неизменными) и силовая гипотеза ненадавливаемости волокон 
балки в поперечном направлении. Каждая из перечисленных гипотез должна быть прове-
рена на предмет соответствия условию неизменяемости объёма балки при воздействии на 
неё поверхностной силовой изгибающей нагрузки. Учёт поперечных деформаций актуален 
для низкомодульных материалов и особенно для материалов с низким сдвиговым моду-
лем в поперечном направлении. Несжимаемые материалы, как правило, относятся к низ-
комодульным, но не это их свойство является определяющим при анализе гипотез Бер-
нулли. 
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 The incompressibility condition for an isotropic linearly elastic material seriously restricts the
application of the classical hypotheses of the beam bending theory formulated by Bernoulli for
small deformations and displacements. At the same time, it is assumed that such a strong kine-
matic condition as the condition of immutability of volume must be unconditionally fulfilled. The
term “mechanical incompressibility” implies the impact on the beam exclusively of a force load, 
but with thermal action on it, the deformation of the volume change is a function of temperature. 
Nevertheless, in both of these cases, the condition of mechanical incompressibility may conflict 
with the classical hypotheses of beam bending, which may lead to the problem degeneration.
Therefore, before solving any problem for mechanically incompressible materials, it is necessary
to check all hypotheses used and sufficiently justified for conventional materials for compliance
with the kinematic condition of volume immutability. In case of inconsistency, it is necessary to 
build a calculation model based on other hypotheses that do not contradict incompressibility, 
which will not lead to a serious complication of the tasks being solved. For a bent beam, the Ber-
noulli model is used, the basis of which is the kinematic hypothesis of a straight normal (the 
transverse segment after deformation remains straight, orthogonal to the curved axis of the beam
and the distances between the points of the segment remain unchanged) and the force hypothe-
sis of the non-compressibility of the beam fibers in the transverse direction. Each of the above
hypotheses should be checked for compliance with the condition of immutability of the beam
volume when exposed to the surface force bending load. The consideration of transverse defor-
mations is relevant for low-modulus materials and especially for materials with a low shear modu-
lus in the transverse direction. Incompressible materials, as a rule, belong to low-modulus, but 
this is not their property that is decisive in the analysis of Bernoulli hypotheses. 
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Введение 

 
Одной из первых работ по уточнению классических 

теорий изгиба балок и пластин была работа выдающе-
гося ученого С.П. Тимошенко [1], который отказался от 
гипотезы ортогональности поперечного отрезка к изо-
гнутой оси балки и к срединной поверхности пластинки 
в результате их деформирования. При этом принима-
лось постоянство касательных напряжений по высоте 
балки или пластинки, что привело к появлению каса-
тельной нагрузки на протяжённых границах балки и 
основаниях пластинки и, следовательно, исказило ис-
ходную задачу.  

Позже Е. Рейсcнер и С.А. Амбарцумян [2; 3] ап-
проксимировали поперечные касательные напряжения 
квадратной параболой, что позволило автоматически 
удовлетворить граничные условия отсутствия касатель-
ной нагрузки на основаниях пластинки. Благодаря это-
му увеличились количество неизвестных и порядок сис-
темы дифференциальных уравнений, что позволило 
удовлетворить по три граничных условия на каждой 
кромке прямоугольной пластинки.  

Дальнейшие уточнения связаны с аппроксимацией 
перемещений по толщине с использованием полиноми-
альных функций различного порядка, от которых зави-
сит точность результатов. Эти уточнения проводились 
для тонких пластин и балок достаточной длины, выпол-
ненных из традиционных, композиционных и резино-

подобных материалов [4–9]. В работах [10–12] и других 
приводятся результаты исследований по уточнению 
теории изгиба пластин и балок, а также методы расчёта 
балок, пластин и оболочек из эластичных и резинопо-
добных материалов.  

Для балок и пластин из несжимаемых материалов 
уточняющие расчётные модели практически отсутст-
вуют. 

Ниже в трёх разделах последовательно рассматри-
ваются задачи изгиба несжимаемой балки с частичным 
использованием и без использования гипотез Бернулли. 
Полагаем, что внешняя силовая нагрузка не вызывает 
больших перемещений, а напряжения зависят линейно 
от деформаций, ось x совпадает с нейтральной осью 
балки, ось y направлена по высоте балки. 

 
1. Анализ соответствия гипотез Бернулли  
условию механической несжимаемости 

 
В качестве исходной задачи для применения гипо-

тез Бернулли возьмём плоское напряжённое состояние, 
реализуемое в достаточно длинной полосе (балке) пря-
моугольного поперечного сечения, высота которого 
значительно больше толщины. Плоскость действия 
внешней поверхностной нагрузки нормальна к оси бал-
ки и распределена по одной или двум протяжённым 
границам или по торцевым сечениям балки. Для плос-
кого напряжённого состояния используются статиче-
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ские гипотезы 0z xz yz      . К этим гипотезам до-

бавляются гипотезы Бернулли 0.y y xy       

Cоотношения обобщённого закона Гука для плоского 
напряжённого состояния, разрешённые относительно 
деформаций, имеют вид 

 
 

   

1
,

1
, .

x x y

y y x z x y

E

E E

   


         

 (1) 

Условие несжимаемости получим из приведённых 
формул, почленно складывая левые и правые части ра-
венств и полагая 0,5   

   1
 1 2 0.x y z x yE

            (2) 

Из этого равенства видно, что статическая гипотеза 
Бернулли о ненадавливаемости волокон в поперечном 
направлении 0y  применима в физических соотно-

шениях, поскольку она не противоречит условию не-
сжимаемости. Полагая 0y  в равенствах (1), получим 

,    ,   .x
x y x z xE E E

  
           

Отсюда следует, что ,y z    и условие несжимае-

мости (2) преобразуется к виду 

 2 0.x y     

Если применить кинематическую гипотезу Бернул-
ли 0y  , то из этого равенства получим 0x  , что 

приводит к отсутствию деформаций и перемещений в 
изгибаемой балке. Следовательно, указанная кинемати-
ческая гипотеза неприменима для балки из механически 
несжимаемого материала. 

Разрешённые относительно напряжений физические 
соотношения (1) для механически несжимаемого мате-
риала 

 

2 2 ,

2 2 ,   

2 2 0

x x x

y y y

z z z

G G S

G G S

G G S

       

       

        

  (3) 

cодержат силовую функцию S, заменяющую произведе-
ние  , поскольку первый сомножитель (объёмный 
модуль упругости) стремится к бесконечности при 

0,5  , второй – к нулю, а их произведение превраща-

ется в неопределённость, которая заменяется силовой 
функцией S. Из этих равенств следует, что в некоторых 
частных случаях нагружения и граничных условий воз-
можно отсутствие в теле деформаций и перемещений, а 
напряжения при этом, благодаря наличию в равенствах 
силовой функции, будут отличны от нуля. 

Если принять равенство нулю поперечных напря-
жений y  и деформаций y , то силовая функция S бу-

дет равна нулю, что следует из второго равенства (3). 
Также будут равны нулю деформации x  из условия 

несжимаемости, z  в силу равенства y z    и переме-

щения. На основании этих рассуждений из рассмотрен-
ных гипотез Бернулли оставить можно только гипотезу 
о ненадавливаемости волокон балки в поперечном на-
правлении, а от гипотезы 0y   необходимо отказать-

ся, так как она приводит к тривиальному решению для 
напряжений, деформаций и перемещений. 

Использование гипотезы отсутствия поперечного 
сдвига приводит к системе двух дифференциальных 
уравнений относительно двух искомых функций пере-
мещений: продольных перемещений u и прогиба балки v 

 2 0,   0.
u v u v

x y y x

   
   

   
  (4) 

Здесь первое уравнение является условием несжи-
маемости, а второе – условием отсутствия деформации 
сдвига в плоскости xy. Следовательно, использование 
указанной гипотезы вместе с условием механической 
несжимаемости позволяет определить с точностью до 
произвольных констант интегрирования перемещения 
без использования уравнений равновесия. Эти уравне-
ния будут использованы для определения двух напря-
жений   и  y xy  , которые физически не определены.  

Введём потенциальную функцию   и выразим че-

рез неё перемещения так, чтобы второе условие систе-
мы (4) было тождественно удовлетворено 

 ,   .u v
x y

 
  
 

 (5) 

Подставляя (5) в первое уравнение системы (4), по-
лучим разрешающее уравнение для определения потен-
циальной функции 

2 2

2 2
2 0.

x y

   
 

 
 

Полученное уравнение является уравнением гипер-
болического типа, его решение можно представить сле-
дующим рядом Фурье 

 
1

2 2
sin cos sin ,

2 2m m m m ma y b y x
  

       
 

  (6) 

где m

m

l


  , l  – длина балки. 

Теперь из уравнений равновесия плоской задачи 
при отсутствии объёмных сил 

 0,   0xy yx yx

x y x y

  
   

   
 (7) 

определим сначала xy  из первого уравнения, в котором  
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2

2

2

1

2 2
sin cos sin .

2 2

x

m m m m m m

u
E E

x x

E a y b y x


  
   

 
 

        
 


. (8) 

В результате интегрирования по y получим 

 
2

1

1

2 2
2 cos sin

2 2

cos ( ),

xy m m m m m

m

E a y b y

x f x

  
         

 
  

  (9) 

где 1( )f x  – произвольная одномерная функция интег-

рирования. 
Подставим (9) во второе уравнение системы (7): 

3

1

1

2

2 2
cos sin sin .

2 2

y
m

m m m m m

E
y

df
a y b y x

dx


  



 
        
 


 

Интегрируя по y, получим решение для определения 
нормального напряжения в поперечном направлении с 
точностью до дополнительной одномерной функции 
интегрирования 

 

2

1

1
2

2 2
2 sin cos

2 2

sin ( ).

y m m m m m

m

E a y b y

df
x y f x

dx

  
         

 

   


 (10) 

Формулировка краевой задачи. Рассмотрим балку, 
изгибаемую поперечной произвольной нагрузкой, рас-
пределённой по верхней протяжённой границе, свобод-
ной от касательной нагрузки, нижняя протяжённая гра-
ница балки свободна от поперечной и касательной на-
грузок, торцевые сечения балки либо шарнирно опёрты, 
либо жёстко защемлены. Произвольные одномерные 
функции интегрирования и 2m констант в равенствах 
(8)–(10) определим из статических граничных условий 
на протяжённых границах балки  

при / 2y b xy =0, ( )y q x   ,  

 при / 2y b   xy =0, 0y  . (11) 

Здесь и далее b – высота балки, ( )q x  – распреде-

лённая по верхней протяжённой границе переменная 
нагрузка, ось x совпадает с нейтральной осью балки, ось 
y направлена по высоте балки, начало координат при-
надлежит нейтральной оси и одному из торцевых сече-
ний балки. 

После определения из граничных условий (11) про-
извольных констант и одномерных функций интегриро-
вания и подстановки их в равенства (6), (5), (8), (9) и 
(10) получим окончательное решение поставленной 
задачи для продольных перемещений и прогиба 

 1

1

2
sin cos ,

2

2
cos sin ,

2

m m m m

m m m m

u a y x

v a y x





   

    




 (12) 

а также для нормальных и касательных напряжений (8)–
(10), в которых необходимо принять 

2
1

1

2
( ) 2 cos cos ,   0,

2 2m m m m m

b
f x E a x b

  
       

 
  

  2 ( ) ,
2

q
f x     (13) 

2

1
,

2 2 2 2
sin cos

2 2 2 2 2 2

m
m

m
m m m

q
a

El b b b


  
     

 

 

где 
0

sin
l

m mq q xdx  .  

Таким образом, оставляя в силе гипотезу 0xy   

для задачи изгиба механически несжимаемой балки, 
получено решение, которое позволило точно удовле-
творить статические граничные условия на протяжён-
ных границах балки. Полученное решение позволяет 
автоматически удовлетворить некоторые граничные 
условия на торцевых границах при 0 и x x l  .  

Например, при шарнирном опирании балки на тор-
цах, условия равенства нулю прогиба v и напряжения 

x , а следовательно, изгибающего момента, выполня-

ются при 0 и x x l  , как это следует из второго соот-
ношения (12) и равенства (8).  

В случае жёсткого защемления одного или обоих 
торцевых сечений при 0 и x x l  граничное условие 
на функцию прогиба, второе равенство (12) выполняет-
ся автоматически, а условие на функцию продольного 
перемещения, первое равенство (12) удовлетворяется 
приближённо при 0y  , то есть только в одной точке, а 

не для всего торцевого сечения. 
Если одно из торцевых сечений не закреплено и 

свободно от внешней поверхностной нагрузки, решение 
(8) позволяет удовлетворить условие отсутствия нор-
мальных продольных напряжений, а следовательно, 
изгибающего момента, но условие отсутствия касатель-
ных напряжений (перерезывающей силы) решением (9) 
с учётом (13) не может быть выполнено. 

Кроме того, все неоднородные статические и кине-
матические граничные условия на торцах полученным 
решением не выполняются. 

 

2. Изгиб механически несжимаемой балки  
без учёта кинематических гипотез Бернулли 

 

Оставляем единственную из трёх гипотез Бернулли – 
гипотезу о ненадавливаемости волокон в поперечном 
направлении, причём 0y  в физических соотношени-
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ях, а определять эти напряжения будем из уравнений 
равновесия.  

В отсутствие поперечных нормальных напряжений 

y условие несжимаемости записывается в виде 

2 0,
u v

x y

 
 

 
 

поскольку в этом случае для плоского напряжённого 
состояния y z   . Выразим продольные перемещения и 

прогиб через потенциальную функцию   так, чтобы 

удовлетворить тождественно условию несжимаемости 

 2 ,   .u v
y x

 
  

 
 (14) 

Выразим напряжения через потенциальную функ-
цию, используя физические соотношения, уравнения 
связи деформаций и перемещений и равенства (14)  

 

2

2 2

2 2

2 ,

2 .

x x

xy xy

u
E E E

x x y

u v
G G G

y x y x

  
    

  

       
              

  (15) 

Подставляя (14) в первое уравнение (7), получим 
дифференциальное уравнение третьего порядка для оп-
ределения потенциальной функции 

 
3 3

2 3
2 2 0.E G G

x y y

   
  

  
 

Для несжимаемого материала 3E G , благодаря 
чему приведённое уравнение преобразуется к виду 

2 2

2 2
0,4 0.

y x y

     
     

 

Интегрируя по поперечной координате, получим  

  
2 2

12 2
0, 4 ,f x

x y

   
 

 
 (16) 

где  1f x  – произвольная функция интегрирования, а 

полученное уравнение представляет собой уравнение 
эллиптического типа, решение которого есть сумма ре-
шения однородного уравнения и частного интеграла, 
зависящего от вида правой части этого уравнения. 

Решение однородного уравнения (16) при 1( ) 0f x   

можно представить в виде ряда  

 0
1

1,58 1,58 cos .m m m m ma sh y b ch y x


       

Произвольную функцию  1f x  также представим в 

виде бесконечного ряда по косинусам  

1
1

( ) cos .m mf x c x


   

Для определения частного интеграла  примем 

2

12
1

( ) cos ,m mf x c x
x

 
  

   

откуда 
2

1

1
cos .m m

m

c x


   
  

Общее решение уравнения (15) складывается из 
решения однородного уравнения и частного решения 

   
0

2
1

1
1,58 1,58 cos .m m m m m m

m

a sh y b ch y c x


     

 
       


  (17) 

Из второго уравнения (7) определим поперечное 
нормальное напряжение y после определения каса-

тельного напряжения из второго равенства (15) при 
подстановке в него (17) 

 

2

1

2

1
6 1,58 6 1,58 cos ,

xy m

m m m m m m
m

G

a sh y b ch y c x



   

 
       


(18) 

 

2

1

2

1
3,8 1,58 3,8 1,58

sin .

y m m m m m m
m

m

G a ch y b sh y c y

x f x

  
         

  

  

Рассмотрим ту же граничную задачу, что и в разде-
ле 1. Произвольные константы  ,   и m m ma b c  и функ-

цию  2f x определим, выполнив статические граничные 

условия (11) на протяжённых границах балки при  

2

b
y     0,   ,  0xy y q x     . 

После определения из граничных условий (11) про-
извольных констант и одномерной функций интегриро-
вания и подстановки их в равенства (17), (14), в первое 
равенство (15) и (18) получим окончательное решение 
поставленной задачи для продольных перемещений, 
прогиба и напряжений. Здесь приведём решение только 
для функции прогиба 

 
1

1,58 6 1,58 sin ,
2m m m m m

b
v b сh y сh x

        
 

  (19) 

где  

2 3,8 1,58 6 1,58
2 2 2

m
m

m m m m

q
b

b b b
G l sh сh

 
      
 

, 

0

( )sin
l

m mq q x xdx  . 

Все рассуждения о выполнении граничных условий 
на торцевых границах балки в разделе 1 справедливы 
и для раздела 2. 
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3. Изгиб механически несжимаемой балки  
без учёта гипотез Бернулли 

 
В этом разделе используем только гипотезы плоско-

го напряжённого состояния теории упругости без привле-
чения гипотез Бернулли или каких-либо других дополни-
тельных гипотез. Будем использовать схему решения за-
дачи в перемещениях, хотя термин «в перемещениях» 
условен для механически несжимаемой балки в силу при-
сутствия в физических соотношениях, разрешённых отно-
сительно напряжений, неизвестной статической функции, 
заменяющей неопределённость в виде произведения объ-
ёмного модуля на деформацию изменения объёма (3). 

В силу того что для плоского напряжённого состоя-
ния 0z  , из третьего равенства (3) определим дефор-

мацию 
1

2z S
G

   . Тогда условие несжимаемости 

можно преобразовать к виду 

 
1

0.
2x y z x y S
G

            (20) 

При постановке задачи в перемещениях имеем три 
искомых функции: два перемещения, продольное и по-
перечное (прогиб), и статическую функцию S, для опре-
деления которых используем систему из трёх уравне-
ний: равновесия (7), представленные через перемеще-
ния и функцию S, и условия (20). Но можно свести 
задачу к двум разрешающим дифференциальным урав-
нениям равновесия, удовлетворив заранее условию (20) 
путём введения потенциальной функции и выражения 
перемещений через потенциальную функцию и сило-
вую функцию S  

 
1 1

,   .
4 4

u Sdx v Sdy
y G x G

 
    
    (21) 

С учётом равенств (21) выразим напряжения в (3) 
через потенциальную функцию 

2 2

2 2

2 2

2 2

1 3
2 2 2 ,

2 2

1 3
2 2 2 ,

2 2

1
.

4

x

y

xy

u
G S G S S G S

x x y x y

v
G S G S S G S

y x y x y

u v
G

y x

S S
G dx dy

G y xy x

    
       

    

    
         

    

  
      

       
          

 

(22) 

Внесём (22) в уравнения (7) и продифференцируем 
первое по x, второе по y. В результате получим систему 
уравнений для определения потенциальной функции   

и статической функции S 

 

2 2
2 2

2

2 2
2 2

2

1 3
0,

4 2

1 3
0.

4 2

S
G S

x y x

S
G S

x y y

 
    

  

 
     

  

 (23) 

При сложении этих равенств получим уравнение 
Лапласа для определения функции S 

 2 0.S   (24) 

Тогда уравнения (23) после интегрирования по x 
первого и по y второго будут такими 

 

 

 

2

2

3
,

2

3
,

2

S
G f y

y x

S
G x

x y

 
  

 
 

    
 

 (25) 

где  f y  и  x  – произвольные функции интегриро-

вания, которыми можно пренебречь без ущерба для ре-
шения задачи.  

Исключим силовую функцию S  из системы урав-
нений (25) путём дифференцирования первого уравне-
ния по y , второго по x  и последующего вычитания из 

первого уравнения второго. Получим 
2 2 0.     

В итоге будем решать систему из двух несвязанных 
дифференциальных уравнений для определения потен-
циальной функции   и функции S 

 2 2 0    , 2S = 0. (26) 

Решения этих уравнений можно представить в ря-
дах Фурье 

 
   

 

1

1

cos ,

sin ,

k k k k k k k

k k k k k

A B y ch y C D y sh y x

S a ch y b sh y x





         

    




 (27) 

где ,k

k

l


   l  – длина балки (размер в направлении 

оси x). 
Полученное решение содержит 6k произвольных 

констант, что больше количества граничных условий на 
протяжённых границах балки. Это связано с тем, что 
порядок полученной системы дифференциальных урав-
нений (26) был искусственно завышен. Поэтому необ-
ходимо вернуться к исходной системе уравнений (25) 
без произвольных функций в правых частях и исклю-
чить 2k лишних констант. В результате подстановки 
равенств (27) в исходную систему (25) получим сле-
дующие условия связи между константами 

 
4 4

,    .
3 3k k k k k k

G G
a B b D       (28) 

Подставив (28) в (27), а полученное в систему ра-
венств (22), будем иметь решение для напряжений 
с точностью до произвольных констант интегрирова-
ния, которые определим из статических граничных ус-
ловий (11) на протяжённых границах балки. Определив 
константы интегрирования, получим окончательное 
решение рассматриваемой задачи.  
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В силу громоздкости формул окончательное реше-
ние приведём только для функции прогиба без подста-
новки в него найденных констант.  

1

1

3
sin ,

1

3

k k k k k k k k k k

k

k k k k

A ch y C sh y B ych y sh y

v x

D ysh y ch y



                 
        

  


(29) 

где 

1
,

2 2

,
2

2 2 2 2 2 2

k k k
k

k
k

k k k k k k k

b b
A D th

q
D

b b b b b b
Gl sh th sh ch

 
     


         
 

 

 
0

sin .
l

k kq q x xdx   

Здесь приведены формулы для вычисления только 
тех констант, которые будут необходимы при опреде-
лении максимального прогиба в среднем сечении балки. 

Все рассуждения по граничным условиям на торцах 
балки, приведённые в первых двух разделах, справед-
ливы и для этого раздела. 

 
4. Сравнение полученных  
в разделах 1–3 результатов 

 
Сравнение проведём по значениям прогиба в сред-

нем сечении балки на нейтральной оси, то есть при 

 и 0
2

l
x y  , при отношении высоты балки к её длине 

0, 2
b

l
 , при постоянной нагрузке 0q , распределённой 

по верхней протяжённой границе. Нижние индексы 
прогибов соответствуют номеру раздела. 

Для вычисления прогиба 1v  преобразуем второе ра-

венство (12) с учётом заданных параметров 

   

1
1

0
2

1

2
sin

2

0, 24
sin ,

2sin 0,07 0,07 cos 0,07

m m mv a x

q l m

G m m m m





    


 

   




 

где m  является нечётным рядом чисел вследствие того, 

что  0 02
1 cosm

m m

q q
q m   

 
 при нечётных значениях 

m  и 0mq   при их чётных значениях. 

Ряд быстро сходится, уже третье слагаемое суммы 
меньше первого слагаемого почти в сто раз. В итоге 
получим 

0
1 0,053 .

q l
v

G
   

Для вычисления прогиба 2v  преобразуем равенство 

(19) с учётом заданных параметров 

 

 
   

2
1

0
2

1

1 6 0,158 sin
2

2 1 6 0,158
sin .

23,8 0,158 0,6 0,158

m m

m
v b ch m

ch mq l m

G m sh m m ch m






    

  
 

   




 

Здесь m также обретает только нечётные значения. 
В результате имеем 

0
2 7,15 .

q l
v

G
   

Этот ряд также быстро сходится, для получения 
почти точного результата достаточно удержать первые 
три слагаемые. 

Для вычисления прогиба 3v  преобразуем равенство 

(29) с учётом заданных параметров и связи между кон-
стантами 

   

3
1

0
2

1

1
sin

3 2

4
0,1 0,1

3
sin .

20,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

k k k

m
v A D

m th m
q l m

G m sh m m th m sh m m ch m





     
 
       

      





 

Задавая m нечётные значения и удерживая три пер-
вых слагаемых в сумме, получим 

0
3 7, 22 .

q l
v

G
   

 
Заключение 

 
1. Показано, что кинематическая гипотеза 0y   

неприемлема для задачи изгиба балки из несжимаемого 
материала. 

2. Использование кинематической гипотезы 0xy   

в сочетании с условием несжимаемости для решения 
той же задачи приводит к результату (прогиб 1v ), кото-

рый значительно (более чем в сто раз) отличается от 
решений, полученных во втором и третьем разделах 
(прогибы 2v  и 3v ). Это можно объяснить тем, что в от-

сутствие изменения объёма и формы тела деформации и 
перемещения либо отсутствуют, либо близки к нулю. 

3. Для получения адекватного решения можно ис-
пользовать статическую гипотезу Бернулли о ненадав-
ливаемости волокон балки в поперечном направлении, 
поскольку решения для прогибов 2v  и 3v  практически 

совпадают. 
4. Целесообразно использовать схему решения за-

дачи, приведённую в разделе 2, поскольку она проще 
схемы раздела 3 (без гипотез), а результаты по прогибу 
отличаются на 1 %. 
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