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 Исследовано напряженно-деформированного состояние слоистых электроупругих тел 
с учетом масштабных эффектов. Для учета масштабных эффектов использована гради-
ентная модель электроупругости с одним механическим и одним электростатическим па-
раметрами. В качестве примеров рассмотрена задача о деформировании составного элек-
троупругого стержня, антиплоская задача о деформировании электроупругой полосы с 
покрытием, задача о деформировании сплошного пьезоцилиндра с покрытием. На основе
вариационного принципа градиентной электроупругости получены уточненные уравнения 
равновесия и электростатики, а также расширенный список граничных условий и условий 
сопряжения для поставленных задач. Рассмотрено несколько упрощенных постановок 
задач градиентной электроупругости для составных тел, когда учитывается только один из
градиентных эффектов – механический или электростатический. Проведено обезразмери-
вание и получены аналитические решения упрощенных задач. На конкретных примерах 
найдены перемещения и напряжения в составных электроупругих телах. Представлены 
решения задач в классической и градиентной постановках, проведен сравнительный ана-
лиз полученных решений. Выяснено, что в случае учета масштабных параметров в окре-
стности сопряжения слоев наблюдается: 1) более гладкое распределение перемещений 
и электрического потенциала по сравнению с классической теорией; 2) скачок компонентов 
тензора напряжений Коши и компонентов вектора электрической индукции; 3) непрерыв-
ность некоторых компонентов тензора моментных напряжений и квадрупольного момента;
4) непрерывность полных напряжений. Скачок компонентов тензора напряжений Коши 
и компонентов вектора электрической индукции объясняется непрерывностью перемеще-
ний, электрического потенциала и их первых производных. Исследована зависимость пе-
ремещений и электрического потенциала от величины механического и электростатиче-
ского масштабных параметров. Выяснено, что с увеличением масштабных параметров
перемещения и электрический потенциал уменьшаются. 
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 The stress-strain state of layered electroelastic bodies is studied taking into account large-
scale effects. To account for the scale effects, a gradient model of electroelasticity with one
mechanical and one electrostatic parameters is used. As examples, the problem of deformation 
of a composite electroelastic rod, the antiplane problem of deformation of an electroelastic strip
with a coating, the problem of deformation of a solid piezocylinder with a coating are considered.
On the basis of the variational principle of gradient electroelasticity, refined equations of
equilibrium and electrostatics are obtained, as well as an expanded list of boundary conditions
and interface conditions for the tasks set. Several simplified formulations of gradient 
electroelasticity problems for composite bodies are considered, when only one of the gradient
effects, mechanical or electrostatic, is taken into account. The dimensionalization was carried out
and analytical solutions of simplified problems were obtained. Calculations of displacements and 
stresses of composite electroelastic bodies are carried out on specific examples. Solutions of
problems in classical and gradient formulations are graphically presented; a comparative
analysis of the solutions obtained is carried out. It is found out that if the scale parameters are
taken into account in the vicinity of the conjugation of layers, the following is observed: 1) a
smoother distribution of displacements and electric potential compared to classical theory; 2) a 
jump of components of the Cauchy stress tensor and components of the electric induction vector;
3) a continuity of some components of the moment stress tensor and quadrupole moment; 4) a
continuity of total stresses. The jump of the components of the Cauchy stress tensor and the 
components of the electric induction vector is explained by the continuity of the displacements,
the electric potential and their first derivatives. The dependence of displacements and electric
potential on the magnitude of mechanical and electrostatic scale parameters is investigated. It
was found out that with an increase in the scale parameters both the displacement and electric
potential decrease. 
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Введение 
 
Пьезоэлектрические элементы стержневой, плоской 

и цилиндрической формы широко используются в ка-
честве сенсоров и актуаторов в микроэлектромеханиче-
ских устройствах, которые применяются в устройствах 
медицинской диагностики, солнечных батареях и т.д. 
[1; 2]. Задачи деформирования пьезоэлектрических тел 
различной формы достаточно полно изучены в рамках 
классической теории электроупругости [3]. Однако мо-
дели классической теории упругости и электроупруго-
сти не учитывают масштабные эффекты, которые воз-
никают, когда размеры образцов соизмеримы с харак-
терным размером структуры материала [4–8]. Для 
описания масштабных эффектов используются различ-
ные обобщенные теории электроупругости, например, 
моментная теория [9], поверхностная теория [10] гради-
ентная теория электроупругости [11–22], которые в оп-
ределяющие уравнения включают градиентные пара-
метры размерности длины.  

Градиентная теория упругости была обоснована 
в середине XX в. в работах Тупина [23] и Миндлина 
[24] и в дальнейшем получила обобщение на механику 
связанных полей, в том числе на теорию электроупру-
гости [11; 14]. Современные исследования в области 
градиентной электроупругости можно разделить на две 
группы: одна учитывает влияние градиента деформа-

ции, но не учитывает влияние градиента электрического 
поля [25], другая учитывает влияние электрического 
поля, но пренебрегает градиентом деформации [13]. По 
сравнению с классической теорией градиентные модели 
электроупругости дают возможность уточненной оцен-
ки электромеханических полей для тел, толщины кото-
рых соизмеримы с масштабным параметром материала, 
характеризующим его микроструктурное строение [22]. 
Однако при этом уравнения равновесия и электростати-
ки в градиентной теории обладают повышенным поряд-
ком по сравнению с классической теорией, а формули-
ровка краевых задач содержит расширенный набор гра-
ничных условий.  

На основе градиентной теории исследованы мас-
штабные эффекты, возникающие при деформировании 
составных упругих [26–28] и термоупругих тел [29–31], 
с также неоднородных тел [20–22]. Так, в работе [26] 
исследована градиентная модель изгиба составной бал-
ки Эйлера – Бернулли в предположении одноосного 
напряженного состояния, в [27] решена задача о равно-
весии слоя с покрытием, находящегося под действием 
локализованной нормальной нагрузки, в [29] исследо-
вана задача градиентной термоупругости для составно-
го стержня, в [30] – термонапряженное состояние бес-
конечно длинного двухслойного цилиндра, в [31] – тер-
монапряженное состояние слоистой полосы. В [20; 21] 
представлено численное решение задачи градиентной 
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электроупругости для полого функционально-градиент-
ного цилиндра со степенными законами неоднородности.  

Однако задачи градиентной электроупругости для 
составных тел, в том числе стержня, цилиндра и слоя, 
остаются неизученными. 

В данной работе приведены постановки задач гра-
диентной электроупругости для составного стержня, 
полосы и сплошного цилиндра с покрытием. Получены 
аналитические решения поставленных задач. Проведе-
ны вычисления перемещений, электрического потен-
циала и напряжений составных электроупругих тел, как 
в классической, так и в градиентной постановках. Сде-
лан анализ полученных результатов. 

 
1. Основные положения градиентной теории 
электроупругости 

 
Рассмотрим пьезоэлектрическое тело, занимающее 

объем V  с поверхностью u t qS S S S S   , где на 

границе uS  заданы перемещения, на tS  – компоненты 

вектора силы, на S  – электрический потенциал,  

на gS  – поверхностный заряд. В градиентной теории 

линейной электроупругости плотность полной электри-
ческой энтальпии зависит не только от деформации и 
напряженности электрического поля, но и от их гради-
ентов [19]:  

 
, ,

, , , ,

1
( , , , )

2
1 1 1
э .

2 2 2

ij ij k i i j ijkl ij kl kij ij k

ij i j ijklmn ij k lm n ijkl i j k l

G E E c e E

E E A E E

       

     
 (1) 

Здесь ,i iE    – компоненты вектора напряженности 

электрического поля,   – электрический потенциал, 

 , ,

1

2ij i j j iu u    – компоненты тензора деформации, 

iu – компоненты вектора перемещения, ijklc  и ijklmnA  – 

компоненты тензоров модулей упругости 4-го и 6-го 
порядка, kije  – компоненты тензора пьезомодулей 3-го 

порядка, эij  и ijkl  – компоненты тензоров коэффициен-

тов диэлектрической проницаемости 2-го и 4-го порядка 
соответственно. 

Математическая постановка задачи, полученная пу-
тем применения вариационного принципа градиентной 
электроупругости, состоящая из уравнений равновесия, 
электростатики, механических и электростатических 
граничных условий, имеет вид [19]: 

 , 0ij j  , (2) 

 , 0i iP  , (3) 

,ijk k j k im n n r ,  

 , , , , ,( ) ( )ij j ijk k j ijk k k j ijk k j k s s in m n m n m n n n t     ,  (4) 

 i iu v , ,
i

i l l

v
u n

n





,  (5) 

0ij i jq n n  ,  

  , , , ,( ) ( )j jk k j jk k j jk k k l l jD q n q n q n n n g    ,  (6) 

 0   , 0i iE n  .  (7) 

Здесь ij ijkl kl kij k
ij

G
c e E


    


 – компоненты тензора 

напряжений Коши, ,
,

ijk ijklmn lm n
ij k

G
m A


  


 – компонен-

ты тензора моментных напряжений, ,ij ij ijk km     – 

компоненты тензора полных напряжений, 

эi ijk jk ij j
i

G
D e E

E


    


 – компоненты вектора элек-

трической индукции, ,
,

ij ijkl k l
i j

G
q E

E


   


– компоненты 

тензора квадрупольного момента, ,i i ij jP D q  – компо-

ненты вектора полной электрической индукции, it , ir  – 

векторы заданных сил на поверхности тела, g  – плот-

ность поверхностного заряда, in  – компоненты единич-

ного вектора нормали к поверхности тела в рассматри-
ваемой точке.  

 
2. Градиентная модель деформирования  
составного электроупругого стержня 

 
В качестве первого примера градиентной модели 

электроупругости рассмотрим равновесие составного 
продольно поляризованного пьезоупругого стержня 
длины L  с местом стыка в точке 3 0x L . Один торец 

стержня 3 0x   жестко защемлен, закорочен, а на дру-

гом торце действует нагрузка одного из следующих 
видов: 1) механическая нагрузка 0( )L p  , ( ) 0L  ; 

2) электростатическая нагрузка ( ) 0L  , 0( )L   .  

Используя обозначения Фойхта для ненулевых 
компонент тензоров 3333 33c c , 333 33e e , 33 3э э  и при-

нимая следующие упрощения 2
333333 м 33A l c , 

2
33333 э 3эl  , получим выражение для плотности полной 

энтальпии: 

 2 2 2 2 2 2
33 , 3 33 , 3 , 3 3 , 3 м 33 , 33 э 3 , 33

1 1 1 1
э

2 2 2 2
G c u e u э l c u l             , (8) 

где мl  – механический градиентный параметр, эl  – 

электростатический градиентный параметр. 
Ненулевые компоненты тензоров напряжения Ко-

ши, моментного и полного напряжений, квадрупольно-
го момента, компоненты вектора электрической индук-
ции и полной электрической индукции, исходя из (8), 
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примут вид: 33 33 3,3 33 ,3c u e    , 2
333 м 33 3,33m l c u , 

33 33 333,3m    , 3 33 3,3 3 ,3D e u э   , 2
33 э 3 ,33эq l   , 

3 3 33,3P D q  . 

В формулах ниже обозначим индексами «1» и «2» 
функции и параметры, соответствующие первому и 
второму стержню соответственно. Для упрощения рас-
четов примем градиентные параметры одинаковыми 
для обоих стержней. Применяя вариационный принцип 
градиентной электроупругости для составного стержня, 
получим расширенный список граничных условий и 
условий сопряжения, включающий кроме классических 
условий и неклассические условия, например, 

(1)
3,3 (0) 0u  ,  (1)

,3 0 0  , (2)
333 ( ) 0m L  ,  (2)

33 0q L  , 

   (1) (2)
3,3 0 3,3 0u L u L ,    (1) (2)

333 0 333 0m L m L ,  (1)
,3 0L   

 (2)
,3 0L  ,    (1) (2)

33 0 33 0q L q L .  

Постановка задачи градиентной электроупругости 
для составного стержня имеет вид: 

 ( )
3,3 0i  , 1, 2i  , (9) 

 ( )
3,3 0iP  , 1, 2i  , (10) 

   (1)
3 0 0u  ,  (1)

3,3 0 0u  ,  (1) 0 0  ,  (1)
,3 0 0  , (11) 

 (2)
333 0m L  ,  (2)

33 0L p  ,  (2)
0L   ,  (2)

33 0q L  , (12) 

   (1) (2)
3 0 3 0u L u L ,    (1) (2)

3,3 0 3,3 0u L u L , 

   (1) (2)
333 0 333 0m L m L ,    (1) (2)

33 0 33 0L L   , 

   (1) (2)
0 0L L   ,    (1) (2)

,3 0 ,3 0L L   ,  

    (1) (2)
33 0 33 0q L q L ,    (1) (2)

3 0 3 0P L P L . (13) 

Обезразмерим задачу (9)–(13) по формулам: 3x
z
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 20
332
0 0
3 33э

e

c
  , 

( )
( ) 333

0
33

i
i m

M
c H

 , 
( )

( ) 33
33 0

33

i
iS

c


 , 

( )
( ) 33
33 0

33

i
i

c


  , 0

0 0
33

p
P

c
 , 

( )
( ) 3
3 0 0

3 33э

i
i D

D
c

 , 
( )

( ) 3
3 0 0

3 33э

i
i P

P
c

 , 

( )
( ) 33
33 0 0

3 33э

i
i q

Q
c H

 , 
( )

( ) 33
33 0

33

i
i c

c
c

 , 
( )

( ) 33
33 0

33

i
i e

e
e

 , 
( )

( ) 3
3 0

3

э
э

i
i

э
 , 

1,2i  . Здесь H – характерный размерный параметр, 
0
33c , 0

33e , 0
3э  – максимальные значения соответствующих 

электромеханических характеристик, 2  – коэффициент 
электромеханической связанности. Для стержня за ха-
рактерный размер H  примем длину стержня L . 

Обезразмеренная задача (9)–(13) примет вид: 

 ( )
33,3 0i  , 1,2i  , (14) 

 ( )
3,3 0iP  , 1,2i  , (15) 

   (1)
3 0 0U  ,  (1)

3,3 0 0U  ,  (1) 0 0  ,  (1)
,3 0 0  , (16) 

   (2) 1 0M  ,  (2)
33 01 P  ,  (2)

01 V  ,  (2)
33 1 0Q  , (17) 

   (1) (2)
3 0 3 0U z U z ,    (1) (2)

3,3 0 3,3 0U z U z , 

   (1) (2)
0 0M z M z ,    (1) (2)

33 0 33 0z z   , 

   (1) (2)
0 0z z   ,    (1) (2)

,3 0 ,3 0z z   ,  

    (1) (2)
33 0 33 0Q z Q z ,    (1) (2)

3 0 3 0P z P z . (18) 

Выражая компоненты полных напряжений, мо-
ментных напряжений, полной электрической индукции 
и квадрупольного момента через смещение и потенци-
ал, получим развернутую постановку задачи (14)–(18): 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
33 3,33 33 ,33 1 33 3,3333 0i i i i i ic U e c U     , 1,2i  , (19) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
33 3,33 3 ,33 2 3 ,3333э 0i i i i i ie U э      , 1, 2i  , (20) 

   (1)
3 0 0U  ,  (1)

3,3 0 0U  ,  (1) 0 0  ,  (1)
,3 0 0  , (21) 

 (2)
3,33 1 0U  , 

     (2) (2) (2) (2) 2 (2) (2)
33 3,3 33 ,3 1 33 3,333 01 1 1c U e c U P     ,  

  (2)
01 V  ,  (2)

,33 1 0  , (22) 

   (1) (2)
3 0 3 0U z U z ,    (1) (2)

3,3 0 3,3 0U z U z , 

   (1) (1) (2) (2)
33 3,33 0 33 3,33 0c U z c U z , 

     
     

(1) (1) (1) (1) 2 (1) (1)
33 3,3 0 33 ,3 0 1 33 3,333 0

(2) (2) (2) (2) 2 (2) (2)
33 3,3 0 33 ,3 0 1 33 3,333 0 ,

c U z e z c U z

c U z e z c U z

    

    
 

   (1) (2)
0 0z z   ,    (1) (2)

,3 0 ,3 0z z   , 

   (1) (1) (2) (2)
3 ,33 0 3 ,33 0э эz z   ,  

     (1) (1) (1) (1) 2 (1) (1)
33 3,3 0 3 ,3 0 2 3 ,333 0э эe U z z z       

      (2) (2) (2) (2) 2 (2) (2)
33 3,3 0 3 ,3 0 2 3 ,333 0э э .e U z z z       (23) 

Рассмотрим несколько упрощенных постановок за-
дачи градиентной электроупругости для составного 
стержня, когда учитывается только один из градиент-
ных эффектов.  

В первом случае рассматривается только механиче-

ское нагружение  (2)
33 01 P  ,  (2) 1 0   и учитывается 

влияние градиента деформации, но не учитывается 
влияние градиента электрического поля. В этом случае, 
полагая 2 0  , после исключения потенциала из урав-

нения электростатики (20), сведем задачу электроупру-
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гости к задаче градиентной теории упругости с ужесто-

ченным модулем упругости 
2

* 2 33
33 33

3э

e
c c   : 

 *( ) ( ) 2 ( ) ( )
33 3,33 1 33 3,3333 0i i i ic U c U  , 1,2i   (24) 

  (1)
3 0 0U  ,  (1)

3,3 0 0U  ,  (25) 

  (2)
3,33 1 0U  ,    *(2) (2) 2 (2) (2)

33 3,3 1 33 3,333 01 1c U c U P  , (26) 

   (1) (2)
3 0 3 0U z U z ,    (1) (2)

3,3 0 3,3 0U z U z , 

   (1) (1) (2) (2)
33 3,33 0 33 3,33 0c U z c U z , 

   *(1) (1) 2 (1) (1)
33 3,3 0 1 33 3,333 0c U z c U z   

    *(2) (2) 2 (2) (2)
33 3,3 0 1 33 3,333 0 .c U z c U z   (27) 

Дифференциальные уравнения равновесия (24) 
можно представить в виде: 

 
( ) 2 2

2 2 ( )33
1 3( ) ( ) 2 2

3 33

1 0
э

i
i

i i

e d d
U

c dz dz

 
    

 
, 1, 2.i   (28) 

Исходя из (28), выражения для нахождения смеще-
ния составного стержня имеют вид: 

1 1

1 1(1)
3 1 2 3 4

z z

U A A z A e A e
 


     ,  

 
2 2

1 1(2)
3 5 6 7 8

z z

U A A z A e A e
 


     , (29) 

где 
(1)

2 33
1 (1) (1)

3 33

1
э

e

c
    , 

(2)
2 33

2 (2) (2)
3 33

1
э

e

c
    . 

В выражении (29) константы интегрирования 

1 8,...,A A  определяются путем удовлетворения гранич-

ных условий (25), (26) и условий сопряжения (27). 
Во втором случае рассматривается только электро-

статическое нагружение  (2)
01 V  ,  (2)

33 1 0   и учи-

тывается влияние градиента электрического поля, но не 
учитывается влияние градиента деформации. В этом 
случае, полагая 1 0  , после исключения смещения из 

уравнения равновесия (19), сведем задачу электроупру-
гости к задаче градиентной электростатики с модифи-
цированным коэффициентом диэлектрической прони-

цаемости 
2

* 2 33
3 3

33

э э
e

с
   : 

 *( ) ( ) 2 ( ) ( )
3 ,33 2 3 ,3333э э 0i i i i     , 1, 2i   (30) 

  (1) 0 0  ,  (1)
,3 0 0  , (31) 

  (2)
01 V  ,  (2)

,33 1 0  , (32) 

   (1) (2)
0 0z z   ,    (1) (2)

,3 0 ,3 0z z   ,  

   (1) (1) (2) (2)
3 ,33 0 3 ,33 0э эz z   ,  

 *(1) (1) 2 (1) (1)
3 ,3 0 2 3 ,333 0э ( ) эz z      

  *(2) (2) 2 (2) (2)
3 ,3 0 2 3 ,333 0э ( ) э .z z      (33) 

Дифференциальные уравнения электростатики (30) 
можно представить в виде: 

 
( ) 2 2

2 2 ( )33
2( ) ( ) 2 2

3 33

1 0
э

i
i

i i

e d d

c dz dz

 
     

 
, 1, 2.i   (34) 

Исходя из (34), выражения для нахождения потен-
циала составного стержня имеют вид: 

1 1

2 2(1)
9 10 11 12

z z

A A z A e A e
 


      ,  

 
2 2

2 2(2)
13 14 15 16

z z

A A z A e A e
 


      . (35) 

В выражении (35) константы интегрирования 

9 16,...,A A  определяются путем удовлетворения гранич-

ным условиям (31), (32) и условиям сопряжения (33).  
Рассмотрим результаты вычисления распределения 

по координате z  безразмерных компонентов электро-
механического поля составного стержня. В расчетах 

принято: 0,6  , 0 0,8z  , (1) (2)
33 33 1e e  . 

На рис. 1, а, показано распределение вдоль стержня 
смещения 3U  в случае механического нагружения при 

(1)
33 0,5c  , (2)

33 1c  , (1) (2)
3 3э э 1  , 0 1P  . На рис. 1, b, 

изображено распределение электрического потенциала 
  в случае электростатического нагружения стержня 

при (1) (2)
33 33 1c c  , (1)

3э 1 , (2)
3э 0,5 , 0 1V  . При этом 

сплошной линией изображены смещение и потенциал, 
если задачи решались в классической постановке при 

1 2 0    , пунктиром – в градиентной постановке при 

1 0,1  , 2 0,1.   

Из рис. 1 следует, что: 1) с увеличением механиче-
ского масштабного параметра значения перемещений 
уменьшаются; 2) с увеличением электростатического 
масштабного параметра значения потенциала умень-
шаются; 3) по сравнению с классической теорией в мес-
те стыка стержней наблюдается более плавное измене-
ние перемещений и потенциала.  

На рис. 2, а, изображено распределение по z  мо-
ментного напряжения M  в случае механического на-
гружения, а на рис. 2, b, – квадрупольного момента 33Q  

в случае электростатического нагружения. 
На рис. 3, а, представлено распределение напряже-

ния Коши 33S  в случае механического нагружения, а на 

рис. 3, b – электрической индукции 3D  в случае элек-

тростатического нагружения. 
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 a   b 

Рис. 1. Распределение по координате z  смещений 3U  (а)  

и потенциала   (b) 

Fig. 1. Distribution along the coordinate z  displacement 3U  (a) 

and potential   (b)  

 

а         b 

Рис. 2. Распределение по координате z  моментного напряже-

ния M  (а) и квадрупольного момента 33Q  (b) 

Fig. 2. Distribution along the coordinate z  couple stresses M  (a) 

and quadrupole moment 33Q  (b) 

Из рис. 2 следует, что моментные напряжения M  и 
квадрупольный момент 33Q  непрерывны и принимают 

пиковое значение на поверхности сопряжения 0z z . 

 

 а    b 

Рис. 3. Распределение по координате z  напряжения Коши 

33S  (а) и электрической индукции 3D  (b) 

Fig. 3. Distribution along the coordinate z  Cauchy stresses 33S  

(a) and electrical induction 33Q  (b) 

Из рис. 3 следует, что функции напряжений Коши и 
электрической индукции: 1) вблизи торца 0z   экспо-
ненциально затухают до нуля; 2) в точке сопряжения 
стержней имеют разрыв, что связано с разностью с не-
прерывностью перемещений, потенциала и их первых 
производных.  

3. Градиентная модель антиплоской  
деформации электроупругой полосы  
с покрытием 

 
В качестве второго примера рассмотрим антипло-

скую задачу о деформировании трансверсально изо-
тропной слоистой электроупругой полосы 

(  1 ,x    ,  2 ,x    ,  3 0,x h ), имеющей 

поверхность сопряжения 3 1x h . Нижняя граница поло-

сы 3 0x   жестко защемлена и заземлена. На 

неэлектродированной верхней поверхности 3x h  на 

отрезке 1 [ , ]x a b  действует сдвиговая нагрузка 

 23 1 0,x h p  , а остальная часть верхней границы 

свободна от напряжений.  
Рассмотрим упрощенную постановку задачи гради-

ентной электроупругости для полосы, когда учитывает-
ся влияние только градиента деформации, но не учиты-
вается влияние градиента электрического поля. В этом 
случае ненулевые компоненты механических и электро-
статических полей имеют вид: 2 1 3( , )u w x x , 

1 3( , )x x   , 1 15 ,1 1 ,1эD e w   , 3 15 ,3 1 ,3эD e w   , 

23 44 ,3 15 ,3c w e    , 21 44 ,1 15 ,1c w e    , 2
231 М 44 ,31m l c w , 

2
233 м 44 ,33m l c w , 2

211 М 44 ,11m l c w , 2
213 м 44 ,13m l c w , 

 2
21 21 211,1 213,3 44 ,1 15 ,1 м 44 ,111 ,133m m c w e l c w w          , 

 2
23 23 231,1 233,3 44 ,3 15 ,3 м 44 ,311 ,333m m c w e l c w w          . 

Постановка задачи градиентной электроупругости 
для слоистой полосы имеет вид: 

 ( ) ( )
21,1 23,3 0i i   , 1, 2i  , (36) 

 ( ) ( )
1,1 3,3 0i iD D  , 1, 2i  , (37) 

  (1)
1,0 0w x  ,  (1)

,3 1,0 0w x  ,  (1)
1,0 0x  ,  (38) 

  (2)
233 1, 0m x h  ,  (2)

23 1 0,x h p  ,  (2)
3 1, 0D x h  , (39) 

   (1) (2)
1 0 1 0, ,w x h w x h ,    (1) (2)

3,3 1 0 3,3 1 0, ,w x h w x h ,  

   (1) (2)
233 1 0 233 1 0, ,m x h m x h ,    (1) (2)

23 1 0 23 1 0, ,x h x h   ,  

      (1) (2)
1 0 1 0, ,x h x h   ,    (1) (2)

3 1 0 3 1 0, ,D x h D x h . (40) 

Обезразмерим задачу (36)–(40) аналогично таковой 
для электроупругого стержня, принимая за характерный 
размер H  толщину полосы h  и введя дополнительно 

1
1

x
y

h
 , 3

3

x
y

h
 , 0

0

h
H

h
 , 

( )
( )

i
i w

W
h

 , 
( )

( ) 23
23 0

44

i
i

c


  , 

0
0 0

44

p
P

c
 , 

( )
( ) 44

44 0
44

i
i c

c
c

 , 
( )

( ) 15
15 0

15

i
i e

e
e

 , 
( )

( ) 1
1 0

1

э
э

э

i
i  , 1, 2i  . Здесь 

0
44c , 0

15e , 0
1э  – максимальные значения соответствующих 

электромеханических характеристик. 
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После обезразмеривания и исключения потенциала из 
уравнения электростатики, задача электроупругости для 
полосы сводится к задаче градиентной теории упругости 

с ужесточенным модулем упругости 
2

* 2 15
44 44

1э

e
c c   .  

Постановка задачи (36)–(40), выраженная в безраз-

мерных перемещениях ( )iW , имеет вид: 

   *( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
44 ,11 ,33 1 44 ,1111 ,3333 ,11332 0i i i i i i ic W W c W W W     ,  

 1, 2i  , (41) 

  (1)
1,0 0W y  ,  (1)

,3 1,0 0W y  , (42) 

 (2)
,33 1,1 0W y  , 

      *(2) (2) 2 (2) (2) (2)
44 ,3 1 1 44 ,311 1 ,333 1 0,1 ,1 ,1c W y c W y W y P   ,  (43) 

   (1) (2)
1 0 1 0, ,W y H W y H ,    (1) (2)

3,3 1 0 3,3 1 0, ,W y H W y H , 

   (1) (1) (2) (2)
44 ,33 1 0 44 ,33 1 0, ,c W y H c W y H , 

      *(1) (1) 2 (1) (1) (1)
44 ,3 1 0 1 44 ,311 1 0 ,333 1 0, , ,c W y H c W y H W y H    

 *(2) (2)
44 ,3 1 0,c W y H   

     2 (2) (2) (2)
1 44 ,311 1 0 ,333 1 0, ,c W y H W y H  .  (44) 

Применим к задаче (41)–(44) интегральное преобра-
зование Фурье по 1y : 

     1
3 1 3 1, , i yF y F y y e dy






  


, (45) 

где   – параметр преобразования Фурье.  
Постановка задачи для слоистой полосы в транс-

формантах Фурье примет вид: 

   *( ) 2 ( ) ( ) 2 ( ) 4 ( ) ( ) 2 ( )
44 ,33 1 44 ,3333 ,332 0i i i i i i ic W W c W W W       

    
,  

 1, 2i  , (46) 

  (1) ,0 0W  


,  (1)
,3 ,0 0W  


,  (47) 

 (2)
,33 ,1 0W  


,  

 *(2) (2)
44 ,3 ,1c W  


 

     2 (2) 2 (2) (2)
1 44 ,3 ,333 0,1 ,1 ,c W W P     

  
 (48) 

   (1) (2)
0 0, ,W H W H  

 
,    (1) (2)

3,3 0 3,3 0, ,W H W H  
 

, 

   (1) (1) (2) (2)
44 ,33 0 44 ,33 0, ,c W H c W H  
 

,

      *(1) (1) 2 (1) 2 (1) (1)
44 ,3 0 1 44 ,3 0 ,333 0, , ,c W H c W H W H      
  

 

 *(2) (2)
44 ,3 0,c W H  


 

     2 (2) 2 (2) (2)
1 44 ,3 0 ,333 0, , .c W H W H    

 
 (49) 

Дифференциальные уравнения равновесия (46) 
можно представить в виде: 

( ) 2 2
2 2 2 2 ( )15

1( ) ( ) 2 2
1 44 3 3

1 0
э

i
i

i i

e d d
W

c dy dy

    
              


,  

 1,2i  , (50) 

Исходя из (50), выражения для нахождения транс-
формант смещений слоистой полосы имеют вид: 

 
3 3

3 3
3 3 1 1(1)

3 1 2 3 4,
y y

y yW y B e B e B e B e
 

        


,  

     
3 3

4 4
3 3 1 1(2)

3 5 6 7 8,
y y

y yW y B e B e B e B e
 

        


, (51) 

где  

(1)
2 2 2 15

3 1 (1) (1)
1 44

1
э

e

c
       , 

(2)
2 2 2 15

4 1 (2) (2)
1 44

1
э

e

c
      . 

В выражении (51) константы интегрирования 

1 8,...,B B  определяются путем удовлетворения гранич-

ным условиям (47), (48) и условиям сопряжения (49). 
Обращение трансформант Фурье осуществляется по 

формуле: 

     1
1 3 3

1
, ,

2
i yF y y F y e d






  
 


. (52) 

Вычисления показали, что трансформанты переме-
щения быстро убывают при | |  , поэтому интеграл 

(52) можно вычислить в конечных пределах [ , ]a a : 

     1
1 3 3

1
, ,

2

a
i y

a

F y y F y e d



  
 


. (53) 

Для вычисления интеграла в выражении (53) отре-
зок интегрирования [ , ]a a  разбивается на n  подотрез-

ков, к каждому из которых применяется формула Фи-
лона согласно [32]. 

Рассмотрим результаты вычисления распределения 
по координатам 1y  и 3y  смещений, напряжений Коши 

и моментных напряжений слоистой полосы. В вы-
числениях принято: 0 0,7H  , 1 0,1  , 0,4  , 

(1) (2)
15 15 1e e  , (1) (2)

1 1э э 1  , (1)
44 1c  , (2)

44 0,3c  , 

[ , ] [ 40, 40]a a   , 120n  ,  0 1 1P y   при 1 [ 1,1]y   , 

 0 1 0P y   при 1 [ 1,1]y   . 

На рис. 4 представлено распределение смеще-
ний W  по горизонтальной координате 1y  при 3 1y   и 

вертикальной координате 3y  при 1 0y  . При этом 

сплошной линией изображены решения при 1 0  , 

пунктиром – при 1 0,1.   



Vatulyan А.О., Nesterov S.А. / PNRPU Mechanics Bulletin 5 (2023) 5-16 

 12 

 

  а     b 

Рис. 4. Распределение смещения W по горизонтальной  

координате 1y  (а) и вертикальной координате 3y  (b) 

Fig. 4. Displacement distribution W along the horizontal  

coordinate 1y  (a) and vertical coordinate 3y  (b)  

Из рис. 4 следует, что: 1) перемещения быстро зату-
хают по мере удаления от источника сдвиговой нагруз-
ки; 2) учет механического масштабного параметра при-
водит к уменьшению перемещений и более плавному 
переходу перемещений в окрестности стыка.  

На рис. 5 представлены распределения безразмер-
ных напряжений Коши 23S  (рис. 5, а) и моментных на-

пряжений 233M  (рис. 5, b) по горизонтальной координа-

те 1y  при 3 0,9.y   

 

          а        b  

Рис. 5. Распределение по координате 1y  напряжений Коши 

23S  (а) и моментных напряжений 233M  (b) 

Fig. 5. Distribution along the coordinate 1y  Cauchy stresses 23S  

(a) and couple stresses 233M  (b)  

Из рис. 5 следует, напряжения Коши и моментные 
напряжения обладают определенной симметрией при 
распределении по координате 1y  и затухают по мере 

удаления от места действия нагрузки. 
 

4. Градиентная модель деформирования 
сплошного электроупругого цилиндра  
с покрытием 

 
В качестве третьего примера в рамках градиентной 

модели электроупругости рассмотрим задачу о дефор-
мировании сплошного двухслойного неэлектродиро-

ванного радиально поляризованного пьезокерамическо-
го цилиндра радиуса R , имеющего поверхность 
сопряжения 0r R . К внешней боковой поверхности 

r R  цилиндра приложена нормальная механическая 
нагрузка 0p .  

Рассмотрим упрощенную постановку задачи гради-
ентной электроупругости для слоистого цилиндра, ко-
гда учитывается только механический градиентный эф-
фект. В этом случае ненулевые компоненты механиче-
ских и электростатических полей имеют вид:  

33 13 33
r r

rr

du u d
c c e

dr r dr


    , 

13 11 31
r rdu u d

c c e
dr r dr


    , 

2
33 13

r r
rrr м

du ud
m l c c

dr dr r
   
 

, 

2
13 11

r r
r м

du ud
m l c c

dr dr r
   
 

, 

   
2

33 13 13 11

1

2
м r r

r r

l du u
m m c c c c

r dr r  
      
 

, 

   1 1
rr rr rrr r r

d
rm m m

r dr r         , 

   1 1
r r r

d
rm m m

r dr r           , 

3 31 33э r r
r

u dud
D e e

dr r dr


    . 

Постановка задачи градиентной электроупругости 
для двухслойного цилиндра имеет вид: 

 
( ) ( )( )

0
i ii

rrrrd

dr r
 

  , 1,2i  , (54) 

 
( ) ( )

0
i i

r rdD D

dr r
  , 1,2i  , (55) 

 (2) ( ) 0rrrm R  , (2)
0( )rr R p  ,  (2) 0rD R  ,  (56) 

(1) (2)
0 0( ) ( )r ru R u R , 

(1) (2)

0 0( ) ( )r rdu du
R R

dr dr
 ,  

 (1) (2)
0 0( ) ( )rr rrR R   , (1) (2)

0 0( ) ( )rrr rrrm R m R . (57) 

Обезразмерим задачу (54)–(57) аналогично таковой 
для стержня, принимая за характерный размер H  ради-

ус цилиндра R  и вводя дополнительно 
r

R
  , 0

0

R

R
  , 

( )
( )

i
i r

r

u
U

R
 , 

( )
( )

0
33

i
i rr

rrS
c


 , 

( )
( )

0
33

i
iS

c





 , 

( )
( )

0
33

i
i rr

rr c


  , 

( )
( )

0
33

i
i

c





  , 

( )
( )

0
33

i
i rrr

rrr

m
M

c R
 .  
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После обезразмеривания и исключения потенциала 
из уравнения электростатики (55), задача электроупру-
гости для сплошного цилиндра сводится к задаче гради-
ентной теории упругости с модифицированными моду-

лями упругости: 
2

* 2 31
11 11

3э

e
c c   , * 2 31 33

13 13
3э

e e
c c   , 

2
* 2 33
33 33

3э

e
c c   . В этом случае выражения для безраз-

мерных компонент тензора напряжений Коши примут 

вид: * *
33 13

r r
rr

dU U
S c c

d
 

 
, * *

13 11
r rdU U

S c c
d  
 

. 

Постановка обезразмеренной задачи градиентной 
теории упругости с модифицированными модулями 
упругости для слоистого цилиндра имеет вид: 

 
( ) ( )( )

0
i ii

rrrrd

d
 

 
 

, 1,2i  , (58) 

 (2) (1) 0rrrM  , (2)
0(1)rr P  ,  (59) 

(1) (2)
0 0( ) ( )r rU U   , 

(1) (2)

0 0( ) ( )r rdU dU

d d
  

 
,  

    (1) (2)
0 0rr rr     , (1) (2)

0 0( ) ( )rrr rrrM M   . (60) 

Решение задачи (58)–(60) строится аналогично та-
ковой для упругой трубы [30] и выражается через мо-
дифицированные функции Бесселя первого и второго 
рода первого порядка с учетом ограниченности реше-
ния при 0  : 

1(1) 1
1 2 1

1

s
r

s
U С С I

 
     

,  

2 2(2) 2 2
3 4 5 1 6 1

1 1

s s
r

s s
U С С С I С K     

            
,  (61) 

где 
*(1)

11
1 *(1)

33

c
s

c
 , 

*(2)
11

2 *(2)
33

c
s

c
 . 

В выражениях (61) константы интегрирования 

1 6,...,C C  определяются путем удовлетворения гранич-

ным условиям (59) и условиям сопряжения (60), выра-
женных через радиальные смещения.  

Рассмотрим результаты вычисления распределения 
смещений и напряжений по координате  . В вычисле-

ниях принято: 0 1P   , 0 0.7  , 1 0.05  , 0.6  , 
(1)

11 1c  , (1)
13 0.5c  , (1)

33 0.8c  , (2)
11 0.4c  , (1)

13 0.25c  , 
(2)

33 0.3c  .  

На рис. 6 показано радиальное распределение сме-
щений rU  (рис. 6, а) и моментных напряжений rrrM  

(рис. 6, b) двухслойного цилиндра. 
На рис. 7 показано распределение по координате   

радиальных напряжений (рис. 7, а) и окружных напря-

жений (рис. 7, b). При этом сплошной линией изобра-
жены полные напряжения rr  и  , а пунктиром – 

напряжения Коши rrS  и S . 

 

      а     b 

Рис. 6. Распределение по координате   смещений rU  (а)  

и моментных напряжений rrrM  (b)  

Fig. 6. Distribution along the coordinate   displacement rU  (a)  

and couple stresses rrrM  (b) 

 

      а     b 

Рис. 7. Распределение по координате   радиальных  

напряжений (а) и окружных напряжений (b) 

Fig. 7. Distribution along the coordinate   radial stresses (a)  

and circumferential stresses (b) 

 
Из рис. 7 следует, что: 1) полные радиальные на-

пряжения непрерывны на поверхности сопряжения сло-
ев цилиндра, в отличие от напряжений Коши: 2) полные 
окружные напряжения, как и напряжения Коши, на по-
верхности сопряжения терпят разрыв.  

 
Заключение 

 
На основе вариационного принципа градиентной 

электроупругости получены уравнения равновесия, гра-
ничные условия и условия сопряжения для составного 
стержня, слоистой полосы и цилиндра с учетом мас-
штабных эффектов. На конкретных примерах проведено 
вычисление НДС составных тел при учете различных 
градиентных эффектов. Проведен сравнительный ана-
лиз полученных результатов градиентного решения с 
результатами классического решения. Выяснено, что, 
по сравнению с классической теорией, в окрестности 
сопряжения слоев наблюдается: 1) более гладкое рас-
пределение перемещений и электрического потенциала; 
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2) скачок компонентов тензора напряжений Коши и 
компонентов вектора электрической индукции; 3) не-
прерывность некоторых компонент тензора моментных 
напряжений и квадрупольного момента. Также выясне-
но, что с увеличением масштабных параметров пере-

мещения и электрический потенциал уменьшаются. 
Уточнение НДС слоистых электроупругих тел с учетом 
масштабных эффектов позволяет более точно прово-
дить расчеты на прочность пьезостержня, полосы и ци-
линдра с покрытием. 
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