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 Модели физической теории пластичности кристаллов в комбинации с явным учетом зеренной
структуры являются эффективным инструментом для исследования деформационных процессов в 
поликристаллических материалах на разных масштабных уровнях. Численное решение краевых задач с
учетом морфологических особенностей микроструктуры требует значительных вычислительных ресур-
сов. Переход к явным схемам интегрирования по времени позволяет эффективно минимизировать
вычислительные затраты, при этом обеспечивая квазистатическое решение с высокой степенью точно-
сти. В настоящей работе обсуждаются вычислительные аспекты, связанные с применением моделей 
физической теории пластичности при моделировании процессов квазистатического деформирования 
поликристаллов в динамической постановке. Приведены соотношения для описания скоростей пласти-
ческих сдвигов активных систем скольжения, позволяющие эффективно исключить скоростную чувстви-
тельность, что является необходимым условием моделирования при искусственно завышенных скоро-
стях деформации. На примере расчетов для моно- и поликристаллов алюминия обсуждаются вопросы
тестирования и верификации моделей на микро-, мезо- и макроуровнях. 
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 Crystal plasticity models combined with an explicit consideration of a polycrystalline struc-
ture are an effective tool for studying the deformation phenomena throughout length scales. A
numerical solution to the boundary-value problems with an explicit account for misrostructural 
features requires extensive computational resources. The use of explicit time integration 
schemes effectively reduces computational costs yet providing a quasistatic solution with a high 
degree of accuracy. In this paper, we discuss the numerical aspects of crystal plasticity finite
element simulations of quasistatic deformation phenomena in terms of explicit dynamics. The 
equations for plastic strain rate are formulated in a way to minimize strain rate sensitivity, which
is the necessary condition for simulating quasistatic deformation at artificially high strain rates. 
The problems of model verification and testing at the micro, meso, and macroscales are dis-
cussed using the example of aluminum single- and polycrystals. 
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Введение 

 
Большинство современных конструкционных материа-

лов имеет поликристаллическое строение и характеризуется 
анизотропией механических свойств на уровне кристалли-
ческой решетки. Перспективными для описания деформа-
ционного поведения таких материалов являются модели 
физической теории пластичности кристаллов (ФТПК), учи-
тывающие упругопластическую анизотропию свойств, обу-
словленную кристаллическим строением [1–7]. 

Модели ФТПК можно условно разделить на две 
группы. Первая группа имеет целью построение опре-
деляющих соотношений для описания макроскопиче-
ского осредненного отклика материала с учетом адди-
тивных вкладов в деформацию зерен с различной ори-
ентацией [1–5]. В последнее десятилетие ХХ в. 
появились более сложные модели этого типа, позво-
ляющие учитывать вклады с различных масштабов, на-
пример с мезоуровня. Определяющие соотношения, 
формируемые на основе многоуровневых подходов, 
определяют связь макроскопических характеристик 
напряженно-деформированного состояния (НДС) с уче-
том вкладов структурных изменений на микро- и мезо-
уровнях, которые вводятся неявным образом. Большой 
вклад в развитие подобных моделей принадлежит науч-
ной школе П.В. Трусова [3–5]. Достоинством много-
уровневых конститутивных моделей является возмож-
ность физически обоснованного прогноза поведения 
поликристаллических материалов и конструкций в про-
цессе деформирования с учетом эволюции структуры 
и текстуры (см. например, [8]). 

Другой класс моделей ФТПК предполагает решение 
краевых задач с явным учетом морфологических и кри-

сталлографических особенностей структуры материала 
на масштабе рассмотрения [6; 7; 9]. Такие модели позво-
ляют в явном виде исследовать эволюцию локальных 
характеристик НДС, которые могут на порядок превы-
шать средний уровень напряжений и деформаций в на-
груженном материале. Информация, полученная в чис-
ленных экспериментах, может быть использована для 
выработки рекомендаций по оптимизации механических 
свойств материалов путем модификации структуры. 

На сегодняшний день примеры оптимизации струк-
туры и свойств на основе численного анализа с учетом 
структурных особенностей наиболее широко представ-
лены для композиционных материалов, где варьируе-
мыми параметрами являются форма, размер, объемная 
доля, пространственное распределение упрочняющих 
частиц, волокон и т.д. Появление аддитивных техноло-
гий существенно расширило возможности получения 
управляемой структуры и свойств материалов также и 
для металлических изделий, включая функциональные 
материалы и покрытия. Важной составляющей такого 
анализа является построение моделей деформационного 
поведения с учетом структурных особенностей. 

В настоящей работе описывается подход ФТПК к 
моделированию деформационного поведения поликри-
сталлических сплавов с явным учетом зеренной струк-
туры. Задачи микро- и мезомеханики, учитывающие 
микроструктуру материала, требуют привлечения высо-
ких вычислительных мощностей. С одной стороны, для 
реалистичного воспроизведения деформационных про-
цессов на микро- и мезоуровнях расчетный объем дол-
жен быть представительным и содержать достаточное 
количество структурных элементов. С другой стороны, 
структурные элементы и приграничные области долж-
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ны аппроксимироваться достаточно подробными сетка-
ми для обеспечения приемлемой точности решения. 
Необходимость использования сеток высокого разре-
шения для решения подобных задач делает актуальной 
проблему минимизации вычислительных затрат без по-
тери информативности и точности. 

Одним из подходов, позволяющих минимизировать 
требования к дисковому пространству, оперативной 
памяти и быстродействию вычислительной техники при 
решении задач квазистатики, является замена уравне-
ний равновесия на уравнения движения гиперболиче-
ского типа [9–12], что позволяет перейти от неявных 
схем интегрирования по времени к явным, имеющим 
существенные преимущества с точки зрения вычисли-
тельных затрат. 

В настоящей работе изложен подход к моделирова-
нию квазистатического деформирования поликристал-
лов в динамической постановке с использованием мо-
делей ФТПК. Далее, в разделе 1, приводится общая ма-
тематическая постановка задачи и обсуждаются 
проблемы эффективной численной реализации. В раз-
деле 2 на примере алюминиевого сплава с гранецентри-
рованной кубической решеткой (ГЦК) рассмотрены 
вопросы тестирования, верификации и валидации моде-
лей на микро-, мезо- и макроуровнях. 

 
1. Математическое описание модели  
и особенности численной реализации 
 
1.1. Постановка краевой задачи 

 
Основными уравнениями в динамической поста-

новке задачи, описывающими движение точек дефор-
мируемой среды в полях внешних воздействий без уче-
та массовых сил, являются уравнения движения 
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неразрывности 

 , 0i i

V
u

V
 


 (2) 

и кинематические соотношения для тензора скоростей 
полных деформаций 
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сительный объем;   и 0  – текущая и начальная плот-

ности материала; ij  и ij  – компоненты тензоров на-

пряжений и полных деформаций, точка над символом 
обозначает производную по времени, запятая между 
нижними индексами – частную производную по соот-
ветствующим координатам. 

В общем случае относительное движение точек 
сплошной среды может быть разложено на деформацию 
и жесткий поворот [1–3]. Поле деформаций связано оп-
ределяющими соотношениями с полем напряжений, в 
то время как жесткий поворот не вызывает изменения 
напряженного состояния. В случае конечных деформа-
ций вопрос о корректном разложении движения на де-
формацию и поворот является одним из основных (см. 
например, [13]). В настоящей работе мы ограничим рас-
смотрение случаем малых упругих деформаций, харак-
терных для большинства металлов. В этом случае для 
корректировки напряженного состояния с учетом по-
правки на поворот корректно использовать производ-
ную Яумана: 

 *
ij ij ik jk jk ikS S S S      , (4) 

где  , ,

1

2ij i j j iu u    – компоненты спина; ijS  – ком-

поненты девиатора напряжений. 
В качестве определяющих соотношений, задающих 

связь между компонентами тензоров напряжений и де-
формаций, используется обобщенный закон Гука в ско-
ростной форме 

 e
ij ijkl klC   , (5) 

где e
ij  – компоненты тензора скоростей упругих де-

формаций; ijklC  – матрица упругих модулей.  

Граничные условия, задающие внешнее воздейст-
вие, могут быть либо кинематическими, когда на по-
верхности тела заданы перемещения или скорости, либо 
статическими, когда на поверхности тела заданы по-
верхностные силы. Граничные условия в напряжениях 
имеют вид 

 ij j iS
n T


  , (6) 

где S  – поверхность или ее часть; iT  и in – компонен-

ты векторов поверхностных сил и нормали к поверхно-
сти соответственно. Кинематические граничные усло-
вия в случае динамической постановки задачи задаются 
в скоростях: 

 
u

i iS
u   , (7) 

где i  – заданные значения компонент вектора скоро-

сти на поверхности uS . Как правило, кинематические 

граничные условия отражают условия закрепления или 
движения точек поверхности относительно заданного 
направления. 

Численное решение динамических задач с исполь-
зованием явных схем сквозного счета предполагает, что 
изменение напряженно-деформированного состояния 
рассчитывается на каждом шаге по времени, а механи-
ческое возмущение в виде волны передается от элемен-
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та к элементу [12]. Такие схемы являются условно ус-
тойчивыми. Условие устойчивости накладывает огра-
ничение на величину шага по времени таким образом, 
чтобы расстояние, которое проходит упругая волна за 
один временной шаг, не превышало минимальный раз-
мер элементов расчетной сетки. Иными словами, шаг по 
времени пропорционален шагу по пространству и об-
ратно пропорционален скорости распространения упру-
гого возмущения с коэффициентом пропорционально-
сти меньше единицы. Определенный таким образом 
временной шаг является очень малой величиной, что 
делает нецелесообразным и фактически невозможным 
моделирование процессов деформации в рамках реаль-
ных временных интервалов при квазистатических ско-
ростях. Как правило, скорости нагружения при модели-
ровании квазистатических процессов в динамической 
постановке искусственно завышаются на несколько по-
рядков.  

В работах [10; 11] были определены условия, при 
которых динамическая постановка краевых задач обес-
печивает квазистатическое решение с высокой степе-
нью точности. Условием этого является минимизация 
инерционных членов, входящих в уравнения движения. 
Основной вклад ускорение вносит на начальном этапе 
нагружения, где скорость изменяется до заданного ам-
плитудного значения. Минимизировать ускорение на 
данном этапе позволяет плавное увеличение скорости, 
исключающее резкие скачки. При постоянной скорости 
нагружения влияние ускорения практически сводится к 
нулю, и, при условии использования моделей материа-
лов нечувствительных к скорости нагружения, квази-
статическая и динамическая постановка должны обес-
печивать одинаковые решения. 

 
1.2. Определяющие соотношения  
физической теории пластичности 

 
Будем записывать определяющие соотношения от-

носительно ортогональной системы координат, связан-
ной с определенными направлениями в кристалличе-
ской решетке. В кубических кристаллах в качестве ко-
ординатных осей выбирают направления [100], [101] 
и [001], в гексагональных – [210], [010] и [001]. 

Модели ФТПК для случая конечных деформаций 
предполагают мультипликативное разложение градиен-
та деформации на упругую и пластическую составляю-
щие, что означает переход из начального недеформиро-
ванного состояния в конечное в два этапа [1; 3–5]. Пер-
вый этап связан с необратимой деформацией сдвига, а 
второй этап – с упругой деформацией и жестким пово-
ротом кристаллической решетки. В рамках ФТПК под-
разумевается, что необратимое скольжение дислокаций 
отвечает за сдвиг решетки, а обратимая упругая дефор-
мация — за растяжение и поворот решетки. Двумя ос-
новными проблемами при формулировке модели для 
конечных деформаций являются корректное определе-
ние поворота и построение моделей пластической де-

формации, учитывающих физические механизмы дис-
локационной пластичности [13]. 

Теория существенно упрощается в предположении 
малых упругих деформаций. В этом случае определен-
ные математические выкладки приводят к аддитивной 
декомпозиции скоростей деформации на упругую и 
пластическую составляющие [1]: 

 e p
ij ij ij       , (8) 

где p
ij  – компоненты тензора скоростей пластических 

деформаций.  
С учетом этого закон Гука (5) принимает вид: 

  p
ij ijkl kl klC      . (9) 

Соотношение (3) для скоростей полных деформаций 
являются чисто кинематическими и не связаны с механиз-
мами деформации в конкретных материалах. В отличие от 
этого, определение скоростей пластических деформаций 

p
ij  требует построения моделей, которые зависят от 

свойств материала, условий нагружения, структурных 
особенностей и т.д. В настоящее время предложено боль-
шое количество моделей, построенных на основе феноме-
нологических и физических соображений. Обзоры некото-
рых из них приведены, например, в [2]. 

В металлах на уровне кристаллической решетки 
сдвиги могут происходить только по определенным 
плоскостям и в определенных направлениях. Совокуп-
ность возможных комбинаций плоскостей и направле-
ний сдвига составляет системы скольжения кристалла. 
В соответствии с законом Шмида, система скольжения 
  становится активной при условии, что приложенное 

к ней сдвиговое напряжение ( )  достигнет критическо-

го значения CRSS  (от англ. Critical Resolved Shear 

Stress). В рамках моделей ФТПК компоненты тензора 
пластических деформаций связаны со сдвигами на ак-
тивных системах скольжения геометрическими соот-
ношениями: 

 ( ) ( )p
ij ij

 



     , (10) 

здесь ( )   – скорость пластических сдвигов в системе 

скольжения  , ( )
ij
  – ориентационный тензор, задаю-

щий ориентацию системы скольжения через компонен-
ты векторов направления скольжения is  и нормали 

к плоскости скольжения im  в системе координат кри-

сталла: 

  ( )( ) 1
.

2ij i j j is m s m
    (11) 

Скорость пластических сдвигов ( ) , входящая в 

(10), определяется действующим напряжением сдвига 
на данной системе скольжения  
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 i ij js m   . (12) 

В случае более шести потенциально активных сис-
тем скольжения в определении скоростей пластических 
деформаций возникают сложности, поскольку набор 
действующих систем скольжения, обеспечивающих 
одно и то же напряженно-деформированное состояние, 
не является единственным. Вопросам определения ак-
тивных систем скольжения из возможного набора и оп-
ределению сдвигов на них посвящено большое количе-
ство работ (см, например, [15]). Тэйлор [16] предложил 
осуществлять выбор активных систем скольжения на 
основе принципа минимума диссипации энергии, то есть 
принципа минимальной внутренней работы. Позднее 
Бишоп и Хилл [17] показали, что это эквивалентно мак-
симуму работы пластической деформации при условии 
одинакового упрочнения на всех системах скольжения. 
В рамках данного подхода были предложены различные 
модели упругопластического поведения материалов, не-
чувствительных к скорости нагружения [2; 18–20]. Одна-
ко численная реализация таких моделей является доста-
точно затратной ввиду необходимости перебора всех 
возможных комбинаций систем скольжения. 

Другой подход, позволяющий преодолеть неодно-
значность выбора систем скольжения и определения 
пластических сдвигов, основан на применении вязко-
пластических моделей (cм., например, обзоры [2; 19]. 
В этом случае скорости пластических сдвигов опреде-
ляются как функции напряжений вида  

  
( )

( ) ( )
( )

sign ,f
D


 



 
   
 
 

  (13) 

где  ( ) ( ) ( ), , ,...CRSSD g T      – сопротивление сдвигу в 

системе скольжения  ; f  – функция, вид которой 

должен быть определен для каждого конкретного мате-
риала, условий нагружения и т.д. Во многих работах эта 
функция выбиралась в виде степенного закона 

  
( )

( ) ( )
0 ( )

sign
CRSS


 




   


  , (14) 

где 0  – начальная скорость сдвига;   – параметр ско-

ростной чувствительности.  
Наряду с феноменологическими моделями, для 

описания скоростей пластических сдвигов были разра-
ботаны физически обоснованные модели на основе дис-
локационной кинетики. Основным параметром таких 
моделей является плотность дислокаций, которая эво-
люционирует в процессе нагружения. Различные вари-
анты дислокационных кинетик были предложены в ра-
ботах [21–23]. Отдельно следует выделить группу  
работ, основанных на введении в рассмотрение геомет-
рически необходимых дислокаций [23; 24]. В отличие 
от феноменологических локальных подходов, в которых 

напряженное состояние полностью определяется де-
формированным состоянием в данной точке, нелокаль-
ные подходы основаны на понятии градиента деформа-
ции. Таким образом, в модели вводится масштабный 
фактор. Это, в частности, позволяет избавиться от зави-
симости ширины полос локализации пластической де-
формации от шага расчетной сетки при решении крае-
вых задач. 

Наконец, особо следует остановиться на моделях, 
исключающих скоростную чувствительность за счет за-
висимости скорости пластических сдвигов от скорости 
приложенной деформации. Впервые такая модель была 
предложена в [26] и применена в работах [27; 28] для 
моделирования циклического нагружения в терминах 
малых и конечных деформаций. В этом случае выраже-
ние для скорости пластических сдвигов принимает вид 

  ( ) ( ) ( ), sign( ),eq CRSSf          (15) 

где eq  – интенсивность девиатора скорости деформа-

ций. Далее покажем, что применение моделей такого 
типа позволяет практически полностью исключить 
влияние скорости нагружения на характеристики НДС 
на макро- и мезоуровнях, что является необходимым 
условием при моделировании квазистатических задач в 
динамической постановке. 

В приведенных далее примерах моделирования ква-
зистатических процессов в динамической постановке 
для описания деформационного отклика алюминиевых 
моно- и поликристаллов использовались определяющие 
соотношения (8)–(9) для случая малых упругих дефор-
маций, что является обоснованным для большинства 
металлов. Компоненты тензора скоростей пластических 
деформаций определялись из соотношений (10)–(12). 
Скорость пластических сдвигов на активных системах 
скольжения определялась из соотношения типа (15) для 
минимизации скоростной чувствительности (более под-
робное описание приводится в разделе 2). 

 
1.3. Особенности численной реализации 

 
Краевая задача (1)–(7) может быть решена численно 

методом конечных разностей или методом конечных 
элементов. При использовании явных схем интегриро-
вания по времени эти два метода обеспечивают практи-
чески одинаковые результаты. Независимо от числен-
ного метода, формулировка задачи предполагает введе-
ние двух систем координат, одна из которых связана 
с геометрической моделью образца, а другая – с на-
правлением кристаллографических осей в материале. 
Уравнения (1)–(3) и граничные условия (6)–(7) форму-
лируются в системе координат образца, а определяю-
щие соотношения ФТПК формулируются в системе 
координат кристалла. В этом случае вид соотноше-
ний (9)–(12) зависит исключительно от кристаллогра-
фии и существенно упрощается во многих случаях 
в результате присущей кристаллам симметрии. 
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Для случая, когда кристаллографическая система 
координат не совпадает с глобальной, численное реше-
ние системы уравнений (1)–(13) осложняется необхо-
димостью определения компонент тензоров и векторов 
в разных системах координат. Формулы преобразования 
для компонент тензора второго ранга при повороте сис-
темы координат определяются следующим образом: 

 ,ij ki lj klT R R T   (16) 

где ijT   и ijT  – компоненты тензора, записанные в новой 

и старой системе координат соответственно, а ijR  – 

компоненты матрицы поворота. Обратный переход 
компонент тензора осуществляется с использованием 
формул обратного преобразования: 

 .ij ik jl klT R R T   (17) 

Общий алгоритм численного решения можно опи-
сать следующим образом: 

1. Поле скоростей, полученное из решения уравне-
ний движения (1) в системе координат образца, исполь-
зуется для расчета скоростей полных деформаций (3). 

2. Компоненты тензора полных деформаций приво-
дятся к системе координат кристалла с помощью фор-
мул преобразования (16) и используются в расчете оп-
ределяющих соотношений ФТПК (9)–(13). 

3. Полученные компоненты тензора напряжений 
преобразуются к системе координат образца с помощью 
формул обратного преобразования (17) и используются 
в расчете уравнения движения (1) на следующем вре-
менном шаге. 

Такая процедура выполняется для всех элементов 
расчетной сетки на каждом временном шаге. Следует 
отметить, что кристаллографическая система координат 
в каждом элементе испытывает жесткий поворот вместе 
с материалом, оставаясь при этом ортогональной. 

Остановимся кратко на особенностях численной 
реализации с использованием конечно-элементного па-
кета ABAQUS/Explicit [12]. Определяющие соотноше-
ния ФТПК не входят в базу данных основного пакета 
и вводятся в расчеты с помощью процедуры пользова-
теля VUMAT. На этапе создания геометрической моде-
ли конечные элементы ассоциируются с ортогональны-
ми системами координат, задающими ориентации кри-
сталлографических осей. Расчет определяющих 
соотношений в ABAQUS/Explicit по умолчанию осуще-
ствляется относительно этих локальных систем коорди-
нат, которые в процессе нагружения поворачиваются 
вместе с материалом. 

В качестве объективной производной в расчетах 
с использованием процедуры пользователя VUMAT 
используется производная Нагди – Грина. В связи 
с этим результаты расчетов, полученные с помощью 
VUMAT, могут незначительно отличаться от таковых, 
полученных по встроенным моделям ABAQUS, где ис-
пользуется производная Яумана. Однако эта разница 

проявляется лишь для гиперупругих материалов, испы-
тывающих большие конечные деформации и повороты. 
Следует отметить, что корректировка напряженного со-
стояния с учетом жесткого поворота в ABAQUS/Explicit 
происходит вне процедуры расчета определяющих со-
отношений VUMAT, в отличие от неявных схем, где 
вычисление поворота должно быть выполнено в проце-
дуре пользователя UMAT. 

В общем случае решение определяющих соотноше-
ний (9)–(13) требует привлечения итеративных методов, 
поскольку компоненты тензора напряжений входят в пра-
вую и левую часть. Однако в частных случаях при исполь-

зовании для определения ( ) соотношений типа (15) 

можно разрешить уравнения относительно компонент 
тензора напряжений. Еще раз подчеркнем, что описанная 
здесь процедура численной реализации специфична для 
решения задач в динамической постановке с использова-
нием явных схем интегрирования по времени.  

 
1.4. Моделирование поликристаллических  
структур 

 
Создание трехмерной модели структуры является 

нетривиальной задачей, поскольку требует наличия 
данных о структуре материала не только на поверхно-
сти, но и во всем объеме образца. Экспериментальные 
методы, позволяющие получить подобную информа-
цию, основаны на послойном сканировании либо  
воспроизведении структуры путем последовательного 
снятия поверхностных слоев, сопровождающегося мик-
роструктурным анализом. Альтернативой эксперимен-
тальным методам является численное моделирование 
микроструктур с геометрическими характеристиками, 
соответствующими реальным материалам (форма, раз-
мер, объемная доля и пространственное распределение 
структурных элементов).  

Для генерации трехмерных структур с широким 
спектром геометрических характеристик в [29; 30] был 
предложен метод пошагового заполнения (step-by-step 
packing (SSP)), основанный на комбинации аналитиче-
ских методов и имитационного моделирования. В слу-
чае моделирования поликристаллических структур про-
цедура SSP-генерации включает в себя следующие эта-
пы. 3D-объем дискретизируется регулярной или 
нерегулярной сеткой. Определенные элементы сетки 
выбираются в качестве «зародышей» будущих зерен. 
Каждый вид зародышей связан с определенной анали-
тической функцией, согласно которой объем вокруг 
центра зарождения инкрементально увеличивается в 
процессе генерации. Каждое зерно растет за счет при-
соединения элементов сетки, координаты которых по-
падают в растущую область. Генерация продолжается 
до тех пор, пока растущие зерна не заполнят заданный 
объем. 

Основными параметрами, управляющими морфоло-
гическими характеристиками конечной зеренной струк-
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туры, являются количество зародышей разного типа, их 
пространственное распределение, а также законы роста. 
Уравнения эллипсоидов, сфер и др. являются основны-
ми аналитическими функциями, позволяющими строить 
поликристаллические структуры, характерные для мно-
гих металлов (рис. 1, а). 

 

a 

 

b 

 

c 

Рис. 1. Схема роста зерен [30] (а) и примеры структур,  
сгенерированных с использованием с законов  

роста (18) (b) и (19) (c) 

Fig. 1. Schematic representation of the SSP grain growth [30] (a) 
and the examples of polycrystalline structures generated using 

growth laws defined by Eqs. (18) (b) and (19) (c) 

В качестве примера на рис. 1 (b, c) приведены поли-
кристаллические структуры, сгенерированные для од-
ного и того же распределения зародышей с использова-
нием разных законов роста. Для генерации структуры 
на рис. 1, b, зерна росли в соответствии со сферическим 

законом. Условие присоединения j-го элемента с коор-

динатами j
ix  к n-му зерну с координатами центра заро-

ждения n
ix  определяется соотношением 

      2 2 2

1 2 2 3 3
i n i n i n n

ix x x x x x R      , (18) 

где радиус nR  на каждом шаге процедуры генерации 

увеличивается на величину nr . Для того, чтобы избе-
жать появления грубых ступенчатых границ раздела, 
максимальный инкремент r  должен быть в 3–4 раза 
меньше шага сетки. Зерна, сгенерированные таким об-
разом, представляют собой многогранники с плоскими 
гранями, аналогичные мозаике Вороного. 

Интересным представляется случай использования 
уравнения роста зерен в виде 

 

4 4 4

1 2 3

1 2 3

1
j n j n j n

i i ix x x x x x

a a a

       
       

     

  
, (19) 

где 1a  – константы, определяющие соотношения сторон 

растущего зерна. В случае использования закона роста 
(19) зерна представляют собой многогранники сложной 
формы с выпуклыми и вогнутыми гранями, что харак-
терно для многих поликристаллических сплавов. При-
мер такой структуры приведен на рис. 1, c.  

Модели структур, сгенерированные методом поша-
гового заполнения на заданных сетках, по сути уже яв-
ляются конечно-элементными моделями, которые могут 
быть импортированы в КЭ-расчеты. Зерно представляет 
собой набор элементов с одинаковыми структурными 
индексами. С каждым зерном ассоциируется набор уг-
лов Эйлера, задающих ориентацию кристаллографиче-
ских осей в данном зерне относительно системы коор-
динат образца. Кристаллографические ориентации зе-
рен могут быть заданы, например, на основе 
экспериментальных данных, полученных методом ди-
фракции обратно рассеянных электронов (EBSD). 

В качестве начальных условий предполагается, что 
все зёрна имеют одинаковые физико-механические ха-
рактеристики (плотность, упругие модули, начальные 
напряжения сдвига, активирующие дислокационное 
скольжение и др.) и отличаются только ориентацией 
локальных систем координат, связанных с кристалло-
графическими осями. 

Следует подчеркнуть, что использованный здесь 
метод пошагового заполнения предназначен для гене-
рации поликристаллических структур с заданными гео-
метрическими характеристиками, известными из экспе-
риментов. Он основан на использовании чисто геомет-
рических соотношений, лишь имитирующих 
физические механизмы эволюции структуры. Для опи-
сания эволюции микроструктуры с учетом процессов 
кристаллизации, рекристаллизации, образования новых 
фаз и т.д. необходимо использовать принципиально 
иные модели, построенные в рамках термодинамиче-
ских подходов. 



Romanova V.A. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 5 (2023) 57-73 

 

 64 

2. Тестирование, верификация и валидация 
моделей на микро-, мезо- и макроуровнях 

 
2.1. Определяющие соотношения ФТПК  
для алюминиевого сплава 

 
Изложенный подход к моделированию деформаци-

онного поведения поликристаллов позволяет описать 
процессы на микро-, мезо- и макромасштабных уровнях 
в рамках единой модели. Деформационные механизмы 
микроуровня, обусловленные особенностями кристал-
лического строения и дислокационного скольжения, 
вводятся в рассмотрение через определяющие соотно-
шения ФТПК. При этом явно движение отдельных дис-
локаций не рассматривается, но учитывается их осред-
ненный вклад в пластическую деформацию через фено-
менологические соотношения (10)–(15). Процессы 
мезоуровня, обусловленные коллективным вкладом и 
взаимодействием групп зерен, моделируются явно, пу-
тем введения зеренной структуры. На этом уровне рас-
смотрения НДС характеризуется существенной неодно-
родностью и появлением областей локализации дефор-
мации и концентрации напряжений, связанных с 
наличием границ раздела. Наконец, осредненные по 
объему характеристики НДС отражают макроскопиче-
ский отклик материала при условии, что данный объем 
содержит достаточное количество зерен, чтобы быть 
представительным. 

Рассмотрим вопросы тестирования и верификации 
моделей на разных масштабных уровнях на примере 
алюминия, характеризующегося ГЦК-решеткой. Тензор 
упругих модулей кубических кристаллов включает 12 
ненулевых констант, из которых только три являются 
независимыми, в результате чего соотношения закона 
Гука (9), записанные в системе координат кристалла, 
принимают вид 

     11 1111 11 11 1122 22 22 1122 33 33 ,p p pС С С                   

     22 1111 22 22 1122 11 11 1122 33 33 ,p p pС С С                   

     33 1111 33 33 1122 11 11 1122 22 22 ,p p pС С С                    (20) 

 12 2323 12 122 ,pС       

 12 2323 12 122 ,pС       

 12 2323 12 122 .pС       

Кристаллы ГЦК характеризуются 12 потенциально 
активными системами скольжения {111}<110>. Крити-
ческие напряжения, инициирующие сдвиг на системе 
скольжения α, будем определять через простое феноме-
нологическое соотношение [31] 

     ( )
0 1 1 0 11 exp /HP p p

CRSS eq eq
              , (21) 

где 0  – критическое начальное напряжение сдвига мо-

нокристалла, одинаковое для всех систем скольжения; 
HP  – увеличение начального напряжения сдвига за 

счет зернограничного упрочнения в поликристаллах 
(закон Холла – Петча [32]). Третий член суммы в пра-
вой части (21) учитывает деформационное упрочнение 
как функцию от интенсивности накопленной пластиче-
ской деформации, где коэффициенты аппроксимации 
подбираются по экспериментальным кривым нагруже-
ния. В приведенных расчетах использовались следую-
щие константы и параметры модели: 1111C =108 ГПа, 

1122C =61 ГПа, 2323C =28 ГПа, 0 =2 МПа, HP =33 МПа, 

1 =35 МПа, 1 =30 МПа 0 =760 МПа. 

 
2.2. Расчеты нагружения монокристаллов 

 
Верификацию модели на микроуровне и тестирова-

ние корректности численной реализации определяющих 
соотношений целесообразно проводить на монокри-
сталлах. Проиллюстрируем это на примере тестовых 
расчетов для монокристаллов алюминия 3×6×3 мм3 с 
боковыми гранями (110)  и (001), нагруженных вдоль 

направления [110], модели которых были построены на 
основе экспериментальных данных [33] (рис. 2). 

На верхней поверхности задавались условия сжатия 
вдоль оси Y||[001], имитирующие контакт с подвижным 
пуансоном. Смещения на нижней поверхности в на-
правлении оси нагружения были запрещены, что соот-
ветствовало контакту с неподвижным пуансоном. Для 
исследования влияния трения были рассмотрены два 
крайних случая – идеальное скольжение или жесткое 
ограничение смещений и поворотов в плоскости по-
верхностей контакта с пуансонами. 

Для монокристаллов HP  в (21) принимается рав-
ным нулю. При отсутствии деформационного упрочне-
ния (третий член суммы в (21) равен нулю) пластиче-
ская деформация быстро локализуется в полосах, соот-
ветствующих линиям пересечения одной или 
нескольких плоскостей скольжения с поверхностями 
образца. В этом случае сравнение картин локализации с 
аналитически ожидаемыми следами скольжения являет-
ся одним из способов тестирования корректности чис-
ленной реализации определяющих соотношений. На 
рис. 2, b, c, приведены картины локализации пластиче-
ской деформации в монокристаллах без упрочнения. 
При ориентации оси сжатия [110] сдвиг может проис-
ходить по двум плоскостям и по двум направлениям в 
каждой плоскости. Четыре октаэдрические системы 
скольжения являются равнонагруженными относитель-
но оси сжатия, и пластическое течение в них должно 
начинаться при одном и том же уровне приложенных 
напряжений. В соответствии с кристаллографической 
схемой (см. рис. 2, а) линии пересечения плоскостей 
октаэдрического сдвига со свободными боковыми по-
верхностями {110} расположены под углом к оси на-
гружения, а на поверхностях {100} – горизонтально. 
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а  b  c 

 

d  e  f 

Рис. 2. Расчеты сжатия монокристаллов алюминия с боковыми 

гранями (110)  и (001): кристаллографическая схема (а)  

и поля эквивалентных пластических деформаций (b–f)  
в моделях без учета (b, c) и с учетом упрочнения (d–f)  
и условиями идеального скольжения (b, d, e) или отсутствия 
скольжения (c, f) на верхней и нижней поверхностях; сжатие  
        вдоль направления [110] до 0,6 % (d) и 6 % (b–c, e–f) 

Fig. 2. Calculation results for aluminum single crystals with 

(110)  and (001) latteral faces: crystallographic scheme (a), 

equivalent plastic strain fields (b–f) obtained in the calculations 
with (d–f) and without strain hardening (b, c), and with (b, d, e) 
and without friction (c, f) on the top and bottom surfaces; 
compression along the [110] direction to a strain of 0,6 % (d)  
                                       and 6 % (b–c, e–f) 

Подтверждением корректности модели также может 
служить соответствие напряжений течения, полученных 
в численных расчетах, аналитическим значениям, полу-
ченным из закона Шмида: 

 0τσ y F
 , (22) 

где 0τ  – сдвиговое напряжение начала пластического 

течения на активной системе скольжения, y  – предел 

текучести, F – фактор Шмида. Предел текучести в мо-
дельных образцах определяется по кривым нагружения, 
построенным в виде зависимости средних напряжений 
Мизеса, eq   , от деформации образца вдоль оси на-

гружения,  . Для осреднения напряжений применяется 
соотношение 

 
 eq i

N
eq

i
N

V

V


  




, (23) 

где iV  – объем i-го элемента, N – количество элементов 

в расчетной области, а деформация рассчитывается по 
смещениям поверхностей нагружения как 

 0

0

l l

l


  , (24) 

где 0l  и l  – начальная и текущая длина образца вдоль 

оси нагружения. В расчетах, проведенных в [34] для 
монокристаллов с разной ориентацией, относительная 
погрешность пределов текучести, полученных в КЭ-
расчетах и из соотношения (22), составила менее 2,5 % 
в зависимости от условий нагружения. 
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Рис. 3. Частотные распределения накопленных пластических 
сдвигов на активных системах скольжения при сжатии  
модельных монокристаллов алюминия (рис. 2) до 0,6 % (а, c) 
и 6 % (b, d) при условии идеального скольжения (а, b) или 
отсутствия скольжения (c, d) на верхней и нижней  
                                          поверхностях 

Fig. 3. Frequency count distributions of the slip accumulated  
on active slip systems in aluminum single crystals under  
compression up to a strain of 0.6% (a, c) and 6% (b, d) with (a, b)  
        and without friction (c, d) on the top and bottom surfaces 

В [34] было показано, что при отсутствии деформа-
ционного упрочнения в монокристаллах с осями сжатия 
[100] и [110] можно выделить две характерные стадии 
развития пластической деформации. Первая стадия ха-
рактеризовалась макроскопически квазиоднородной 
деформацией, обеспеченной последовательным вовле-
чением в пластическое течение различных областей 
кристалла, где скольжение могло происходить по одной 
или по нескольким активным системам. Вторая стадия 
характеризовалась макроскопическим изменением фор-
мы образца, сопровождающимся локализацией пласти-
ческой деформации в макрополосе, ориентация которой 
связана с геометрией образца и условиями нагружения. 
При этом в результате разворота кристалла относитель-



Romanova V.A. et al. / PNRPU Mechanics Bulletin 5 (2023) 57-73 

 

 66 

но оси нагружения в некоторых областях монокристал-
ла активировались системы скольжения, не работающие 
при начальной ориентации. 

Наличие упрочнения существенно меняет характер 
развития пластической деформации. Хотя и в этом слу-
чае развитие пластической деформации характеризуется 
стадийностью, первая стадия, на которой образец со-
храняет симметричную форму за счет попеременного 
вовлечения в пластическую деформацию различных 
областей, является более длительной, чем в кристаллах 
с идеальной пластичностью. В результате упрочнения, 
происходящего в области пластического деформирова-
ния, напряжения, необходимые для реализации сколь-
жения, увеличиваются. В результате скольжение в дан-
ной области прекращается и активируется в прилегаю-
щих областях. Таким образом пластическая деформация 
распространяется по кристаллу в виде фронтов от одно-
го пуансона к другому и обратно (см. рис. 2, d). Образо-
вание и развитие сдвигов происходит во фронте, а за 
фронтом пластическая деформация замедляется или 
прекращается совсем. При этом попеременно работают 
сопряженные системы скольжения, обеспечивая тем 
самым сохранение симметричной формы образца. Для 
кристаллов некоторых ориентаций макролокализации 
предшествовала промежуточная стадия, связанная с 
интенсивным множественным скольжением, происхо-
дящим одновременно в нескольких областях кристалла. 
Заключительная стадия деформирования в монокри-
сталлах с упрочнением, как и в случае идеальной пла-
стичности, была связана с макроскопическим формоиз-
менением и поворотом оси образца (см. рис. 2, е).  

Существенное влияние на характер локализации 
пластической деформации в монокристаллах оказывают 
граничные условия, имитирующие присутствие или 
отсутствие трения на поверхностях контакта с пуансо-
нами. На рис. 2, b, e, и рис. 2, c, f, приведены расчеты 
для двух крайних случаев, когда смещения и повороты 
в узлах верхней и нижней поверхностей не ограничива-
лись или, напротив, были запрещены в направлениях 
перпендикулярно оси растяжения. В случае идеального 
скольжения (см. рис. 2, b, e) образец сдвигается и пово-
рачивается в процессе сжатия, что приводит к быстрому 
нарушению симметрии в распределении пластических 
деформаций и быстрому переходу к стадии макроско-
пического формоизменения. Этот вывод подтверждает-
ся изменением вкладов в деформацию сдвигов на ак-
тивных системах скольжения в процессе деформирова-
ния. Частотные распределения накопленных сдвигов на 
четырех первичных системах скольжения уже в начале 
деформирования демонстрируют отличия, которые ста-
новятся еще более существенными в процессе даль-
нейшего сжатия (см. рис. 3, а, b). Ограничение смеще-
ний и поворотов на плоскостях контакта с пуансонами 
фактически фиксирует ось нагружения и обеспечивает 
сохранение симметрии формы кристалла относительно 
этой оси. Соответствующие частотные распределения 
накопленных сдвигов показывают, что все активные 

системы скольжения вносят примерно одинаковый 
вклад в пластическую деформацию на всем протяжении 
сжатия (см. рис. 3, c, d).  

Наиболее важным этапом валидации модели явля-
ется сравнение с экспериментальными данными. Для 
монокристаллов такими данными могут служить макро-
скопические кривые нагружения и данные металлогра-
фических исследований. В качестве примера экспери-

ментальные изображения боковых граней (110)  и (001) 

монокристалла при сжатии вдоль оси [110] до 6 % при-
ведены на рис. 4. Интенсивность пластических дефор-
маций косвенно может быть оценена по плотности на-
блюдаемых следов скольжения. Наиболее близкое каче-
ственное согласие расчетных и экспериментальных 
данных по распределению накопленных пластических 
деформаций наблюдалось для модели, учитывающей 
деформационное упрочнение и трение на поверхностях 
контакта с пуансонами (ср. рис. 4 и 2, f). 

    

         а    b  c        d  

Рис. 4. Деформационный рельеф, сформировавшийся  

на боковых гранях (001) (а, c) и (110)  (b, d) монокристалла  

            алюминия при сжатии вдоль [110] до 6 % [33] 

Fig. 4. Optical images of single crystal lateral faces coplanar with  

the (001) (a, c) and (110) crystal planes (b, d) at 6 % compressive  

                                 strain along the [110] [33] 

 
 

2.3. Тестирование модели на мезо- и макроуровнях 
 
Проиллюстрируем тестирование и верификацию 

поликристаллических моделей на мезо- и макроуровнях 
на примере расчетов для поликристаллов технически 
чистого алюминия. Наиболее полную информацию о 
характеристиках зеренной структуры, включая геомет-
рические параметры и ориентацию зерен, обеспечивают 
данные EBSD-анализа. В качестве примера эксперимен-
тальная зеренная структура в цветах обратных полюс-
ных фигур для направлений, перпендикулярных плос-
кости поверхности, приведена на рис. 5, а. Построенная 
на основе этих данных поликристаллическая модель 
размером 3×2,25×0,25 мм3, содержащая 12000 зерен, 
приведена на рис. 5, b. В соответствии с эксперимен-
тальными данными модельная структура состоит из 
равноосных зерен, ориентации которых заданы набором 
углов Эйлера, полученных экспериментально.  



Романова В.А. и др. / Вестник ПНИПУ. Механика 5 (2023) 57–73 

 67

  

а    b 

Рис. 5. Экспериментальная (а) и модельная (b) поликристал-
лические структуры технически чистого алюминия в цветах 

обратных полюсных фигур 

Fig. 5. Experimental (a) and numerical polycrystalline structures (b) of 
commercially pure aluminum shown in inverse pole figure colors 

Корректность поликристаллической модели должна 
быть подтверждена согласием расчетных и эксперимен-
тальных результатов на макро- и мезоуровнях. Хотя 
поведение всех зерен описывается одинаковыми опре-
деляющими соотношениями, кривые нагружения инди-
видуальных зерен будут зависеть от их кристаллогра-
фической ориентации относительно приложенной  
нагрузки. Определяющую роль в формировании дефор-
мационного отклика поликристаллов на мезо- и макро-
уровнях играют границы зерен [32; 35]. Характеристики 
НДС в расчетной области характеризуются существен-
ной неоднородностью, т.е. напряжения и накопленные 
пластические деформации в каждом элементе демонст-
рируют отличные от других элементов значения НДС. 
Границы и тройные стыки зерен являются источниками 
концентрации напряжений и зарождения пластических 
сдвигов, о чем свидетельствуют многочисленные экспе-
риментальные и численные исследования (например, 
[3; 7; 32; 35]).  

Валидацией модели на макроуровне будет являться 
согласие кривых нагружения, полученных для экспери-
ментальных образцов, и кривых нагружения модельных 
поликристаллов, полученных путем осреднения НДС по 
представительному мезообъему. Сравнение модельной и 
экспериментальной кривых нагружения для технически 
чистого алюминия (см. рис. 5) приведено на рис. 6, а. Для 
модельной структуры кривая нагружения была получе-
на путем осреднения характеристик НДС по всем  
элементам расчетной области в соответствии с соотно-
шениями (23)–(24). Согласие экспериментальной и рас-
четной кривых является верификацией модели на мак-
роуровне. 

Характеристиками, которые могут послужить под-
тверждением корректности модели на мезоуровне, яв-
ляются картины локализации пластической деформации 
на поверхности модельных и экспериментальных поли-
кристаллов. Экспериментально такие данные могут 
быть получены, например, методом корреляции цифро-
вых изображений с высоким разрешением или метода-
ми сканирующей микроскопии. Уникальным материа-
лом для верификации поликристаллических моделей на 
мезоуровне являются характеристики деформационного 

рельефа, образующегося на свободной поверхности 
в процессе пластического деформирования. Для опре-
деления деформации в плоскости нагружения необхо-
димы данные о начальном и текущем местоположении 
точек поверхности, для чего требуется мониторинг 
смещений реперных точек в течении всего процесса 
деформирования. В отличие от этого, деформационный 
рельеф определяется по вертикальным смещениям, ко-
торые могут быть легко определены относительно из-
начально плоской поверхности. В работах [36; 37] на 
примере сплавов технически чистого алюминия и тита-
на было показано, что деформационный рельеф на ме-
зоуровне коррелирует со степенью пластической де-
формации в плоскости растяжения. Характеристики 
деформационного рельефа зависят от многих факторов, 
включая размер, форму, кристаллографическую ориен-
тацию и механические свойства зерен, а также условия 
нагружения. 
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Рис. 6. Экспериментальные и расчетные кривые нагружения 
технически чистого алюминия (а) и зависимость 
интенсивности деформационного рельефа Rd от деформации 
участков наблюдения (символы – экспериментальные данные 
для различных участков поверхности, сплошная линия –  
                              данные моделирования) (b) 

Fig. 6. Experimental and numerical stress-strain curves of 
commercially pure aluminum (a) and dimensionless roughness 
parameter, Rd, plotted versus subsection strains (the symbols and 
solid line denote the experimental and numerical data for different  
                      surface subsections, respectively) (b) 

На рис. 7 приведены картины деформационного 
рельефа, сформировавшегося на поверхности техниче-
ски чистого алюминия в экспериментах на одноосное 
растяжение, и в модельной поликристаллической струк-
туре. Качественный анализ показал, что в обоих случаях 
деформационный рельеф представляет собой совокуп-
ность складок разного масштаба. Микронеровности, 
образующие так называемый рельеф «апельсиновой 
корки» (англ. orange peel), связаны с экструзией и ин-
трузией отдельных зерен относительно соседних облас-
тей. Более крупные складки формируются за счет кол-
лективного смещения зеренных кластеров перпендику-
лярно поверхности и относятся к мезоуровню. На 
начальных этапах пластической деформации такие кла-
стеры состоят из 2–3 зёрен и укрупняются до 10–15 зе-
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рен с увеличением деформации. В течении всего про-
цесса деформирования вплоть до образования шейки 
эти складки вносят наибольший вклад в деформацион-
ный рельеф. Анализ профилограмм поверхности экспе-
риментальных и модельных образцов показал, что пики 
и впадины, сформировавшиеся на начальных этапах, 
изменяют амплитуду в процессе деформирования, но не 
меняют своего положения друг относительно друга 
(рис. 7, b, c).  
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Рис. 7. Деформационный рельеф на поверхности 
экспериментального образца (а) и модельного поликристалла 
технически чистого алюминия (c) при ε = 0,19  
и профилограммы, полученные экспериментально (b)  
          и численно (d) при разных степенях деформации 

Fig. 7. Deformation-induced surface roughness in the experimental 
(a) and model polycrystalline structures (c) of commercially pure 
aluminum at ε = 0.19 and corresponding surface profiles obtained  
  experimentally (b) and numerically (d) at different tensile strains 

В [36; 37] для количественной оценки рельефных 
образований в экспериментальных и модельных образ-
цах был введен безразмерный параметр интенсивности 
деформационного рельефа, представляющий собой от-
ношение длины профиля поверхности Lp к длине проек-
ции профиля на плоскость Le 

 Rd = Lp/Lе–1. (25) 

Косвенно Rd связан со степенью неоднородности 
внутренней структуры. В идеальном однородном изо-
тропном материале, где поверхность в процессе одноос-
ного нагружения остается плоской, Rd = 0. Чем сильнее 
неоднородность структуры, тем более сложное НДС воз-
никает в объеме материала, вызывая отклонение формы 
поверхности от плоскости, и тем выше значение Rd. 
Принципиальным отличием определения безразмерного 
параметра интенсивности деформационного рельефа Rd 
от традиционных методов оценки шероховатости являет-
ся отсутствие фильтрации полученных профилограмм. 

В предположении, что деформационный рельеф является 
результатом многомасштабных процессов деформации, 
происходящих в нагруженном материала, анализ полу-
ченных профилей без фильтрации обеспечивает учет 
вкладов с разных масштабных уровней [36; 37]. 

Зависимости Rd от степени деформации участков 
наблюдения, полученные для образцов технически чис-
того алюминия экспериментально и численно приведе-
ны на рис. 6, b (разные символы соответствуют значе-
ниям, полученным для разных участков поверхности 
экспериментального образца). При умеренных степенях 
деформации наблюдалось хорошее согласие результа-
тов моделирования с экспериментальными данными. 
Расхождение экспериментальных и численных значе-
ний Rd при развитых пластических деформациях связа-
но с ограниченными размерами модели. В [38] было 
показано, что для численного воспроизведения дефор-
мационного рельефа на мезоуровне размер представи-
тельного объема будет определяться степенью дефор-
мации, приложенной к модели. Модель способна адек-
ватно воспроизводить деформационное поведение 
материала на мезоуровне до тех пор, пока размер облас-
тей локализации пластической деформации не стано-
вится соизмеримым с размером модели. 

 

2.4. Исследование сеточной сходимости 
 

Необходимой процедурой при проведении числен-
ного анализа является исследование решения на сеточ-
ную сходимость. В классическом представлении эта 
процедура предполагает сравнение решений, получен-
ных при аппроксимации одной и той же геометрической 
модели сетками с различным разрешением. Сходимость 
предполагает, что скорость сближения решений, полу-
ченных на разных сетках, нелинейно возрастает с 
уменьшением размера элементов. В случае структур, 
сгенерированных методом пошагового заполнения, та-
кая процедура может быть проведена лишь косвенно, 
поскольку одна и та же поликристаллическая структура, 
сгенерированная на разных сетках, фактически имеет 
несколько отличающуюся геометрию элементов (зерен) 
и границ раздела (рис. 8). Хотя при сгущении сетки гео-
метрическая форма структурных элементов стремится 
к предельному значению, границы раздела, полученные 
на разных сетках, в общем случае не совпадают, поэтому 
прямое сравнение полей напряжений и деформаций 
представляется сложно реализуемым. Тем не менее ана-
лиз сходимости решения краевой задачи упругопласти-
ческого деформирования для таких структур может быть 
проведен качественно и количественно, аналогично ана-
лизу, проведенному в работах [39; 40] для поликристал-
лов, сгенерированных методом Вороного. 

Проанализируем сеточную сходимость решения на 
примере сравнения пяти одинаковых поликристалличе-
ских моделей, содержащих 1000 зерен, сгенерирован-
ных методом пошагового заполнения на сетках 
100×20×100, 125×25×125, 160×32×160, 200×40×200 
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и 250×50×250. На рис. 8 представлены модели, аппрок-
симированные самой грубой и самой мелкой из расчет-
ных сеток. Сравнение всех структур показало, что се-
точное разбиение обладает незначительным влиянием 
на получающуюся поликристаллическую структуру. 
Все структуры имели одинаковую геометрию и кри-
сталлографическую ориентацию зерен.  

 

a 

 

b 

Рис. 8. Поликристаллические модели, построенные на сетках 
100×20×100 (a) и 250×50×250 (b) 

Fig. 8. Polycrystalline models generated on the 100×20×100 (a) 
and 250×50×250 meshes (b) 

Полученные в результате расчетов компоненты тен-
зоров напряжений и деформаций для разных разбиений 
сравнивались при одинаковых степенях растяжения. 
В качестве примера интенсивности пластических де-
формаций для трех выбранных структур приведены на 
рис. 9, а–c. Распределения напряжений и деформаций 
для моделей, построенных на разных сетках, незначи-
тельно отличались между собой, за исключением моде-
ли, построенной на самой грубой сетке (см. рис. 9, а). 

Кривые нагружения моделей и частотные распреде-
ления интенсивности напряжений и пластических де-
формаций, полученные в расчетах на разных сетках 
приведены на рис. 9, d–f. Кривые нагружения, пред-
ставляющие макроскопический осредненный отклик, 
демонстрируют быструю сходимость с увеличением 
разрешения сеток (см. рис. 9, d). Частотные кривые рас-
пределений интенсивности напряжений и пластических 
деформаций также сближаются, хотя и с меньшей ско-
ростью (см. рис. 9, e, f). Следует отметить, что во мно-
гих работах отмечалось отсутствие сеточной сходимо-
сти решения в областях локализации пластической де-
формации: ширина полос локализации изменялась 
пропорционально изменению шага сетки [21; 41]. Нали-

чие сходимости в представленных расчетах является 
следствием применения моделей ФТПК в комбинации 
с явным учетом границ зерен. Подобное заключение 
было сделано в работе [11]. 
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Рис. 9. Поля интенсивности пластических деформаций  
в поликристаллах, аппроксимированных сетками 100×20×100 (а), 
160×32×160 (b) и 250×50×250 (c), кривые нагружения (d)  
и частотные распределения интенсивности напряжений (e)  
и пластических деформаций (f), полученные в расчетах  
                                         на разных сетках 

Fig. 9. Equivalent plastic strain fields in polycrystalline structures 
approximated with 100×20×100 (a), 160×32×160 (b) and 
250×50×250 meshes (c), stress-strain curves (d) and frequency 
count distributions of equivalent stresses (e) and equivalent plastic  
                    strains (f) obtained with different meshes 

Проведенные расчеты показали, что даже самая 
грубая из рассмотренных сеток позволяет качественно 
исследовать особенности НДС в поликристаллической 
структуре на мезоуровне. 

 
2.5. Минимизация скоростной чувствительности 

 
Статическая формулировка задачи подразумевает, 

что внешне приложенные силы уравновешиваются 
внутренними силами, вызванными напряжениями в ма-
териале. В случае вязкоупругого или вязкопластическо-
го материала напряжения зависят от скорости деформа-
ции. Тогда равновесие между приложенной нагрузкой 
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и откликом материала достигается за временной отре-
зок, который определяется скоростью нагружения и 
вязкими свойствами материала. В этом случае модели-
рование квазистатических процессов при искусственно 
завышенных скоростях деформации уже не является 
корректным. Поэтому важным условием применимости 
динамического подхода для моделирования квазистати-
ческих процессов является использование моделей ма-
териалов нечувствительных к скорости нагружения. 
В связи с этим параметры моделей ФТПК, которые 
в основном являются вязкопластическими, должны 
быть подобраны таким образом, чтобы исключить ско-
ростную чувствительность. 

В [9; 28] было показано, что эффективно исключить 
скоростную чувствительность позволяет применение 
соотношения для расчета скорости пластических сдви-
гов на активных системах скольжения в виде зависимо-
сти от интенсивности скорости полной деформации 
в элементе eq : 
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где k – константа, близкая к 1. Заметим, что в более 
строгой формулировке интенсивность скорости полной 
деформации должна быть заменена на деформацию, 
приведенную к системе скольжения аналогично напря-
жениям (12). 

Для исследования чувствительности решения к ско-
рости нагружения были проведены расчеты одноосного 
растяжения поликристаллической структуры при разных 
скоростях деформации. Получено, что использование 
соотношения (26) позволяет практически исключить ско-
ростную чувствительность в диапазоне скоростей де-
формации до 103 с–1. Отсутствие скоростной чувстви-
тельности на макроуровне подтверждается сравнением 
кривых нагружения, полученных при различных скоро-
стях деформирования (рис. 10). Для рассмотренных  
скоростей кривые практически совпадают на начальном 
этапе деформирования. Слабое влияние скорости дефор-
мации проявляется при более высоких степенях дефор-
мации в расхождении кривых в пределах 1 %. 

Следует отметить, что вязкопластические модели 
для скоростей пластических сдвигов в виде степенного 
закона (14) также обеспечивают эффективное снижение 
скоростной чувствительности на макроуровне при соот-
ветствующем выборе параметров 0  и  . Так, в [9] бы-

ло показано, что при выборе значения 0  на порядок 

выше средней скорости деформации и  >5 кривые на-
гружения при ступенчатом изменении скорости нагру-
жения от 10 до 104 с–1 практически совпадали с квази-
статической кривой. Вместе с тем распределения на-
пряжений и деформаций на уровне зерен 
демонстрировали заметные различия. С увеличением 
скорости нагрузки области локализации пластической 
деформации становились шире, а значения деформаций 

в полосах сдвига уменьшалось. Это было связано с тем, 
что локальные скорости деформации в областях локали-
зации могут быть на несколько порядков выше средней 
скорости деформации. В этом случае выбранные посто-
янные коэффициенты не в состоянии обеспечить дос-
тижения статического баланса между нагрузкой и реак-
цией материала. 
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Рис. 10. Кривые квазистатического растяжения модельных 
поликристаллов, полученные в динамической постановке при 
искусственно завышенных скоростях деформации (а), и 

поэлементное сравнение эквивалентных напряжений D  и S ,  

     полученных в статическом и динамическом расчетах (b) 

Fig. 10. Quasistatic stress-strain curves of model polycrystals 
calculated using dynamic explicit with artificially high strain rates (a) 

and element-wise comparison of equivalent stresses D  and S ,  

               obtained in static and dynamic calculations (b) 

Соотношения вида (26) позволяют решить эту про-
блему, поскольку скорость пластических сдвигов стано-
вится автоматически выше в областях локализации де-
формации, где скорость полной деформации превышает 
средний уровень. Поэлементное сравнение между стати-
ческими и динамическими полями напряжений и дефор-
маций показало совпадение в пределах 0,1 % для  
большей части элементов, при этом лишь единичные 
элементы вблизи границ раздела, демонстрировали рас-
хождение в 3–5 % (рис. 10, b). Проведенный анализ пока-
зал эффективность использования зависимости (26) для 
минимизации скоростной чувствительности моделей 
ФТПК и, таким образом, их применимость при модели-
ровании процессов квазистатического деформирования 
с искусственно завышенными скоростями нагружения.  

Наконец, для обоснования эффективности исполь-
зования динамических методов при решении задач ква-
зистатики приведем сравнение вычислительных затрат, 
необходимых для решения одной и той же трехмерной 
задачи с использованием неявных и явных решателей. 
Максимальное количество элементов типа C3D8R [12], 
которые может вместить память одного и того же ком-
пьютера, при использовании явных схем в 10–12 раз 
превышало это значение для неявных решателей. При 
этом моделирование растяжения поликристалла, приве-
денного на рис. 8, b, до 8 % с использованием явных 
схем потребовало около 50 мин, а неявных – более 53 ч. 
Кроме того, эффективность использования явных схем 
кратно возрастает при параллельных вычислениях. 
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Заключение 
 
Модели физической теории пластичности кристал-

лов в комбинации с явным учетом зеренной структуры 
являются эффективным инструментом для исследова-
ния деформационных процессов в поликристалличе-
ских материалах на разных масштабных уровнях. На 
микроуровне упругопластическая анизотропия, свя-
занная с кристаллическим строением, учитывается 
через определяющие соотношения зерен. Описание 
напряженно-деформированного состояния на мезо-
уровне обеспечивается за счет явного введения гео-
метрической модели зеренной структуры. Наконец 
эффективные свойства материала могут быть получе-
ны путем осреднения характеристик НДС по предста-
вительному мезообъему. 

В настоящей работе рассмотрен подход к модели-
рованию процессов квазистатического деформирования 
поликристаллов в рамках динамической постановки. 
Численное решение краевых задач с явным учетом 
морфологических особенностей микроструктуры требу-
ет значительных вычислительных ресурсов. Переход 

к явным схемам интегрирования по времени позволяет 
эффективно минимизировать вычислительные затраты, 
при этом обеспечивая квазистатическое решение с вы-
сокой степенью точности. При этом необходимыми ус-
ловиями являются: 1) минимизации ускорения на этапе 
наращивания скорости нагружения, 2) применение мо-
делей, нечувствительных к скорости деформации. 
В этом случае модели физической теории пластичности, 
большинство которых являются вязкопластическими, 
требуют специального рассмотрения. 

В работе рассмотрены вычислительные аспекты, 
связанные с применением моделей физической теории 
пластичности для моделирования квазистатического 
нагружения поликристаллов. Приведены соотношения 
для описания скоростей пластических сдвигов на ак-
тивных системах скольжения, позволяющие эффектив-
но исключить скоростную чувствительность, что явля-
ется необходимым условием моделирования при искус-
ственно завышенных скоростях деформации. На 
примере расчетов для моно- и поликристаллов алюми-
ния обсуждаются вопросы тестирования и верификации 
моделей на микро-мезо- и макроуровнях. 
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