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 Рассмотрена задача об отделении от цилиндрического основания участка тонкой
пленки, возникающего за счет наличия сжимающих напряжений. Решение задачи получе-
но использованием теории цилиндрических оболочек с граничными условиями типа обоб-
щенной упругой заделки. Получены распределения смещений отслоившегося участка и
скорости высвобождения энергии при росте отслоения вдоль прямолинейной и криволи-
нейной границ. 

Проведено сравнение значений скорости высвобождения энергии и компонент сме-
щения с учетом влияния поперечных сил и без такового. Исследованы зависимости скоро-
сти высвобождения энергии, моды I коэффициента интенсивности напряжений, угла пово-
рота в точке заделки, а также компонент смещения покрытия от относительной податливо-
сти подложки и ее кривизны. Показано, что при увеличении податливости подложки
величина выпучивания отслоения, как и скорость высвобождения энергии, существенно 
возрастают. Наличие выпуклости также приводит к возрастанию скорости высвобождения
энергии. Выявлено несколько причин, по котором отслоение прекращает развиваться
вдоль ее прямолинейной границы (за счет расширения) и возникает эффект «туннелиро-
вания». Показано, что для достаточно податливых подложек существует некоторая крити-
ческая ширина отслоения, при которой отслоению становится энергетически выгоднее 
развиваться в осевом направлении. Наличие положительной кривизны и увеличение по-
датливости подложки приводит к уменьшению этой критической ширины. На основе ана-
лиза результатов для угла поворота в точке заделки, а также отрывной моды коэффици-
ента интенсивности напряжений следует, что причиной наблюдаемого эффекта «туннели-
рования» может быть не только различие скоростей высвобождения энергии при
распространении отслоения за счет расширения и удлинения (туннелирования), но и за-
прет на перекрытие граней покрытия и подложки. 
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 The paper deals with the problem of a coating section delaminated from a cylindrical base 
due to compressive stresses. It has been studied using the theory of cylindrical shells with
boundary conditions of the type of generalized elastic clumping. We obtained distributions of the
components of the coating displacements and the energy release rate for the delamination 
growth along the rectilinear and curvilinear boundaries. 

We compared the values of the energy release rate and components of the displacement
calculated with and without the influence of transverse forces. The dependences of the energy
release rate, mode I of the stress intensity factor, the angle of rotation at the clamping point, and 
the coating displacement components on the relative compliance of the substrate and its curva-
ture have been studied. It is shown that with an increase in the compliance of the substrate, the 
magnitude of the delamination buckling and the energy release rate increase significantly. The
positive curvature also leads to an increase in the energy release rate. Several reasons have 
been identified, according to which the delamination stops developing along its rectilinear bound-
ary and the tunneling effect occurs. It is shown that for sufficiently compliant substrates there is a
certain critical width of a delamination, at which the development in the axial direction becomes 
energetically more favorable. Besides, it follows from the presented data, that positive curvature
and an increase in the compliance of the substrate lead to a decrease in this critical width. Ac-
cording to the analysis of the results for the angle of rotation at the clamping point and the sepa-
ration mode of the stress intensity factor, the observed effect of tunneling can be caused not only 
by the difference in the energy release rates during the propagation of delamination due to ex-
pansion and elongation (tunneling), but also by the prohibition of overlapping of the coating and
substrate faces. 
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Введение 

 
Сверхтонкие пластины находят применение в раз-

личных областях современной высокотехнологичной 
промышленности. В частности, они используются 
в качестве элементов конструкции при создании масок 
рентгеновской нанолитографии, применение которой 
позволит перейти к созданию наноструктур с мини-
мальными топологическими размерами на уровне от 
10 нм и ниже. Для стабильной работы элементов по-
добных структур необходимо адекватное описание про-
цесса их деформирования в процессе работы. Другим 
направлением использование сверхтонких пленок явля-
ется создание защитных покрытий,  находящих все бо-
лее широкое применение в различных конструкциях 
авиакосмической отрасли, машиностроении, энергети-
ке, медицинской, химической промышленности и др. 
областях. С их помощью можно существенно повысить 
твердость, износостойкость, коррозионную и термиче-
скую стойкость эксплуатируемых деталей. 

Механические напряжения, возникающие и разви-
вающиеся в тонкопленочных структурах, являются наи-
более важным фактором, оказывающим влияние на их 
эксплуатационные характеристики, надежность и дол-
говечность. С одной стороны, растягивающие и сжи-
мающие напряжения могут вызывать повреждение по-
верхностных защитных пленок путем их растрескива-
ния, отслоения от подложки и скалывания [1–7]. 

Результаты исследований закритического поведения 
покрытий для двухслойных и многослойных конструк-
ций представлены в работах [8–15]. С другой стороны, 
при эксплуатации тонкостенных элементов литографи-
ческих масок в условиях облучения, исследование форм 
их деформирования при воздействии излучения являет-
ся критически важным для развития новой технологии 
рентгеновской литографии [16]. 

Одной из важных задач является исследование 
влияния кривизны и податливости основания на пара-
метры деформирования свободного участка тонкой 
пленки [5–7]. Влияние кривизны подложки детально 
рассматривались в работах [17; 18], влияние податливо-
сти – в работах [19–27]. В данной работе исследуются 
совместное влияние обоих факторов. В работе рассмат-
ривается отслоение тонких упругих покрытий и дефор-
мирование тонких пленок, соединенных с цилиндриче-
скими подложками и подверженных действию равно-
мерного сжимающего напряжения, в качестве которого 
может выступать остаточное либо температурное на-
пряжение. Отслоившаяся часть покрытия (свободная 
часть тонкой пленки) моделируется цилиндрической 
оболочкой, а граничные условия предполагаются соот-
ветствующими обобщенной упругой заделки, т.е. пред-
полагается, что смещения и угол поворота в точке за-
делки пропорциональны действующим усилиям (про-
дольной и поперечной силе и изгибающему 
моменту) [28]. Рассматриваются отслоения, вытянутые 
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вдоль оси цилиндрического основания. Данная задача ис-
следовалась ранее, однако в несколько более упрощенных 
постановках: в работе [29] рассматривалась модель, в ко-
торой пренебрегалось влияние поперечных сил на компо-
ненты смещения и угол поворота в точке заделки, в работе 
[30] использовалась модель слабо искривленной пласти-
ны. В настоящей работе рассмотрена задача в приближе-
нии более общей теории цилиндрических оболочек.  

В работе получены выражения для компонент сме-
щения отслоившегося покрытия и скорости высвобож-
дения энергии при отслоении вдоль прямолинейного 
фронта и вдоль криволинейной границы отслоения. 
Проведены расчеты значений скорости высвобождения 
энергии, угла поворота в точке заделки, коэффициента 
интенсивности напряжений, а также нормальной ком-
поненты смещения покрытия в зависимости от значе-
ний податливости подложки и кривизны.  

 
1. Геометрия, основные соотношения  

 
Рассмотрим деформирование покрытия, соединен-

ного с подложкой, представляющую собой в недефор-
мированном состоянии тонкую цилиндрическую обо-
лочку радиуса R и толщиной h. Для решения задачи 
будем использовать криволинейную систему координат 
(рис. 1), где α – осевая координата, β – окружная коор-
дината (определяющая расстояние вдоль окружности 
и выражающаяся через обычные цилиндрические коор-
динаты rz  как r   ), γ – нормальная координата; 

смещение в срединной поверхности оболочки имеет, 
соответственно, тангенциальные компоненты (α,  β)v , 

(α,  β)u  и нормальную компоненту (α,  β).w  

 

Рис. 1. Используемая система координат 

Fig 1. Coordinate system used 

 

До отслоения покрытие было полностью сопряжено 
с подложкой (условие отсутствие разрывов всех компо-
нент смещения и компонент напряжения , , ,i i     ), 

при этом на покрытие действовали сжимающие усилия 
вдоль координат β и γ (силы, отнесенные к единице 
длины соответствующей координатной линии) (рис. 2), 
соответственно равные 

 1

1

σ ,      σ 0,
 

0,

F h

N

 


  (1) 

где b – полуширина отслоившего участка покрытия, при 
этом подложка испытывала действие напряжения 

0 σ .
h

p
R

   

 

a   b 

Рис. 2. Распределение усилий: а – до отслоения покрытия;  
b – после отслоения покрытия 

Fig. 2. Distribution of forces: a – before delamination  
of the coating; b – after delamination of the coating 

 

После отслоения покрытие утрачивает связь с под-
ложкой, что соответствует условиям 0, , ,i i       на 

границе «подложка–покрытие» на отслоившемся участке, 
что соответствует условиям интерфейсной трещины. При 
этом на отслоившийся участок действует горизонтально 
сжимающая сила, равная T ( 0)T   (рис. 2), проекции ко-

торой на координаты β и γ соответственно равны 

 2 0
0

2 0

cosφ ,
       0,    φ .

sinφ ,

F T b
T

N T R


 


 (2) 

Также в точке заделки действует изгибающий мо-
мент M. 

 

Рис. 3. Конфигурация отслоения покрытия 

Fig. 3. Delamination configuration 

 

Разница между силовыми характеристиками после 
и до отслоения покрытия имеет вид 

 2 1 0cosφ σ .F F F T h      (3) 

 2 1 0 0sinφ 0 sinφ .N N N T T       (4) 



Ustinov K.B., Gandilyan D.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 5 (2023) 159-172 

 162

 0 ,p p     (5) 

где p  – разница напряжений в подложке после и до 

отслоения. Из неравенств σ 0, 0T  , 0σ cosφh T  

следует, что 0, 0.F N   

Для сечений, расположенных вдали от краев от-
слоения, напряженное состояние может быть описано в 
приближении плоской деформации, из чего следует, что 
одна из тангенциальных компонент смещений будет 
отсутствовать, т.е. (α,  β) 0,u   а остальные компоненты 

будут зависеть только от одной переменной: (β),v v  

(β).w w  В дальнейшем анализе будут использованы 

следующие параметры (отмечены на рис. 3): 

 '
b

w


     – угол поворота отслоения в точке 

заделки; 
(β)w  – смещение поверхности подложки. 

Дифференциальные уравнения изгибаемой по обра-
зующей цилиндрической поверхности имеют вид [17; 
31–34]:  

 
 

4 2 3
2

24 2 2
0,  ,

β β 12 1 ν

Fw w Eh
D F D

R

 
   

  
  (6) 

 2 0.
β

F



  (7) 

где D – изгибная жесткость покрытия, E и ν – модуль 
Юнга и коэффициент Пуассона покрытия. Данные 
уравнения обычно называют уравнениями Муштари – 
Доннелла – Власова [31; 33; 34]. 

Граничные условия имеют вид 

 

   

   

3

3

2

2

β 0 0, β 0 0,
β β

β , β .
β b

w w

w M
b w b w

D

 
   

 


   



  (8) 

Подчеркнем, что в данной задаче неизвестными яв-
ляются изгибающий момент M, смещение в точке за-
делки wb, усилия F2 и N2. 

Для доопределения постановки задачи и учета 
влияния подложки воспользуемся граничными усло-
виями, соответствующими условию обобщенной упру-
гой заделки, т.е. пропорциональности продольного и 
нормального смещения и угла поворота в точке заделки 
действующим в этой точке продольной и поперечной 
силам и изгибающему моменту (модель, в рамках кото-
рой влиянием поперечных смещений и перерезываю-
щих сил в точке заделки пренебрегалось была рассмот-
рена в [29]) 

 
 

11 12 13
1

12 22 23 2

13 23 33

( )

θ ,   ,
1 ν

( )

v b a a a F
E

E h a a a h M E
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    
              
    

   (9) 

где F, N определяются из соотношений (3), (4), aij (где 
aij = aji) – расширенная матрица коэффициентов упругой 
заделки (матрица жесткости).  

С учетом выражений (3), (4) граничные условия (9) 
можно записать в виде 

   
   

   

1
11 0 12 13 0

' 1
12 0 22 23 0

1
13 0 23 33 0

cosφ σ sinφ ,

cosφ σ sinφ ,

cosφ σ sinφ .

Ev b a T h a h M a T

Ehw b a T h a h M a T

Ew b a T h a h M a T







   
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   
  (10) 

Решая дифференциальное уравнение (6) с учетом 
условия (7) и граничных условий (8), получим 

 
 2 2β

β
2b

b
w w

R


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λβcos
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   
 

  (11) 

где параметр λ определяется выражением  

 0cosφ
λ .

T
b

D
   (12) 

Первая и вторая производная смещения (11) будут 
иметь вид 
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       
  

   (13) 

 
 2

2

λβcos
1 1

.
cosλβ

bd w M

R D Rd
    
 
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В частности, из решения (11) следует, что прогиб 
в центре выпучивания покрытия равен 

 
2

0

1 1
β 0 1 .

2 cosφ cosλb

b M D
w w

R D R T

             
    

 (15) 

В (11) параметры , , bM T w  по-прежнему не опреде-

лены (так же, как и параметр λ, выражаемый через T). 
Для их определения воспользуемся тремя граничными 
условиями (10). 

До отслоения на покрытие действовали напряжения 
0
ββσ ,  а после отслоения ββσ :  

 

0 1
ββ

02
ββ

0 0
ββ ββ ββ

σ σ,

cosφ
σ ,

cosφ σ
σ σ σ .

F

h
TF

h h
T h F

h h

   

   

  
    

  (16) 

Связь между дополнительными деформациями 
и смещениями [17; 32] в принятой постановке задачи, 
где одна из компонент смещения тождественно равна 
нулю (α,  β) 0,u   имеет вид 
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2

ββ

1
ε .

β 2 β

dv w dw

d R d

 
     

 
  (17) 

Подстановка (16) в выражение для дополнительных 
деформаций (17) дает 

ββ 0
ββ

2

σ cosφ σ
ε

1
 

β 2 β

T hF

E Eh Eh

dv w dw

d R d

  
    

 
    

 

   

 
2

1
 .
β 2 β

dv F w dw

d Eh R d

 
     

 
 (18) 

Интегрирование данного выражения от 0 до b дает 
разность тангенциального смещения в точках b и 0. По-
скольку в силу симметрии тангенциальное смещение 

в нуле равно нулю  β 0 0,v    то: 

  
2

0

1
β.

2 β

bFb w dw
v b d

Eh R d

           
   (19) 

После подстановки в последнее выражение форму-
лы (11) и интегрирования, получаем 

 
3

26 b

F b b b
v b w

E h RR


     

    2

2 2 2
0

λ
2λ sin 2λ .

cos λ 8 ( cosφ )

D MR

b T R


    (20) 

Для удобства дальнейшего анализа введем безраз-
мерные величины: 

 

2

, ,
σ σ

σ
, ε ,

σ

F N
f n

h h
M

m
Eh

 

 
   (21) 

откуда с учетом (3), (4) получаем 

 
 

 
0

0

cosφ 1 σ ,

1 tanφ .

T f h

n f

 
 

  (22) 

Из неравенств σ 0  и 0T   следует ( 1) 0.f    

А из неравенства 0| σ | | cosφ |,h T  т.е. 0,f   суммируя 

сказанное получаем 1 0.f    Параметр λ также 

удобно выразить через безразмерные величины 

0
3

cosφ ( 1)σ 12
λ

T f h
b b

D Eh


    

  ( 1)12ε ηπ 1 ,
b

f f
h

       (23) 

где η – отношение полуширины отслоения, к критиче-
ской полуширине, соответствующей потери устойчиво-
сти отслоения от прямолинейной границы в предполо-
жении граничных условий типа жесткой заделки 

 
0

η ,
b

b
    (24) 

 
 

0
2

π π
,

σ 12ε12 1 ν

h E h
b  


   (25) 

также введем безразмерную величину 

 0
0   φ η .

b b
k k

R R
       (26) 

Выражение (20) в безразмерных величинах запи-
шется следующим образом 

  3 2ηεπ η π
η

12ε 6 12ε
bv b wf k

k
h h

       

 2

λ
2λ sin 2λ

cos λ
    

 
3 2 2

4 2 2

1 η π 1 η 12ε
.

4( 1)λ λ 8ηπ( 1)8 12ε

k mk m

f f

 
      

   (27) 

Граничные условия (10) в безразмерных величинах 
будут иметь вид 

1
11 12 13

( )v b F M N
a a h a

h Eh Eh Eh
     

  11 12 13ε ε 1 tan(η )ε,a f a m a f k       (28) 

  1
12 22 23β

dw b F M N
a a h a

d Eh Eh Eh
      

    12 22 23ε ε 1 tan η ε,a f a m a f k       (29) 

1
13 23 33

( )w b F M N
a a h a

h Eh Eh Eh
     

  13 23 33ε ε 1 tan(η )ε.a f a m a f k       (30) 

Подстановка (27) в первое из граничных условий 
(28), а также подстановка третьего граничного условия 
(30) в (27) приведет к следующему выражению 

    13 23 33 11

ηεπ
η ε ε 1 tan η ε ε

12ε

f
k a f a m a f k a f        

 
3 2

12 13

η π
ε 1 tan(η )ε

6 12ε

k
a m a f k       

 2

λ
2λ sin 2λ

cos λ
    

 
   

3 2 2

4 2 2

1 η π 1 η 12ε
0.

4 1λ λ8 12ε 8ηπ 1

k mk m

f f

 
    
   

   (31) 

Подставив выражение (13) в безразмерных величи-
нах во второе граничное условие (29), получим 

  12

tan λ
η π 12ε η ε

λ
k m k a f     

  22 23ε ( 1) tan η ε 0.a m a f k       (32) 
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Полученная система трех уравнений (30), (31), (32) 
позволяет определить три неизвестные ,  ,  . bm f w  Дан-

ная система сводится к виду [30] после разложения три-
гонометрических функции по малому параметру аргу-
мента в ряды с оставлением только первых членов. 

 
2. Вычисление скорости высвобождения  
энергии при распространении отслоения  
вдоль криволинейной и прямолинейной  
границы отслоения 

 
Скорость высвобождения энергии при распростра-

нении отслоения в направлении криволинейного фронта 
(обозначенного как )ssG  может быть посчитана как вы-

свобождающаяся упругая энергия единицы длины от-
слоившегося участка, поделенная на его ширину, рав-
ную 2b. Эта энергия состоит из энергии, высвободив-
шейся из изгибаемого участка покрытия ∆U1, 
неотслоившегося участка покрытия ∆U2, и энергии, вы-
свободившейся из основания ∆U3. 

Первую из данных величин можно посчитать как 
разницу упругой энергии отслоившегося участка до и 
после отслоения 

 1 1 1 .before afterU U U    (33) 

Удельная потенциальная энергия деформации 1U  

(энергия на единицу объема) имеет вид [18]  

1

1
σ ε

2 ij ijU    

 αα αα ββ ββ γγ γγ αβ αβ βγ βγ γα γα

1
σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε .

2
        (34) 

В рассматриваемой задаче выражение для удельной 
потенциальной энергии деформации упроститься до вида  

 1 ββ ββ

1
σ ε .

2
U     (35) 

Запишем удельные потенциальные энергии дефор-
мации до и после отслоения через дополнительные на-
пряжения и деформации, т.е.  

 

  

 

0 0
ββ ββ ββ ββ ββ ββ

0 0
1 ββ ββ

0 0
1 ββ ββ ββ ββ

0 0 0 0
ββ ββ ββ ββ ββ ββ ββ ββ

σ σ σ ,   ε ε ε ,

1
σ ε ,

2
1
σ σ ε ε

2
1
σ ε σ ε σ ε σ ε .

2

before

after

U

U

     



     

       





  (36) 

Потенциальную упругую энергию, отнесенную на 
единицу длины координаты α, можно вычислить как 
интеграл от удельной энергии  

2 2

1 1 1 1 1

2 2

γ β γ β

h h
b b

before after before after
h hb b

U U U U d d U d d
  

            

 
  22 2 2

0
2

0

σ ( cosφ )
β.

β

bh T b d w
b D d

Eh Eh d

 
    

 
    (37) 

В правой части полученной формулы первый член 
соответствует энергии сжатия до потери устойчивости, 
второй – энергии сжатия после потери устойчивости, 
третий – энергии, связанной с изгибом. Заметим, что 
полученное выражение по структуре совпадает с фор-
мулой работы [20]. 

Второе слагаемое 2U  вычислим через работу сил, 

прикладываемых к неотслоившимся участкам покрытия 

    
    

2 0

'
0

σ cosφ β

β sinφ β

U h T v b

M w b T w b

     

     
  

       2 '2 σ β σ βf h v b m h w b         

  ( 1)σ tan(η ) β .f h k w b      (38) 

Третье слагаемое 3U  учитывает влияние подлож-

ки на покрытие до ее отслоения. Энергию 3U  удобно 

представить в виде  

 3 3 3 ,B HU U U        (39) 

где 3
BU  – вклад от верхней части рассматриваемого 

тела, 3
HU  – вклад от нижней части. Величину 3

HU  

можно оценить как 

 3 0

1 σ
(β) β ,

2 2

b
H

b

h
U p w d S

R

       (40) 

где площадь раскрытия трещины S имеет вид [36] 

 2 2 2
0

0

1 4 π
(β) β β β ,

2

b b

s sb

S w d q b d b p
E E

    ∶    (41) 

где sE  – модуль Юнга подложки. В итоге получаем 

 
 2 2

2 2
3 0 2

σ1 1 π
π.

2 2 2
H

s s

h b
U qS b p

E ER
       (42) 

Аналогично вклад от верхней части можно оце-
нить как 

 
 2 2

3 2

σ
π.

2
B h b

U
ER

    (43) 

Итак, энергия, высвободившаяся из основания, име-
ет вид 

 
   2

2
3 3 3 2

σ
π.

2

sB H

s

E E h
U U U b

EE R


         (44) 

Удельная упругая энергия покрытия до отслоения есть 

 
 2 2 2

0

1 ν σ σ
.

2 2

h h
G

E E


     (45) 
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Непосредственно скорость высвобождения энергии 
при распространении отслоения вдоль криволинейной 
границы примет вид 

 
 1 2 3 .

2 2ss

U U UU
G

b b

    
     (46) 

Подстановка (β)w  из (11) и кинематических вели-

чин, входящих в (38) из (10), дает скорость высвобож-
дения энергии (отнесенную к энергии покрытия до по-
тери устойчивости) 

    

 

21 2 3

0 0

2 2

2 2 6 4

1 1
2

6λ π
1 12ε

π ε επ η1

ss
U U UG

f
G bG

k k
m

kf

    
    

     
 

 

 

 

2 2
2

2

2

λ λ π π
tan λ 1 12ε 1 η tan λ

12 3cos λ

η 3ε
s

s

m f
k

E E
k

E

           
   


 

 

     11 12 13

12 22

12ε
2 1 tan(η )

πη

(

f a f a m a f k

m a f a m

      

  

 

23 ( 1) tan(η ))a f k    

     13 23 331 tan(η ) ( 1) tan(η ) .f k a f a m a f k        (47) 

Данное выражение отличается от соответствующего 
выражения [17] четвертым и пятым слагаемыми, учи-
тывающими влияние подложки, а также наличием зави-
симости от поперечной силы посредством коэффициен-
тов 13 23 33, , ,a a a  и переходит в него при 13 0,a   

23 0,a   33 0a   и при 0.h
R   

Скорость высвобождения энергии при распростра-
нении отслоения вдоль прямолинейного фронта (обо-
значим как G) можно вычислить двумя способами: че-
рез коэффициенты интенсивности напряжений [20; 29; 
30] и через непосредственное вычисление изменения 
упругой энергии при увеличении длины отслоения [17; 
20; 29; 30]. Будем определять ее вторым способом 

1 2 3

0 0 02
ssU U U GG d d

b
G db G db G

       
     

   
  

0 0

ss ssG Gd
b

db G G

   
     

   
 

 0

0 0 0

η
η ,

η η
ss ss

b b G Gd

db b d d G G

    
         

   (48) 

где 
0

ssG
G  определяется по формуле (47).  

3. Раскрытие трещины, коэффициенты  
интенсивности напряжений 

 
При наблюдении отслоения покрытия можно заме-

тить эффект «туннелирования» [20], причиной которого 
может быть не только различие скоростей высвобожде-
ния энергии при распространении отслоения за счет 
расширения и удлинения (туннелирования) отслоения, 
но и возможное смыкание граней отслоившегося по-
крытия и подложки (перекрытие берегов). Одним из 
способов определения смыкания является вычисление 
коэффициента интенсивности напряжений KI, характе-
ризующего нормальный отрыв. Раскрытие трещины 
уменьшается при уменьшении KI и становится отрица-
тельным при отрицательном KI, что соответствует пере-
крытию и не является физичным. Поэтому условие KI = 0 
можно рассматривать как критерий остановки отслое-
ния покрытия. В некоторых работах [20; 37–39] рас-

сматривается аналогичная величина II

I
arctan K

K , кри-

тическое значение которой при I 0K    соответствует 

.2
  Однако в нашем случае проще и информативнее 

рассчитать коэффициент интенсивности напряжений KI 

 I
11 12 13 ,

σ

K
c f c m c n

h
     (49) 

где значения параметров с11, с12, с13 приведены в [40]. 
Другим способом определения смыкания является 

вычисление угла θ из (9), при положительных значени-
ях соответствующего раскрытию, а при отрицательных 
соответствует физически бессмысленному перекрытию 
берегов [30]. Поэтому условие θ 0  также можно рас-
сматривать как альтернативный критерий максималь-
ной ширины отслоившегося покрытия. Данные крите-
рии соответствуют рассмотрению на различных мас-
штабных уровнях и не обязательно должны давать 
одинаковую критическую ширину, но оба могут ис-
пользоваться для ее оценки. 

 
4. Значение коэффициентов матрицы жесткости 

 
В работе [20] значение коэффициентов матрицы 

жесткости ija  было получено численно. Значение коэф-

фициента а11 с достаточной степенью точности аппрок-
симируется следующим выражением [22]: 

1 1
3 34 4

11

1 3 1 3 ηπ
.

2 2 2 2 12εs s s s

E b E E E
a

E h E E E

      
         
         

(50) 

Значение коэффициента а12, согласно [22], может 
быть аппроксимировано формулой 

   

22
33

12

12ε
3 0, 27 3 0, 27 .

ηπs s

h E E
a

b E E

  
           

   (51) 
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Выражения для а22, а13, а23 получены аналитически 
в работах [40–43]  

 2
22 13 23

3
12δ,   1 3δ,   6δ ,

2
a a a        (52) 

где δ имеет вид 
1

3

δ 0,635 .
s

E

E

 
  

 
  

Коэффициент а33 определяется из решения [43] по-
средством удержания в разложении поля смещения од-
ного дополнительного члена ряда 

1
3

33

1 1 8 3π
γ ln 6

6π 3 27
s

s

EE b
a

E E h

                     

   

 

1
31 1 8 3π ηπ

γ ln 6 ,
6π 3 27 12ε

s

s

EE

E E

                    

   (53) 

где γ 0,5772   – постоянная Эйлера.  

 
5. Результаты численных расчетов 

 
Зависимость относительной скорости высвобожде-

ния энергии при распространении отслоения вдоль кри-

волинейной границы 
0

,ssG
G  а также вдоль прямоли-

нейной границы 
0

,G
G  коэффициента интенсивности 

напряжений ,
σ

IK
h

 угла поворота θ, нормальной 

компоненты смещения в центре отслоения (0)w
h  от 

параметра 
0

b
b  для различных отношений модулей 

упругости покрытия и основания, а также для различ-
ных кривизн представлены на рис. 4–11, на рис. 12 
представлены профили отслоившегося участка при раз-

личных значениях 
0
.b

b  

Коэффициенты , ( , 1,2,3)ija i j   при 25
s

E
E

  оп-

ределялись из соотношений (50)–(53), а в случае жест-
кой подложки были приняты более точные значения 

[44], а именно 11 12 221, 252,  3,  5,004.a a a    Также 

при 10
s

E
E

  используется более точное значение 

22 7, 44a   [40]. Для расчета KI по формуле (49) в каче-

стве , ( , 1, 2)ijc i j   были приняты следующие значения 

[40; 44]: 11 12 13 12 110,7, 2, 47, 0, 417 3c c c c c     для 

жесткой подложки; 11 12 130,435, 1,932, c c c    

12 110,62 3c c   для 1
s

E
E

 ; 11 120,122, 0,955,c c   

13 12 111,306 3c c c   для 10
s

E
E

 , 11 0,064,c   

12 0,643,c   13 12 111,802 3c c c   для 25.
s

E
E

  

 

Рис. 4. Зависимость скорости высвобождения энергии при 
распространении отслоения вдоль криволинейной границы 
(монотонные ветви) и вдоль прямолинейной границы (ветви  

с максимумами) от 
0

b
b  при σ 0,02

E
  и при 

0 0, 0,07, 0,07b
R    ; жесткое основание – сплошные линии; 

1
s

E
E

  – пунктирные линии; условие жесткого защемления –  

                                        точечные линии 

Fig. 4. Dependence of the rate of energy release when delamination 
propagates along a curvilinear boundary (monotonic branches) and 

along a rectilinear boundary (branches with maxima) on 
0

b
b   

at σ 0.02
E
  and at 0 0, 0.07, 0.07b

R    ; the rigid base  

is shown with solid lines; 1
s

E
E

  is shown with dashed lines;  

        the condition of rigid pinching is shown with dotted lines 

Из соотношения (48) следует, что кривые, соответ-
ствующие росту отслоения вдоль криволинейной и 
прямолинейной границы, должны пересекаться в мак-
симуме первого. Это условие должно соблюдаться не-
зависимо от конкретного вида зависимости скорости 
высвобождения энергии от ширины отслоения. 

Можно заметить (рис. 5), что для достаточно боль-

ших значений кривизны 0b
R  и деформации ε скорость 

высвобождения энергии при распространении отслое-
ния вдоль криволинейной границы постоянно возраста-
ет, т.е. отсутствует максимум, и чем податливее под-
ложка, тем быстрее возрастает данный параметр, вслед-
ствие чего не происходит пересечения кривых. 

Наличие положительной кривизны у подложки де-
лает возможным формирование отслоений при напря-
жениях ниже уровня потери устойчивости (скорости 
высвобождения энергии положительны на любом про-

межутке для 
0

b
b  (рис. 4, 5), коэффициенты интенсив-

ности напряжений и углы поворота также положитель-
ны (рис. 6–9)). Данный факт был установлен в случае 
жесткой заделки ранее [17]. Наличие податливости 
у подложки только усиливает этот процесс.  



Устинов К.Б., Гандилян Д.В. / Вестник ПНИПУ. Механика 5 (2023) 159–172 

 167

 

Рис. 5. Зависимость скорости высвобождения энергии при 
распространении отслоения вдоль криволинейной границы 
(монотонные ветви) и вдоль прямолинейной границы (ветви с 

максимумами) от 
0

b
b  при σ 0,05

E
  и при 0 0,3b

R   ; 

жесткое основание – сплошные линии; 1
s

E
E

  – пунктирные 

линии (короткие штрихи); 10
s

E
E

  – штрихпунктирные  

   линии, 25
s

E
E

  – пунктирные линии (длинные штрихи) 

Fig. 5. Dependence of the rate of energy release during the 
propagation of delamination along a curvilinear boundary 
(monotonic branches) and along a rectilinear boundary (branches 

with maxima) on 
0

b
b  at σ 0.05

E
  and at 0 0.3b

R   ; the rigid 

base is shown with solid lines; 1
s

E
E

  is shown with dashed 

lines (short dashes); 10
s

E
E

  is shown with dash-dotted lines,  

            25
s

E
E

  is shown with dashed lines (long dashes) 

 

Рис. 6. Зависимость коэффициента интенсивности 

напряжений от 
0

b
b  при 0 0, 0,07, 0,07;b

R     жесткое 

основание – сплошные линии; 1
s

E
E

  – пунктирные линии;  

          условие жесткого защемления – точечные линии 

Fig. 6. Dependence of stress intensity factor on 
0

b
b  at 

0 0, 0.07, 0.07b
R    ; the rigid base is shown with solid lines; 

1
s

E
E

  is shown with dashed lines; the condition of rigid  

                        pinching is shown with dotted lines 

 

Рис. 7. Зависимость коэффициента интенсивности 

напряжений от 
0

b
b  при 0 0,3;b

R    жесткое основание – 

сплошные линии; 1
s

E
E

  – пунктирные линии (короткие 

штрихи); 10
s

E
E

  – штрихпунктирные линии, 25
s

E
E

  –  

                     пунктирные линии (длинные штрихи) 

 

Fig. 7. Dependence of the stress intensity factor on 
0

b
b  at 

0 0.3;b
R    the rigid base is shown with solid lines; 1

s

E
E

  is 

shown with dashed lines (short dashes); 10
s

E
E

  is shown  

with dash-dotted lines, 25
s

E
E

  is shown with dashed lines  

                                            (long dashes) 

 
 

 

Рис. 8. Зависимость угла поворота θ от 
0

b
b  при 

0 0, 0,07, 0,07b
R    ; жесткое основание – сплошные линии;  

                          1
s

E
E

  – пунктирные линии 

Fig. 8. Dependence of the rotation angle θ on 
0

b
b  at 

0 0, 0.07, 0.07b
R    ; the rigid base is shown with solid lines;  

                      1
s

E
E

  is shown with dashed lines 
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Рис. 9. Зависимость угла поворота θ от 
0

b
b  при 0 0,3b

R   ; 

жесткое основание –  сплошные линии; 1
s

E
E

  – 

пунктирные линии (короткие штрихи); 10
s

E
E

  – штрих-

пунктирные линии, 25
s

E
E

  – пунктирные линии (длинные  

                                            штрихи) 

Fig. 9. Dependence of the rotation angle θ on 
0

b
b  at 

0 0,3b
R   ; the rigid base is shown with solid lines; 1

s

E
E

  is 

shown with dashed lines (short dashes); 10
s

E
E

  is shown  

with dash-dotted lines, 25
s

E
E

  is shown with dashed lines  

                                         (long dashes) 

 

Рис. 10. Зависимость смещения в центре отслоения (0)w
h   

от 
0

b
b  при 0 0, 0,07, 0,07b

R    ; жесткое основание – 

сплошные линии; 1
s

E
E

  – пунктирные линии; условие  

                     жесткого защемления – точечные линии 

Fig. 10. Dependence of the displacement at the center of 

delamination (0)w
h  on 

0

b
b  at 0 0, 0.07, 0.07b

R    ; the rigid 

base is shown with solid lines; 1
s

E
E

  is shown with dashed  

    lines; the condition of rigid pinching is shown with dotted lines 

 

Рис. 11. Зависимость смещения в центре отслоения (0)w
h  от 

0

b
b  при 0 0,05b

R   ; жесткое основание – сплошные линии; 

1
s

E
E

  – пунктирные линии (короткие штрихи); 10
s

E
E

  – 

штрихпунктирные линии, 25
s

E
E

  – пунктирные линии  

                                        (длинные штрихи) 

Fig. 11. Dependence of the displacement at the center of 

delamination (0)w
h  on 

0

b
b  at 0 0.05b

R   ; the rigid base is 

shown with solid lines; 1
s

E
E

  is shown with dashed lines (short 

dashes); 10
s

E
E

  is shown with dash-dotted lines, 25
s

E
E

   

                    is shown with dashed lines (long dashes) 

 
 

 

Рис. 12. Профиль отслоения покрытия для различных 

значений 
0

η b
b  при 0 0,07,b

R    1
s

E
E

  в проекции на 

двумерное пространство; в недеформированном состоянии –  
                                       штриховые линии 

Fig. 12. Coating delamination profile for various values of 

0
η b

b  at 0 0.07,b
R    1

s

E
E

  in projection onto two-

dimensional space; in an undeformed state is shown  
                                       with dotted lines 
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Из представленных данных видно, что расхожде-
ние между результатами, полученными в данной рабо-
те при учете влияния поперечных сил и перемещений 

 3 0 ,ia   и упрощенной моделью 3( 0),ia   становится 

заметным для кривизн 0 0,1 0, 2,b
R    а расхождение 

с результатами работы [30], в которой использовалась 
упрощенная модель для слабо искривленных пластин 
и учитывались поперечные силы и перемещения 

3( 0)ia  , становится заметным для кривизн 

0 0, 2 0,3,b
R    и ε 0,01,  т.е. когда использование 

теории слабо искривленных пластин становилось не-
достаточно точно. 

 
Заключение 

 

На основе теории цилиндрических оболочек, иссле-
довано совместное влияние кривизны и податливости 
основания на параметры деформирования отслоившейся 
тонкой пленки. Податливость основания учитывалась 
заданием граничных условий типа обобщенной упругой 
заделки, а именно пропорциональности компонент сме-
щения и угла поворота в точке заделки действующим в 
данной точке усилиям и изгибающему моменту. Получе-
ны выражения для компонент смещения отслоившегося 
участка покрытия и скорости высвобождения энергии 
при распространении отслоения вдоль прямолинейной и 

криволинейной границы. Показано, что при увеличении 
податливости подложки смещение покрытия, как и ско-
рость высвобождения энергии, существенно возрастает. 
Из результатов численных расчетов скорости высвобож-
дения энергии также следует, что существует некоторая 
критическая ширина отслоения, для которой отслоение 
прекращает развиваться вдоль ее криволинейной грани-
цы и возникает эффект «туннелирования», заключаю-
щееся в образовании узких продольных отслоений (для 
плоских подложек это отмечалось и ранее [20]). Кроме 
того, из представленных данных расчета видно, что на-
личие положительной кривизны (выпуклости) и увели-
чение относительной податливости подложки приводит к 
уменьшению этой критической ширины и тем самым 
способствует образованию «вытянутых» отслоений. 
Также рассмотрены два критерия распространения от-
слоения, заключающиеся в сравнении знака угла поворо-
та в точке заделки отслоения либо коэффициента интен-
сивности напряжений, характеризующего нормальный 
отрыв, с нулем. Достижение величиной этого угла, либо 
коэффициентом интенсивности напряжений нулевых 
значений, соответствует перекрытию и предотвращению 
дальнейшего отслоения покрытия. Сравнение результа-
тов, полученных с помощью рассмотренной модели, с 
результатами, полученными с помощью упрощенных 
моделей [29; 30], показывает, что влияние поперечных 
сил становиться существенным при увеличении относи-
тельной податливости подложки и уменьшения радиуса 
кривизны подложки. 
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