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 В рамках теории мелкодисперсных нанокомпозитов получена зависимость эффектив-
ного модуля Юнга от абсолютного размера армирующих частиц. Рассмотрены два случая
управления/изменения эффективного модуля Юнга при постоянной относительной объём-
ной доле армирующих частиц. Первый – распад армирующих частиц на более мелкие с по-
следующей диффузией по объему матрицы. В этом случае эффективный модуль наноком-
позита возрастает. Второй – агломерация армирующих частиц в более крупную. В этом слу-
чае эффективный модуль нанокомпозита снижается. Эти закономерности представляются 
универсальными и не зависящими от технологии термообработки. Предполагается, что
управление процессом агломерации или распада армирующих частиц осуществляется пу-
тем выбора технологии термообработки нанокомпозита. Технологии термообработки можно
разделить на две группы. Первая группа определяет те технологии, которые приводят к аг-
ломерации армирующих частиц. Вторая группа определяет те технологии, которые приво-
дят к распаду армирующих частиц. Важно подчеркнуть, что технология термообработки
должна быть выбрана такой, чтобы в процессе термообработки не протекали фазовые пе-
реходы как в материале армирующих частиц, так и в материале матрицы. Появление фазо-
вых переходов должно быть исключено потому, что новая фаза является полем дефектов.
В частности, полем дислокаций замещения. Для таких процессов градиентная теория без-
дефектной среды уже несправедлива, и необходимо строить более сложные модели де-
фектных сред. Поэтому критерии выбора технологии термообработки настоящая статья не
рассматривает. Остается открытым вопрос о том, что наряду с градиентным обобщением
теории композитов возможно нелинейное обобщение. Действительно, в отличие от керамик,
сохраняющих физическую линейность практически до разрушения, металлокомпозиты про-
являют пластичность на достаточно большом интервале деформаций. Однако обобщение
на физически нелинейный случай, а тем более – на пластичность, осложняется тем, что до
настоящего времени не существует общепринятой теории построения кривой напряжение-
деформация даже для однородных материалов. 
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 Within the theory of finely dispersed nanocomposites, the dependence of the effective Young's
modulus on the absolute size of the reinforcing particles is obtained. Two cases of controlling/changing
the effective Young's modulus at a constant relative volume fraction of reinforcing particles are consid-
ered. The first is the disintegration of reinforcing particles into smaller ones, followed by diffusion through-
out the volume of the matrix. In this case, the effective modulus of the nanocomposite increases. The
second one is the agglomeration of reinforcing particles into larger ones. In this case, the effective mod-
ulus of the nanocomposite decreases. These patterns seem to be universal and independent of heat
treatment technology. It can be assumed that the agglomeration or decomposition of the reinforcing
particles depends on the choice of a heat treatment technology for a nanocomposite. It is important to
emphasize that the selected heat treatment technology is to be such that during the heat treatment no
phase transitions occur either in the material of the reinforcing particles or in the matrix material. It is
necessary to eliminate the appearance of phase transitions, since the new phase represents a field of
defects, in particular, the field of substitutional dislocations. For such processes, the gradient theory of a
defect-free medium is no longer valid. It is necessary to build models of defective environments that are
more complex. Therefore, this article does not consider the criteria for choosing a heat treatment tech-
nology. The question remains open that, along with the gradient generalization of the theory of compo-
sites, a nonlinear generalization is possible. Indeed, unlike ceramics, which retain physical linearity al-
most until destruction, metal composites exhibit plasticity over a large range of deformations. However,
generalization to physical nonlinearity, and even more so to plasticity, is complicated by the fact that
there is still no generally accepted theory for constructing a stress-strain curve even for homogeneous 
materials. 

 
© PNRPU

Keywords: 

gradient theory of elasticity, theory  
of nanocomposites, interfacial layer 
theory, nonclassical mechanical param-
eters of materials, material  
aging technologies. 

 

 
Введение 

 

Бурное развитие градиентных теорий [1–4], начав-
шееся в конце прошлого века [5-8], привело к осознанию 
того факта, что механика объектов с размерами от сотен 
микрон до десятков нанометров принципиально отлича-
ется как от классической механики, так и от квантовой 
[9; 10]. Новая механика – наномеханика – отличается от 
классической наличием multiscale-эффектов, а от кванто-
вой – детерминированной постановкой. Одним из пер-
вых достижений теории нанокомпозитов, построенной 
на наномеханике многофазных сред, является объясне-
ние аномального усиления эффективного модуля Юнга 
стержня, изготовленного из мелкодисперсного компо-
зита: при постоянной относительной объёмной доле ар-
мирующих частиц эффективный модуль растет при 
уменьшении абсолютного размера армирующих частиц 
[11]. Аналогичные multiscale-эффекты были установ-
лены [12; 13] и объяснены [14–16] для волокнистых 
нанокомпозитов и композитов, армированных нанотруб-
ками. Эти multiscale-эффекты послужили толчком к объ-
яснению эффекта старения сталей и сплавов. С другой 
стороны, толчком к этой идее послужила проблема агло-
мерации армирующих частиц на этапе хранения или из-
готовления нанокомпозита. Действительно, пока адгези-
онные взаимодействия в агломерации не превышают 
предела адгезионной прочности, агломерация ведет себя 
как большая частица с теми же свойствами, что и исход-
ные. Единственное различие – абсолютный размер. При 
хранении наночастиц используют различные ПАВы, 
снижающие адгезионные свойства наночастиц и 

препятствующие их агломерации. Для уже изготовлен-
ного нанокомпозита применяются, как правило, соответ-
ствующие режимы термообработки, приводящие к рас-
паду агломераций на мелкие части и последующей их 
диффузией. Если обратить во времени это явление, то по-
лученный процесс можно воспринимать как модель старе-
ния: изолированные наночастицы армирующей фазы диф-
фундируют и объединяются в агломерации, снижая тем 
самым эффективный модуль дисперсного нанокомпозита. 
Так как оба процесса – и распад, и агломерация – зависят 
от технологии термообработки, будем в дальнейшем оба 
процесса называть моделями старения.  

 
Материалы и методы 

 
Любая градиентная теория наиболее просто форму-

лируется в соответствии с принципом Лагранжа. Вариа-
ционный принцип Лагранжа сводится к требованию ста-
ционарности функционала Лагранжа L, который форму-
лируется как разность работы внешних сил A  и 
потенциальной энергии U. 

 
Вариационная постановка 
 

Лагранжиан градиентной теории упругости: 

 

, , , ,

,

,

1
( ) ,

2

V F
i i i i

V F

ijmn m n i j ijkmnl m nl i jk

V

L A U

A P R dV P R dF

U C R R C R R dV

 

 

 

 



 (1) 



Golovina N.Ya. / PNRPU Mechanics Bulletin 6 (2023) 50-56 

 52 

где V
iP  – внешние объёмные силы; F

iP  – поверхностные 

силы; iR  – вектор перемещений; ijmnC  – тензор четвертого 

ранга классических модулей упругости, ijkmnlC  – тензор ше-

стого ранга неклассических модулей упругости. 
Рассмотрим для простоты так называемую биплос-

кую 1D-постановку. Назовем биплоской такую поста-
новку, в которой искомый вектор перемещений имеет 
единственную (осевую) компоненту ( , , )i iR R x y z X , где 

iX  – орт направления, совпадающего с осью двухфаз-

ного композиционного стержня. Будем называть 1D-по-
становкой такую, в которой искомые функции зависят 
только от одной координаты (в данном случае – от коор-
динаты x ). Таким образом, биплоская 1D-постановка 
определяет искомый вектор перемещений следующим 
образом: 

 ( ) .i iR R x X  (2) 

Различные градиентные теории отличаются структу-
рой тензора модулей шестого ранга ijkmnlC . 

Биплоская 1D-постановка приводит любую гради-
ентную теорию к одному и тому же лагранжиану [17–20]. 
Действительно, дадим следующие определения: 
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 (3) 

Подставляя (2) в (1), с учетом определений (3), ла-
гранжиан градиентной теории упругости приобретает 
вид: 
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где 1 2,x x  – соответственно координаты левого и правого 

конца составного стержня, являющегося ячейкой перио-
дичности композитного стержня с постоянной площа-
дью поперечного сечения F ,   – растягивающая внеш-
няя поверхностная нагрузка на торцах. 

Вариационное уравнение, вытекающее из требова-
ния стационарности лагранжиана (4): 
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  (5) 

Уравнения равновесия для двухфазного композита: 

 2
I 0,R l R     (6a) 

 2
II 0.R l R     (6b) 

Здесь индекс I, II  нумерует первую и вторую фазу со-

ответственно. Этими индексами наделяются параметры 
фаз , ,E l x  – соответственно, модули Юнга, характерные 

длины когезионных взаимодействий в фазах и абсолютные 
объёмные доли фаз. Для определенности будем считать 
первую фазу армирующей, а вторую фазу – матрицей. 

Решение для обеих фаз. 
Первая фаза: 

 I 0 1 1 3 1 I( ) ( ) (( ) / ).R x A A x x A sh x x l       (7a) 

Вторая фаза: 

 II 0 1 2 3 2 II( ) ( ) (( ) / ).R x B B x x B sh x x l       (7b) 

Контактные и граничные условия. 
Граничные условия при 1x x : 
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I I I I
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 (8) 

Граничные условия при 2x x : 

 
2

II II 2 II II 2

2
II II II 2
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E R x l R x

E l R x

   


 
  (9) 

Контактные условия при cx x , где cx  – координата 

точки контакта фаз 1 2cx x x  : 
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 (10) 

Определим абсолютные доли фаз следующими соот-
ношениями: 

 I 1
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,

.
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c

x x x

x x x

 
  

  (11) 

Решение (6) с учетом граничных (8), (9) и контакт-
ных (10) условий: 
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 (12) 

Здесь дано определение характерной длины межфаз-
ного слоя fl , определяющей multiscale-эффект: 

 II I
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Нетрудно убедиться, что при стремлении некласси-
ческих параметров Il  и IIl  к нулю характерная длина 

межфазного слоя стремится к нулю 0fl  . 

Потенциальная энергия нанокомпозита по теореме 
Клапейрона: 

 

II 2 I 1

I II2

I II

σ[ ( ) ( )] / 2

( ) ( )
σ / 2.f f

U R x R x

x l x l

E E

  

  
  

 

  (14) 

Потенциальные энергии классического композита 
(при 0fl  ) и нанокомпозита: 

 I II

I II

/ /1
,

x l x l

E E E
    (15a) 

 I II

I II

( ) / ( ) /1
.f fx l l x l l

E E E

 
   (15b) 

Отметим принципиальную разницу соотношений 
(15a) и (15b).  

Эффективный модуль классического дисперсного 
композита не зависит от абсолютного размера частиц ар-
мирующей фазы. Действительно, если переписать (15a) 
через относительную объёмную долю  , получим клас-

сическую формулу осреднения по Рейссу, правая часть 
которой не зависит от абсолютного размера армирую-
щих частиц: 

I II

1 φ (1 φ)
.

E E E


   

Эффективный модуль нанокомпозита зависит от аб-
солютного размера частиц армирующей фазы. Действи-
тельно, если переписать (15b) через эффективную отно-

сительную объёмную долю *φ φ /fl l  , получим не-

классическую формулу осреднения по так называемой 
гипотезе эквивалентного континуума, в которой эффек-
тивная относительная объёмная доля является функцией 
абсолютного размера армирующих частиц Ix  через fl  

в соответствии с (13). 
 

Изменение модуля нанокомпозита как функции  
характерного размера армирующей фазы 

 
Отметим, что при распаде или при агломерации ар-

мирующей фазы её относительная объёмная доля φ не 
изменяется. Изменяется только размер ячейки периодич-
ности l, тогда в соответствии с (11): 

 I

II

φ ,

(1 φ) .

x l

x l


  

  (16) 

Из (16) видно, что абсолютные доли фаз I II,x x  и 

длина (объём) ячейки периодичности l пропорцио-
нальны друг другу. Поэтому для сохранения симметрии 

относительно фаз будем считать управляющим парамет-
ром не Ix , а l – длину ячейки периодичности.  

Приращение модуля Юнга нанокомпозита: 

 2

II I

1 1
( / ).fdE E d l l

E E

 
  

 
 (17) 

В соответствии с (13) вычислим ( / )fl l  как функцию l: 
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 (18) 

В соответствии с (18) вычислим 
( / )fd l l

dl
, а затем 

в соответствии с (17) производную 
dE

dl
: 

I II

2 I II
2 2

I II
I I II II

I II

(2φ / ) (2(1 φ) / )
1 1
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f
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El l

dl sh l l sh l l
E l E l

l l l l

 
     

 
  

(19) 

Теорема  1 .  При фиксированной объёмной доле рас-
пад армирующей фазы приводит к росту эффективного 
модуля Юнга нанокомпозита. 

Доказательство .  При фиксированной относитель-
ной объёмной доле армирующей фазы распад армирую-
щей фазы определяется тем, что размер ячейки перио-
дичности будет уменьшаться: 

0.dl   

Как следствие, из модели старения (19) можно выве-
сти, что эффективный модуль Юнга будет возрастать: 

0.dE   

Теорема 1 доказана. 
Теорема  2 .  При фиксированной объёмной доле аг-

ломерация армирующей фазы приводит к снижению эф-
фективного модуля Юнга нанокомпозита. 

Доказательство .  При фиксированной относитель-
ной объёмной доле армирующей фазы агломерация ар-
мирующей фазы определяется тем, что размер ячейки пе-
риодичности будет увеличиваться: 

0dl   

Как следствие, из модели старения можно вывести, 
что эффективный модуль Юнга при этом будет сни-
жаться: 

0dE  . 

Теорема 2 доказана. 
Таким образом, на основании (19) доказано, что для 

любой модели градиентной среды (т.е. для любой струк-
туры тензора модулей шестого ранга в соответствии 
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с (3)) эффективный модуль нанокомпозита является 
убывающей функцией абсолютного размера армирую-
щей фазы. При этом в соответствии с (15) и (16) эффек-
тивный модуль нанокомпозита асимптотически стре-
мится к эффективному модулю классической теории. 
В соответствии с (15), (16) и (18) эффективный модуль 
нанокомпозита является функцией пяти параметров: 
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Чтобы представить (20) в виде пучка «плоских» кри-
вых, необходимо задать три параметра или три связи 
между параметрами. Пусть модуль армирующей фазы в 
k раз больше модуля матрицы I IIE kE , а относительная 

объёмная доля армирующей фазыφ 0,5.  В качестве 

третьей связи выберем следующую: 

I II .l l  

Тогда (20) приобретёт вид: 
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Введем обозначения: 
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Тогда (21) приобретает вид: 

 *
2*

*

1
.

( ) 1
1

1

E
th l k
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  (22)  

Если модуль армирующей фазы гораздо больше мо-

дуля матрицы, то множитель 2( 1 1)k k   можно считать 

равным единице. На рисунке построена кривая 
* * *( )E E l  для этого случая. 

 

Рис. Красная кривая для k = 50, зеленая кривая для k = 20, 
синяя кривая для k = 10 

Fig. Red curve for k = 50, green curve for k = 20,  
blue curve for k = 10 

 
Заключение 

 
На основании теории мелкодисперсных нанокомпо-

зитов (14), (15b) получена зависимость производной эф-
фективного модуля Юнга от абсолютного размера арми-
рующих частиц (19). Рассмотрены два случая. Первый – 
распад армирующей фазы. В этом случае эффективный 
модуль нанокомпозита возрастает. Второй – агломера-
ция частиц армирующей фазы. В этом случае эффектив-
ный модуль нанокомпозита снижается. Эти закономер-
ности представляются универсальными. 

Однако следует обратить внимание, что остается от-
крытым вопрос о том, что наряду с градиентным обобще-
нием возможно нелинейное обобщение. Действительно, в 
отличие от керамик, сохраняющих физическую линейность 
практически до разрушения, металлокомпозиты проявляют 
пластичность на достаточно большом интервале деформа-
ций. Однако обобщение на физически нелинейный случай, 
а тем более – на пластичность, осложняется тем, что до 



Головина Н.Я. / Вестник ПНИПУ. Механика 6 (2023) 50–56 

 55 

настоящего времени не существует общепринятой теории 
построения кривой напряжение – деформация даже для од-
нородных материалов. Таким образом, моделирование 

свойств нанокомпозитов с упругопластической матрицей 
представляется следующим логическим шагом в развитии 
теории нанокомпозитов. 
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