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 Рассматривается расширение области применения разработанных авторами моделей,
алгоритмов, программного обеспечения и методик исследования оболочечных конструкций
на сферические оболочки (купола). Для данного вида конструкций предложен способ обхода
особенности в вершине купола за счет выбора модифицированных аппроксимирующих
функций. Математическая модель является геометрически нелинейной, учитывает попе-
речные сдвиги и представлена в виде функционала полной потенциальной энергии дефор-
мации. Для сведения вариационной задачи к решению системы алгебраических уравнений
применялся метод Ритца. Полученная система решается методом продолжения решения
по наилучшему параметру с адаптивным выбором сетки. Алгоритм реализован в среде ана-
литических вычислений Maple. Выполнен расчет стального купола при разных способах за-
крепления контура, получены значения критической нагрузки потери устойчивости и
нагрузки потери прочности. Построены график зависимости «нагрузка – прогиб» и поля про-
гибов в докритической и закритической стадиях. Поля показаны в локальной и глобальной
декартовой системах координат. Продемонстрирована сходимость метода Ритца по значе-
нию критической нагрузки. Выполнена верификация методики путем сравнения решения те-
стовой задачи с известным решением, полученным Э.И. Григолюком и Е.А. Лопаницыным.
Результаты сравнения позволяют судить о достоверности получаемых данных. Выявлено, 
что для рассматриваемого купола потеря прочности наступает значительно раньше потери
устойчивости, в связи с чем может быть рекомендовано для ее проектирования выбрать
марку стали с более высоким значением предела текучести. Шарнирно-неподвижное за-
крепление в данном случае дает более высокое значение предельно допустимой нагрузки. 
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 The paper considers new applications of the models, algorithms, software and methods de-
veloped by the authors to study shell structures of spherical shells (domes). For this type of struc-
tures, a method has been proposed to bypass the singularity at the top of the dome by choosing
modified approximating functions. The mathematical model is geometrically nonlinear; it takes into 
account transverse shears, and is presented as a functional of the total potential strain energy. To
reduce the variational problem to solving a system of algebraic equations, the Ritz method was
used. The resulting system is solved by the method of continuing the solution using the best pa-
rameter with an adaptive mesh selection. The algorithm is implemented in the Maple analytical
computing environment. A steel dome was estimated using different methods of border fixing, the
values of the critical buckling load and the limit stress load were obtained. A graph of the load –
deflection relationship and the deflection fields in the subcritical and supercritical stages were con-
structed. Fields are shown in the local and global Cartesian coordinate systems. The convergence
of the Ritz method in terms of the critical load value is demonstrated. The methodology was verified 
by comparing the solution to the test problem with the known solution obtained by E.I. Grigolyuk 
and E.A. Lopanitsyn. The comparison results demonstrate the reliability of the data obtained. It 
was revealed that for the dome under consideration, the loss of strength occurs much earlier than
the buckling, and therefore it can be recommended to select a steel grade with a higher yield
strength for its design. A simply support border condition in this case gives a higher value of the 
maximum permissible load. 
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Введение 

 
Оболочечные конструкции широко применяются в 

различных областях промышленности [1–5], в том числе 
и в строительстве для покрытия большепролетных со-
оружений. Наиболее часто используемый вид геометрии 
таких конструкций – сферическая оболочка (купол), ис-
следованию процесса деформирования которой посвя-
щено достаточно много работ [6–16]. 

Сферические оболочки применяются для решения 
различных прикладных задач [8; 12; 17–20] и исследу-
ются как при статических воздействиях [14, 21–23], так 
и при динамических [11; 13; 17; 24–28]. Например, про-
цесс деформирования оболочки при действии равно-
мерно-распределенной нагрузки исследуется в работах 
[12; 23; 26; 28; 29]. 

Оболочечные конструкции могут быть выполнены 
как из изотропных [27; 29–32], так и из ортотропных ма-
териалов [25; 30; 31].  

В работах [9–13; 29] рассматриваются оболочки при 
жестком закреплении контура, а в работах [10–14; 26; 31; 
32] – при шарнирно-неподвижном. Влияние несовер-
шенств конструкции на процесс ее деформирования ис-
следуется в работах [21; 24; 26]. Прочность анализиру-
ется в работах [7–9], а устойчивость – в работах [14; 21–
23; 27; 28; 33]. 

Математическая модель Кирхгофа – Лява использу-
ется в [9; 26; 30], а модель Тимошенко – Рейсснера – в ра-
ботах [10; 27; 30; 31; 33]. 

В работе [21] показана важность учета нелинейности 
процесса деформирования оболочек из текстильно 

усиленного бетона (TRC). Помимо геометрической и фи-
зической нелинейности, рассматривается учет несовер-
шенств и показано существенное снижение значения 
критической нагрузки при их наличии. 

Tornabene et al. [32] проведен анализ свободных ко-
лебаний однослойных и многослойных изотропных ком-
позитных сферических оболочек. Показано сравнение 
между классическим и усовершенствованным методами 
GDQ и точным трехмерным решением.  

В работе [15] рассмотрена математическая модель, 
позволяющая определять напряжённо-деформированное 
состояние сферической оболочки из титанового сплава 
ВТ1-0, внешняя нагрузка принята поперечной равно-
мерно распределённой, действующей на внешнюю по-
верхность, среда принята действующей на внутреннюю 
поверхность оболочки. Получены нелинейные разреша-
ющие уравнения расчёта сферической оболочки. Разра-
ботан алгоритм решения задачи наводороживания обо-
лочек из титанового сплава.  

Исследование нелинейного деформирования тонко-
стенных конструкций приводит к необходимости реше-
ния нелинейных систем уравнений. Основная сложность 
таких систем заключается в неустойчивости решения 
вблизи особых точек, соответствующих критическим 
нагрузкам, и возможности ветвления кривой равновес-
ных состояний, то есть появлении точек бифуркации. 
Существует группа численных методов, позволяющих 
получать все точки кривой равновесных состояний (в от-
личие, например, от метода Ньютона), – это методы, ос-
нованные на продолжении решения по параметру. К ним 
следует отнести и метод последовательных нагружений, 



Карпов В.В., Семенов А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 6 (2023) 57–67 

 59 

предложенный В. В. Петровым [34], и метод продолже-
ния решения по наилучшему параметру, детально опи-
санный В.И. Шалашилиным и Е.Б. Кузнецовым [35]. 

Данная группа методов позволяет находить верхние и 
нижние критические нагрузки потери устойчивости оболо-
чек, исследовать их закритическое поведение [36–40]. 

Целью данной работы является расширение области 
применения разработанных авторами моделей, алгорит-
мов, программного обеспечения и методик исследования 
оболочечных конструкций на сферические купола.  

 
1. Теория и методы 

 
1.1. Математическая модель деформирования 
сферической оболочки 

 
Будем рассматривать сферические оболочечные кон-

струкции толщиной h  и радиуса R  (рис. 1), шарнирно-
неподвижно или жестко закрепленные по контуру и 
находящиеся под действием внешней равномерно рас-
пределенной поперечной нагрузки .q  Нагрузка направ-

лена по нормали к срединной поверхности. 

V

y

M

x

WU R

 

Рис. 1. Сферическая оболочка 

Fig. 1. Spherical shell 

Для сферической оболочки с радиусом R  пара-
метры Ляме принимают вид , sinA R B R x  , главный 

радиус кривизны 1 2 const.R R R    Будем рассматри-

вать геометрически нелинейный вариант модели, учиты-
вающий поперечные сдвиги. Тогда геометрические соот-
ношения в срединной поверхности оболочки прини-
мают вид  
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где ,x y   – деформации удлинения вдоль координат x , 

y  срединной поверхности; , ,xy xz yz    – деформации 

сдвига в плоскостях , ,x y x z y z   ;  , ,U U x y

   , , ,V V x y W W x y   – неизвестные функции пере-

мещений;    , , ,x x y yx y x y     – неизвестные 

функции углов поворота нормали. Данные соотношения 
являются универсальными и могут использоваться для 
оболочек разного вида посредством указания нужных 
параметров Ламе и радиусов главных кривизн.  

Геометрические соотношения для слоя, отстоящего 
на расстояние z  от срединной поверхности, выражаются 
следующим образом: 

 1 2, ,z z
x x y yz z          122 .z

xy xy z       (2) 

Функции изменения кривизн 1 , 2  и кручения 12  

для принятой модели принимают вид: 
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Функционал Лагранжа полной потенциальной энер-
гии деформации оболочки, находящейся под действием 
механической нагрузки, является суммой работ внутрен-
них и внешних сил, и для модели Тимошенко – Рейсс-
нера принимает следующий вид: 
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В дальнейшем будем рассматривать только попереч-
ную компоненту нагрузки q , то есть 0.x yP P   

Несмотря на то, что все рассуждения для удобства 
интерпретации представлены в размерных параметрах, 
в разработанной расчетной программе все вычисления 
выполняются в безразмерных [41] 
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Это позволяет выровнять в системе уравнений поря-
док неизвестных переменных (что повышает устойчи-
вость вычислительного процесса) и получить данные 
сразу для большого числа подобных оболочечных кон-
струкций (рис. 2). 

 

Рис. 2. Подобные сферические оболочки 

Fig. 2. Similar spherical shells 

1.2. Алгоритм решения 
 
При исследовании напряженно-деформированного 

состояния оболочки решается вариационная задача 
нахождения минимума функционала. Для этого к функ-
ционалу (4) применяется метод Ритца, и для решения за-
дач в размерных параметрах представим искомые функ-
ции в виде  

 

   

1 1
1 1

2 2 3 3
1 1 1 1

, ,

, , , ,

N N
k l

kl
k l

N N N N
k l k l

kl kl
k l k l

U x y U X Y

V x y V X Y W x y W X Y

 

   



 



 
 

 

 

 

4 4
1 1

5 5
1 1

, ,

, ,

N N
k l

x xkl
k l

N N
k l

y ykl
k l

x y X Y

x y X Y

 

 

  

  




  (6) 

где , , , ,kl kl kl xkl y klU V W    – неизвестные числовые коэф-

фициенты, а 1 5– ,k kX X  1 5–l lY Y  – известные аппроксими-

рующие функции аргументов x  и y , удовлетворяющие 

заданным краевым условиям на контуре оболочки, N  – 
количество членов разложения. В соотношениях (6), 
чтобы предусмотреть все возможные сочетания выбран-

ных аппроксимирующих функций ,k lX Y , общее 

количество слагаемых должно соответствовать правилу 
2N n , где n  – целое положительное число. 

Расчет сферических куполов требует выбора специ-
альных аппроксимирующих функций вдоль оси x  (без-
размерная ось  ), поскольку необходимо избежать осо-

бенности в вершине купола. В связи с этим область кон-
струкции будем определять в пределах от a  до a , 
притом функции возьмем в виде 
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А вдоль окружной координаты аппроксимирующие 
функции для куполов должны удовлетворять условию 
периодичности, поэтому возьмем их в виде 
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Здесь функции вдоль окружной координаты зада-
ются не зависимостью от l , а берутся в виде ряда.  
И в безразмерном виде получим 
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В случае жесткого закрепления для сферических ку-
полов необходимо взять  

 1 2 3 4 5 sin ,
2

k k k k k x a
X X X X X k

a

       
 

 (10) 

1 2 3 4 5

1, cos 2 , sin 2 , cos 4 , sin 4 ,

l l l l lY Y Y Y Y

y y y y

b b b b

    

                   
       

 

1 2 3 4 5

1
sin ,

2
k k k k kX X X X X k

        
 

 

       
1 2 3 4 5

1, cos 2 , sin 2 , cos 4 , sin 4 .

l l l l lY Y Y Y Y    

     
 

Получаемая в итоге система нелинейных алгебраи-
ческих уравнений решается методом продолжения реше-
ния по наилучшему параметру (в качестве наилучшего 
параметра берется длина дуги кривой равновесных со-
стояний в пространстве неизвестных коэффициентов). 
Получаемые в процессе использования метода задачи 
Коши решаются методом Эйлера. 
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В качестве критерия потери устойчивости оболочек 
будем использовать критерий А.А. Ляпунова: нагрузка, 
при которой малому изменению нагрузки соответствует 
существенное изменение прогиба, считается критиче-
ской нагрузкой. Практически строится кривая «нагрузка 
q  – прогиб W » в какой-то характерной точке конструк-

ции, например, в центре оболочки. 
При использовании алгоритма, основанного на ме-

тоде Ритца и методе продолжения решения по наилуч-
шему параметру, экстремумы кривой в пространстве со-
стояний (соответствующие критическим нагрузкам) 
определяются из условия det( ) 0J  .  

Следует отметить, что при использовании метода 
продолжения решения по наилучшему параметру обход 
особых точек не требует смены параметра и происходит 
автоматически, данный процесс детально описан в [42]. 

Однако следует также отметить, что величину шага 
по длине дуги кривой равновесных состояний следует 
выбирать адаптивно. Чем больше разница между векто-
рами приращений числовых коэффициентов, тем менее 
устойчив вычислительный процесс и больше погреш-
ность решения. Поэтому на каждом шаге решения вы-
числяется угол между векторами приращений с про-
шлого и текущего шага, и если значение угла превышает 
заданный параметр точности 1a , то происходит возвра-

щение процесса на шаг назад и расчет нового вектора 
уже с уменьшающим его длину коэффициентом ka . 

Предлагается брать коэффициент 1 / 2ka  .  

Также здесь вводится и второе ограничение по углу, 
значение которого 2a  берется в два раза меньше, чем 

первое установленное ограничение ( 2 1 / 2a a   ). 

В том случае, если значение угла находится в диапазоне 
между этими двумя значениями 1a  и 2a , то выбран-

ный коэффициент при следующем шаге принимается 
1ka  . А если значение угла меньше 2a , то на следу-

ющем шаге 2ka  . 

Такой подход позволяет исследовать прочность и 
устойчивость оболочек, обходить особые точки кривой 
«нагрузка – прогиб», получать значения верхней и нижней 
критических нагрузок, находить точки бифуркации и ис-
следовать закритическое поведение конструкции [42]. 

 
2. Расчеты 

 
В данном параграфе приводятся результаты исследо-

вания прочности и устойчивости замкнутого сфериче-
ского купола, что показывает возможность применения 
разработанной математической модели, алгоритма и 
программного обеспечения для исследования конструк-
ций данного вида.  

Для расчета сферических куполов будем использо-
вать аппроксимирующие функции (9), (10). 

Для верификации предложенного подхода проведем 
сравнение результатов исследования устойчивости сфе-
рической оболочки (купола) с решением, полученным 
Э.И. Григолюком и Е.А. Лопаницыным [43]. В этой ра-
боте рассматривался сферический пологий купол, 
жестко закрепленный по контуру и находящийся под 
действием равномерного поперечного давления с пара-
метрами / 100R h  , углом разворота 19 0,3316a     

рад, материал оболочки – сталь с 52,1 10E    МПа, 

0,3.   Также авторами вводится параметр тонкостен-

ности оболочки 

 
1 1

2 24 2ˆ 12 1 6a Rh         . 

Э.И. Григолюком и Е.А. Лопаницыным для описания 
процесса деформирования купола используется уравне-
ние Маргерра в осесимметричной постановке (учитыва-
ется геометрическая нелинейность и поперечные сдвиги 
в радиальном направлении). Решение этих уравнений 
строится методом Релея – Ритца с аппроксимацией ради-
альных перемещений и прогиба купола суммами по 
функциям Бесселя. Решение системы нелинейных алгеб-
раических уравнений, получающееся методом Ре-
лея – Ритца, ищется методом продолжения решения по 
наилучшему параметру (длине дуги равновесных состо-
яний). Для оценки результатов вводится безразмерный 

параметр нагрузки  
1

* 2 2 223 1 2q qR Eh         и без-

размерный параметр прогиба *
0 /w W h . 

В работе [43] для данного примера получено значе-

ние критической нагрузки * 0,972crq  , потеря устойчи-

вости происходит хлопком. Глубина вмятины вблизи 

вершины купола *
0w  наибольшая, и плавно понижается к 

контуру купола. До потери устойчивости величина про-

гиба составляла *
0 0,49w  , после потери устойчивости 

он становится равным 10,55 (рис. 3). 
 

 

Рис. 3. Траектория нагружения в случае осесимметричного 
деформирования рассматриваемого купола [43] 

Fig. 3. Loading path in the case of axisymmetric deformation of 
the considered dome [43] 
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В нашем случае при аппроксимации всех неизвест-
ных функций вдоль окружной координаты рядом 

     1, cos 2 , sin 2 , cos 4 ,    где 
2

y
 


, были полу-

чены значения критической нагрузки, показанные в таб-
лице.  

Сравнение полученных значений  
критических нагрузок 

Comparison of the obtained values of buckling loads 

N  

Шарнирно-неподвижное за-
крепление 

Жесткое закрепление 

Проч-
ность 

Устойчивость 
Проч-
ность 

Устойчивость 

prq , 

МПа 
P  crq , 

МПа 

*
crq  prq , 

МПа 
P  crq , 

МПа 

*
crq  

*
crq  

[43] 
4 4.29 168.99 29.35 1.155 2.27 117.44 20.39 0.802 

0.972 9 4.48 125.62 21.82 0.858 3.39 107.67 18.70 0.735 
16 4.50 114.08 19.81 0.779 3.38 131.13 22.78 0.896 

 
Будем рассматривать сферический купол и при 

жестком закреплении, и при шарнирно-неподвижном. 
Для сравнения результатов, полученных автором, зна-
чения критических нагрузок также дублируются с пере-

водом в параметр *
crq . Для тестовой задачи разница 

в значениях составила около 7 %. Однако более низкое 
значение критической нагрузки лучше согласуется с ре-
зультатами экспериментов, также описанными в ра-

боте: согласно экспериментам, диапазон *
crq  составляет 

от 0,28 до 0,9. Кроме того, данное расхождение может 
быть объяснено использованием разных математиче-
ских моделей и выбранными параметрами точности 
численных методов. 

На рис. 4 показан график «нагрузка – прогиб» для 
рассматриваемого варианта купола при разных значе-
ниях N , совмещенный с графиком из работы [43]. Из ри-
сунка видно, что при 16N   кривые уже достаточно хо-
рошо согласуются. 

На рис. 5 показан исследуемый сферический купол в 
недеформированном состоянии в докритический момент 
и в закритический момент. Помимо фрагмента поля про-
гибов и его вида сбоку (в безразмерных параметрах), по-
казано изображение купола в глобальной декартовой си-
стеме координат (в размерных параметрах). 

Также для рассматриваемого купола была проведена 
оценка невыполнения условий прочности. Оценка про-
изводилась по критерию Мизеса: на рис. 6 показаны поля 
критерия и соответствующие им нагрузки при разных 
значениях N . Учитывая, что для данной конструкции 
начало невыполнения условий прочности произойдет до 
потери устойчивости, может быть рекомендовано для ее 
проектирования выбрать марку стали с более высоким 
значением предела текучести. 

 

 

Рис. 4. График «нагрузка – прогиб» для рассматриваемого 
купола 

Fig. 4. Graph load – deflection for the considered dome 

Заключение 
 
Сравнение результатов расчета тестовой задачи с из-

вестным результатом Э.И. Григолюка и Е.А. Лопани-
цына позволяет судить о достоверности полученных дан-
ных. Математическая модель, алгоритм расчета и мето-
дика исследования сферических оболочек на прочность 
и устойчивость могут быть использованы в организа-
циях, занимающихся проектированием большепролет-
ных строительных сооружений, в научных исследова-
ниях и учебном процессе. 

Выявлено, что для рассматриваемой конструкции 
потеря прочности наступает значительно раньше потери 
устойчивости, в связи с чем может быть рекомендовано 
для ее проектирования выбрать марку стали с более вы-
соким значением предела текучести. Шарнирно-непо-
движное закрепление в данном случае дает более высо-
кое значение предельно допустимой нагрузки. 
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Рис. 5. Сферическая оболочка в недеформированном (a), докритическом (при нагрузке 0,896 МПа) (b)  
и в закритическом состояниях (при нагрузке 0,896 МПа) (с) 

Fig. 5. Spherical shell in undeformed (a), subcritical (at a load of 0.896 MPa) (b) and in supercritical states (at a load of 0.896 MPa) (c) 
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Рис. 6. Поле критерия Мизеса при разных значениях N  при достижении предельно допустимой нагрузки 

Fig. 6. Von Mises criterion at different values of N  when the maximum allowable load is reached 
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