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 Технология автофретирования предназначена для упрочнения полых деталей цилин-
дрической и сферической формы и обычно состоит из одного цикла нагрузки-разгрузки. На 
первой стадии заготовка нагружается с тем расчетом, чтобы некоторая ее часть перешла в
пластическое состояние. В ходе разгрузки в окрестности внутренней поверхности заготовки
формируется поле остаточных сжимающих напряжений. Настоящая работа посвящена тео-
ретическому исследованию процесса ротационного автофретирования полой цилиндриче-
ской заготовки с закрепленными торцами. Постановка задачи основана на теории малых
упругопластических деформаций, условии пластичности Треска и ассоциированном с ним
законе течения. Предполагается, что на стадии нагрузки материал цилиндра следует ли-
нейно-экспоненциальному закону изотропного упрочнения, а при разгрузке ведет себя как
чисто упругое тело. Исследуется эффект снижения модуля Юнга при разгрузке в результате
предварительного пластического деформирования и его влияние на остаточные напряже-
ния, вызванные ротационным автофретированием цилиндра. Для количественного описа-
ния падения модуля Юнга используется экспоненциальная модель с насыщением. Для ста-
дии нагрузки получено точное аналитическое решение на основе W-функции Ламберта. 
Расчет остаточных напряжений в цилиндре осуществляется с помощью метода Рунге –
Кутты. В качестве примера рассмотрены материалы, у которых достаточно ярко выражено
падение модуля Юнга: алюминиевый сплав AA6022, сталь DP980 и марганцевая сталь. 
Установлено, что учет переменного модуля Юнга может приводить к существенному сниже-
нию расчетного уровня остаточных напряжений. Данный эффект особенно важен для рас-
чета толстостенных цилиндров и достаточно высоких скоростей автофретирования. 
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 Autofrettage processes are designed to strengthen hollow cylindrical and spherical parts and 
usually consist of one load-unload cycle. At the first stage, the workpiece is loaded to cause either 
partial or complete plastic deformations. During unloading, residual compressive stresses are
formed in the vicinity of the inner surface of a part. The present work is devoted to a theoretical 
study of the process of rotational autofrettage of a hollow cylinder with fixed ends. The formulation 
of the problem is based on the theory of infinitesimal elastoplastic deformations, the Tresca plas-
ticity condition and the flow rule associated with it. It is assumed that at the loading stage the
cylinder material follows the linear-exponential law of isotropic hardening, and when unloaded it
behaves as purely elastic body. The effect of a decrease in Young's modulus during unloading as 
a result of preliminary plastic deformation and its influence on residual stresses caused by rota-
tional autofrettage of the cylinder are studied. To quantitatively describe the variation in Young's 
modulus, an exponential model with saturation is used. For the load stage, an exact analytical
solution is obtained based on the Lambert W-function. Calculation of residual stresses in the cyl-
inder is performed using the Runge-Kutta method. As an example, materials with significant de-
crease in Young's modulus are considered, namely aluminum alloy AA6022, steel DP980 and
manganese steel. It has been established that taking into account the variable Young's modulus
can lead to a significant reduction in the calculated level of residual stresses. This effect is espe-
cially important for the calculation of thick-walled cylinders and fairly high autofrettage velocities. 
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Введение 

 
Автофретирование широко используется для упроч-

нения полых цилиндрических и сферических заготовок. 
Разработано несколько разновидностей автофретирова-
ния: гидравлическое [1], температурное [2], взрывное 
[3], автофретирование протяжкой [4], а также некоторые 
комбинации перечисленных методов [5; 6]. Первым по-
явилось гидравлическое автофретирование [1], которое 
изначально использовалось для повышения прочности 
стволов артиллерийских орудий. Суть этого метода за-
ключается в нагружении заготовки внутренним давле-
нием, превосходящим предел упругости. В результате 
некоторая внутренняя область заготовки переходит 
в пластическое состояние. После снятия давления во 
внутренних слоях формируется поле сжимающих оста-
точных напряжений, которое оказывает благоприятное 
влияние на эксплуатационные характеристики детали: 
возрастает предельное рабочее давление, повышаются 
трещиностойкость, сопротивление коррозии и усталост-
ная прочность. Далее не будем останавливаться на каж-
дом из методов автофретирования, подробный анализ ос-
новных результатов в этой области опубликован в недав-
нем обзоре [7], также следует указать монографию [8]. 

Настоящая работа посвящена теоретическому иссле-
дованию ротационного автофретирования. Эта техноло-
гия была предложена относительно недавно [9] и вклю-
чает в себя две последовательных стадии. На стадии 
нагрузки цилиндрическая заготовка вращается вокруг 
собственной оси с заданной максимальной угловой 

скоростью, а на стадии разгрузки скорость вращения 
медленно снижается до нуля. Максимальная угловая ско-
рость выбирается с тем расчетом, чтобы в ходе нагрузки 
цилиндр частично или полностью перешел в пластиче-
ское состояние. В ходе разгрузки во внутренних слоях 
заготовки формируется поле остаточных сжимающих 
напряжений. Работы [9; 10] посвящены теоретическому 
анализу упрочнения полого цилиндра с закрепленными 
торцами с помощью ротационного автофретирования. 
Авторами [9; 10] установлено, что применение исследу-
емого процесса действительно приводит к формирова-
нию сжимающих остаточных напряжений вблизи внут-
ренней поверхности цилиндра. Кроме того, полученные 
результаты показали определенные преимущества рота-
ционного автофретирования по сравнению с традицион-
ным гидравлическим методом, а именно более равномер-
ное распределение остаточных напряжений в цилиндре. 
Анализ технической применимости метода показал, что 
необходимые скорости вращения достижимы на прак-
тике. Положительный эффект ротационного автофрети-
рования также теоретически установлен для полого ци-
линдра со свободными торцами [11; 12] и полого диска 
[13–15]. Свободное высокоскоростное вращение диска 
достаточно сложно реализовать на практике, в связи с 
чем авторами [16] предложена альтернативная методика 
ротационного автофретирования диска. В этой методике 
диск предварительно устанавливается с натягом на ци-
линдрический вал, к которому и передается крутящий 
момент от двигателя. Далее процесс автофретирования 
выполняется так, как было описано выше, а после 
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остановки диск снимается с вала. В работе [16] опреде-
лены безопасные параметры процесса (величина натяга 
и скорость вращения), при которых сохраняется контакт 
между диском и валом. Расчеты [16] показали, что пред-
ложенная схема процесса также приводит к упрочнению 
внутренней поверхности диска. Более того, скорость вра-
щения, необходимая для достижения заданного уровня 
остаточных напряжений, ниже по сравнению с классиче-
ской схемой ротационного автофретирования. 

Для теоретического анализа процесса автофретиро-
вания использовались предположения о плоской дефор-
мации [9; 10], обобщенной плоской деформации [11; 12] 
и плоском напряженном состоянии [13–16] в заготовке. 
В реальности цилиндрическая заготовка, разумеется, 
всегда имеет ненулевую и конечную длину, а напряжен-
ное состояние в ней зависит не только от радиальной, но 
и от осевой координаты. В работе [17] исследовалось ро-
тационное автофретирование цилиндра конечной длины. 
С помощью конечно-элементных и аналитических рас-
четов установлены границы применимости гипотез 
о плоском напряженном состоянии и обобщенной плос-
кой деформации. Также интересно отметить, что авто-
фретирование длинного цилиндра со свободными тор-
цами приводит к формированию остаточных осевых 
напряжений положительного знака. Данный эффект 
негативно влияет на долговременную прочность и может 
быть преодолен закреплением торцов цилиндра [17].  

В исследовании процессов автофретирования важней-
шей задачей является вычисление остаточных напряже-
ний в заготовке. Для решения этой задачи используемая 
математическая модель должна адекватно отражать меха-
нические свойства материала. Известные теоретические 
результаты в области ротационного автофретирования по-
лучены в рамках теории малых упругопластических де-
формаций (уравнения Прандтля – Рейса). В работах 
[11; 16] использовалось условие Треска, а материал ци-
линдрической заготовки принимался идеальным. Также 
разными авторами анализировалось влияние условия те-
кучести [12; 17], линейного упрочнения [10], нелинейного 
упрочнения [12–14], повторного пластического течения и 
эффекта Баушингера [9; 10; 15] на распределение остаточ-
ных напряжений после ротационного автофретирования. 
В недавней работе [18] предложена нелинейная модель 
материала, в которой параметры изотропного упрочнения 
и эффекта Баушингера (предел текучести при разгрузке) 
полагаются зависимыми от накопленной пластической де-
формации. Данная модель использовалась для расчета ро-
тационного автофретирования цилиндрических загото-
вок, изготовленных из высокопрочных сталей. Установ-
лено [18], что учет зависимости эффекта Баушингера от 
накопленной на стадии нагрузки пластической деформа-
ции оказывает существенное влияние на распределение 
остаточных напряжений в заготовке.  

Результаты экспериментов показали [19–24], что 
у многих конструкционных материалов модуль Юнга 
снижается с увеличением предварительно накопленной 
пластической деформации. Этот эффект проявляется 
даже при малых деформациях, и уменьшение модуля 

Юнга может превышать 25 % [24]. Интересно отметить, 
что у коэффициента Пуассона подобной взаимосвязи 
с пластической деформацией не обнаружено [20]. Мик-
роструктурные исследования показали, что основным 
механизмом снижения модуля упругости является дви-
жение дислокаций, сопровождающееся их накоплением 
вблизи границы зерна [23]. В мультифазных сплавах 
важную роль также играют аустенитно-мартенситные 
превращения [25]. Для вычисления модуля Юнга в зави-
симости от пластической деформации предложен ряд 
моделей: линейная [25], квадратичная [23] и основанная 
на гиперболическом тангенсе [26]. Однако наибольшее 
распространение приобрела экспоненциальная модель 
[22], согласно которой модуль Юнга с увеличением пла-
стической деформации асимптотически стремится к не-
которому предельному значению, что согласуется с экс-
периментальными данными для многих материалов. 
Установлено, что учет снижения модуля Юнга позволяет 
повысить точность расчета упругого последействия 
и итоговой геометрии детали в процессах формования 
[19; 23–25; 27–33]. Данный эффект также рассматри-
вался в работах [26; 33; 34], посвященных автофретиро-
ванию, и важно отметить, что использование постоян-
ного модуля Юнга приводит к завышению остаточных 
напряжений и снижает точность расчетов гидравличе-
ского автофретирования [33].  

Настоящая работа посвящена теоретическому иссле-
дованию ротационного автофретирования полого цилин-
дра с учетом экспоненциальной зависимости [22] модуля 
Юнга от накопленной пластической деформации. Ранее 
эффект снижения модуля Юнга в расчетах ротационного 
автофретирования не рассматривался.  

 
1. Постановка задачи 

 
Рассматривается полый цилиндр бесконечной длины, 

внутренний и внешний радиусы которого равны соответ-
ственно ,in outr r . Цилиндр вращается вокруг собственной 

оси с угловой скоростью  , которая медленно меняется 
с течением времени, вследствие чего угловым ускорением 
можно пренебречь. Предполагается, что в ходе всего про-
цесса цилиндр находится в состоянии плоской деформации 
и сохраняет осевую симметрию. Исходя из озвученных 
выше допущений, единственным ненулевым перемеще-
нием в цилиндре является радиальное перемещение ru . 

Введем цилиндрическую систему координат  , ,r z , 

а также следующие безразмерные величины: 
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где   – плотность, 0E  – начальный модуль Юнга (мо-

дуль Юнга при нагрузке), uE  – модуль Юнга при раз-

грузке, 0 , y   – начальный/актуальный предел текуче-

сти при одноосном растяжении-сжатии, , , pe
ij ij ij    – пол-

ные, упругие и пластические деформации 
соответственно, ij  – напряжения,  , ,H    – пара-

метры, характеризующие изотропное упрочнение,  
,E   – параметры, характеризующие изменение модуля 

Юнга. Далее все формулы записаны с использованием 
безразмерных переменных (1.1), а знак подчеркивания 
для краткости опущен. Параметр нагружения   для 
удобства называется скоростью вращения. 

Единственное уравнение равновесия в цилиндре 
имеет вид 

 .rrrr  
   

 
 (1.2) 

Боковые поверхности цилиндра     и 1   сво-

бодны от нагрузок, следовательно, граничные условия 
задачи имеют вид: 

    0, 1 0.rr rr      (1.3) 

Предполагается, что максимальная скорость враще-
ния не слишком высока, и геометрически-линейная тео-
рия справедлива с достаточной степенью точности. То-
гда кинематические соотношения имеют вид: 

 ;  ; 0.rr zz

u u



  


 

 
 (1.4) 

1.1. Нагрузка 
 
На первой стадии автофретирования скорость вра-

щения цилиндра   возрастает от нуля до некоторого 
выбранного максимального значения max . В начале 

процесса цилиндр деформируется чисто упруго, затем 
при  p   на внутренней поверхности цилиндра воз-

никает область пластического течения, которая при  

fp   распространяется на весь цилиндр. Далее пред-

полагается, что maxp fp    . Максимальная ско-

рость вращения max  является основным технологиче-

ским параметром процесса и далее называется скоро-
стью автофретирования.  

Полные деформации представляют собой сумму 
упругих и пластических деформаций  

 .;  ; e ep p p
rr rr rr zz zz zz

e
                (1.5) 

Напряжения и упругие деформации связаны законом 
Гука: 
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   
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   

        
   

 (1.6) 

здесь   – коэффициент Пуассона.  

В качестве условия пластичности используется усло-
вие Треска 

   ,max , ,z zrr rrz z y          (1.7) 

в котором предел текучести y  определяется законом 

упрочнения Восе [35] 

    ,1 1 1 q
p
e

y e
 

       (1.8) 

где   – максимальное значение предела текучести,   

– параметр, характеризующий скорость увеличения пре-
дела текучести с ростом эквивалентной пластической де-

формации, p
eq  – эквивалентная пластическая деформа-

ция. Закон Восе (1.8) подходит для широкого класса ма-
териалов, проявляющих ограниченное упрочнение [36]. 
Малые значения параметра   (порядка единицы, без 

учета множителя 0 0E ) примерно соответствуют ли-

нейно-упрочняемому материалу, а большие (свыше 300) – 
идеальному упругопластическому материалу [37].  

Для некоторых материалов лучше подходит более 
общий, линейно-экспоненциальный закон упрочнения: 

    ,1 1 1
p
eq

eq
p

y H e
 

         (1.9) 

где H  – параметр, отвечающий за линейную составляю-
щую упрочнения. При 0H   и 1   закон (1.9) пере-

ходит в закон Восе (1.8) и линейный закон упрочнения 
соответственно.  

Пластическая составляющая деформации вычисля-
ется в соответствии с ассоциированным законом пласти-
ческого течения: 

 ,p
ij

ij

d f
d d

d
  


 (1.10) 

где p
ijd  – приращения пластических деформаций, d  – 

положительный множитель, f  – потенциал, соответ-

ствующий условию (1.7). 
Приращение эквивалентной пластической деформа-

ции q
p
ed  определяется из закона 

 .p p p
eq rr z z

p
y rr zzd d d d             (1.11) 

1.2. Разгрузка 
 
На стадии разгрузки скорость вращения   снижа-

ется вплоть до полной остановки цилиндра. В настоящей 
работе предполагается, что разгрузка является чисто 

упругой, а пластические деформации ˆ p
ij , накопленные 

при нагрузке, в дальнейшем не меняются. Разделение 
полных деформаций примет вид: 
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;

; ; .

ˆ ˆ ˆ;  ; 
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 (1.12) 
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Упругая разгрузка следует закону Гука 

 

     

     

     

1 ,
1 1 2

1 ,
1 1 2

1 ,
1 1 2

rr zz

rr

z

z

e e eu
rr

e e e

r

u

u

z

e
r z

e
z

e
z

E

E

E



 



        
   

        
   
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 (1.13) 

здесь uE  – модуль Юнга, связанный с накопленной пла-

стической деформацией законом [22] 

     ˆ
1 1 1 ,ˆ

p
eqp

eu q EE e



     (1.14) 

где E  – предельное значение модуля Юнга при пласти-

ческой деформации, стремящейся к бесконечности,   – 

параметр материала, характеризующий скорость умень-
шения модуля Юнга с ростом пластической деформации, 

ˆ p
eq  – эквивалентная пластическая деформация, накоп-

ленная на стадии  нагрузки   maxˆ p p
eq eq   . Для срав-

нения полученных результатов также используется клас-

сическая модель с постоянным модулем Юнга  1uE  .  

Закон упругой разгрузки (1.13), (1.14) описывает не-
однородный линейно-упругий материал, в котором мо-
дуль Юнга uE  является функцией радиальной коорди-

наты  . Следует отметить, что у многих материалов уча-

сток упругой разгрузки на кривой деформирования 
несколько отклоняется от линейного закона [31]. Таким 
образом, закон (1.13), (1.14) является линейной аппрок-
симацией реального поведения материала, а модуль 
Юнга uE  также называют хордовым модулем [31]. В по-

следние годы предложен ряд моделей для описания не-
линейно-упругого поведения материала при разгрузке 
[38–40]. Однако результаты расчетов показали, что ли-
нейная модель не дает существенной ошибки по сравне-
нию с нелинейными моделями и с учетом своей про-
стоты и эффективности хорошо подходит для практиче-
ского применения [39; 40]. 

 
2. Построение решения 

 
2.1. Нагрузка 

 
Предполагается, что напряженное состояние в пла-

стической области всегда удовлетворяет неравенству  

.zz rr      

В соответствии с предыдущим неравенством, усло-
вие пластичности (1.7) запишется в следующей форме 

 .rr y     (2.1) 

В диапазоне скоростей ,p fp      цилиндр со-

стоит из внутренней пластической и внешней упругой 

областей. Далее верхние индексы el  и pl  над симво-

лами перемещений и напряжений обозначают упругую и 
пластическую область соответственно. Для координаты 

упругопластической границы используется символ ep . 

В начале рассмотрим область упругого деформиро-
вания. Упругое решение для вращающегося цилиндра с 
закрепленными торцами имеет вид: 
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 (2.2) 

где 1 2,d d  – константы интегрирования в упругой области. 

Скорость вращения, соответствующая началу пла-
стического течения, является функцией коэффициента 
Пуассона   и геометрического параметра   [41]: 

 
  2

4 1
.

3 2 1 2p
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 


   
 

Константы интегрирования 1 2,d d  определяются из 

решения системы уравнений: 
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Смысл первого из вышеприведенных условий за-
ключается в том, что на упругопластической границе 
должно выполняться условие пластичности (2.1). Второе 
условие представляет собой граничное условие на внеш-
ней поверхности. Решение системы имеет вид: 
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 (2.3) 

Перейдем к пластической области. Из ассоциирован-
ного закона пластического течения (1.10) и условия пла-
стичности (2.1) следует  

 , 0.p p p p
eq rr zz      (2.4) 

Тогда с учетом зависимостей (1.4), (1.5) и (2.4) напря-
жения в пластической области цилиндра примут вид: 

      

      

 

1
1 1 2 ,

1 1 2

1
1 1 2 ,

1 1 2

.

r
p
eq

pl pl
pl
r

pl pl
pl

pl pl pl
zz r

q

r

p
e

u u

u u




 
                

 
            



    

    

 



Prokudin A.N. / PNRPU Mechanics Bulletin 6 (2023) 91-103 

 96 

С учетом предыдущих соотношений уравнение рав-
новесия (1.2) запишется следующим образом: 
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Решая полученное уравнение, найдем: 
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где 21,c c  – константы интегрирования в пластической 

области. 
Константы интегрирования 1c  и 2c  вычисляются 

с помощью системы: 
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в которой первое уравнение является граничным усло-
вием на внутренней поверхности цилиндра, а второе под-
разумевает равенство нулю пластической деформации 
на упругопластической границе. Решение этой системы 
имеет вид: 
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 (2.6) 

Координата упругопластической границы определя-
ется из условия 

    ,pl el
ep epu u    

которое после преобразований с учетом (2.2)–(2.6) при-
мет вид: 
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Уравнение (2.7) нелинейно относительно ep , и его 

решение для выбранных значений параметров задачи 

и скорости вращения производится методом Ньютона. 
Полному переходу цилиндра в состояние пластичности 

соответствует условие 1ep  , с учетом которого урав-

нение (2.7) запишется следующим образом: 
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Уравнение (2.8) также решается с помощью метода 
Ньютона.  

Последним шагом решения для пластической обла-
сти является определение функции, эквивалентной пла-

стической деформации  p
eq  . Рассмотрим линейно-

экспоненциальный закон упрочнения (1.9). Из (1.9), 
(2.1), (2.5), (2.6) следует трансцендентное уравнение: 
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 (2.9) 

Решение уравнения (2.9) можно представить в 
форме: 
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В (2.10)  W x  – главная ветвь функции Ламберта 

[42].  W x  широко используется во многих областях чи-

стой и прикладной математики [43], в особенности при ре-
шении дифференциальных уравнений, содержащих экс-

поненту или логарифм. Функция  W x  не может быть 

выражена в элементарных функциях, тем не менее она ре-
ализована в современных системах компьютерной ал-
гебры (Wolfram Mathematica, Maple, Mathcad, SageMath). 
Заметим, что при 0H   решение (2.10) соответствует за-

кону Восе, при 1   – линейно-упрочняемому матери-

алу, а одновременное выполнение этих условий соответ-
ствует идеальному упругопластическому материалу.  

 
2.2. Разгрузка 

 
На стадии разгрузки основной интерес представляет 

распределение остаточных перемещений и напряжений 
в цилиндре, поэтому далее предполагаем, что 0   
(полная остановка цилиндра). 

Разделение деформаций (1.12) с учетом (1.10) и (2.1) 
примет вид: 

.ˆ ˆ;  p p
rr rr eq eq

e e
          

Из (1.13) с помощью предыдущих соотношений 
найдем остаточные напряжения  
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 

1 1 2

ˆ1 1 2 ,

1 1 2

ˆ1 1 2 ,

.

res u
rr

res res

res u

res res

res res res
zz r

p
eq

r

p
eq

E

u u

E

u u





  
   

 
           

  
   

 
           

     

 (2.11) 

Уравнение равновесия (1.2) с учетом (2.11) для со-
стояния покоя 0   запишется следующим образом 

 
 

2

1 2 32

1
1

1 2 1
2 3

ˆ1 2
ˆ ,

1

, ,

, 2 .
1

e
res res

r

u

p
qes

u

p
eq

u u
k k u k

E
M k M

E

k M k M



  

   
           


   


     

 

 (2.12) 

В (2.12) штрих означает производную по радиальной 
координате. Модуль Юнга uE  вычисляется в соответ-

ствии с законом (1.14), где накопленная пластическая де-

формация ˆ p
eq  в свою очередь определяется соотношени-

ями (2.6), (2.9) и (2.10). Выражение для модуля Юнга как 
функции радиальной координаты получается достаточно 
громоздким и далее не приводится. Уравнение (2.12) ре-
шается численно с помощью неявного метода Рунге – 
Кутты. В частном случае 1uE   аналитическое решение 

уравнения (2.12) не вызывает трудностей. 
 

3. Результаты расчетов 
 
Настоящая работа посвящена эффекту снижения мо-

дуля Юнга в результате предварительного пластиче-
ского деформирования и оценке влияния этого эффекта 
на распределение остаточных напряжений в цилиндре 
после процедуры ротационного автофретирования. В со-
ответствии с законом (1.14) величина снижения модуля 
Юнга зависит от механических параметров материала 
E  и  , а также от накопленной пластической деформа-

ции ˆ p
eq . В свою очередь, пластические деформации в ци-

линдре увеличиваются с ростом скорости вращения 

max , а также с уменьшением геометрического пара-

метра  . В силу вышесказанного далее рассматриваются 
материалы с достаточно выраженным эффектом сниже-
ния модуля Юнга: алюминиевый сплав AA6022, сталь 
DP980 и марганцевая сталь. Механические параметры 
материалов приведены в таблице (для всех материалов 
коэффициент Пуассона 0,3).   

Вначале рассмотрим цилиндр, изготовленный из 
марганцевой стали. Падение модуля Юнга у этого 

материала может превышать 30 %, что является наиболь-
шим значением среди исследуемых материалов. С дру-
гой стороны, параметр   на порядок меньше по сравне-

нию с AA6022 и DP980. 

Механические параметры материалов 

Mechanical parameters of materials 

Параметр 
Cплав AA6022 

[44] 
Сталь  

DP980 [45] 
Марганцевая 
сталь [46] 

0  (МПа) 136 541 490,68 

H  (МПа) 0 53460 0 

H  0 0,261 0 

  (МПа) 352 707,5 1395,42 

  2,592 1,308 2,844 
  9,8 1834 2,65 

  0,019 4,84 0,006 

0E (ГПа) 70 205 232 

E (ГПа) 61 160 148 

E  0,871 0,78 0,638 

  120 150 13,76 

  0,233 0,396 0,029 
 

В силу этого эффект снижения модуля Юнга у мар-
ганцевой стали проявляется только при достаточно боль-
шой предварительной пластической деформации (более 
5 %). Ротационное автофретирование не приводит к ин-
тенсивному пластическому деформированию, поэтому 
можно предположить, что снижение модуля Юнга будет 
незначительным и не будет существенно влиять на 
напряженное состояние в цилиндре из марганцевой 
стали. Это предположение подтверждается расчетами. 

При max fp   графики остаточных напряжений для пе-

ременного и постоянного модуля Юнга практически сли-
ваются и в статье не приведены. Снижение тангенциаль-
ного остаточного напряжения на внутренней поверхно-

сти  res
   для 0,3; 0,5; 0,8   равняется 4; 1,5 и 0,3 % 

соответственно. Отметим также, что поведение цилин-
дра в ходе нагрузки близко к идеально-пластическому 
несмотря на то, что максимальный предел текучести   

марганцевой стали почти в три раза превосходит началь-
ный 0 . В силу малого значения параметра   эффект 

изотропного упрочнения также проявляется только для 
достаточно больших пластических деформаций. 

Рассмотрим теперь материалы AA6022 и DP980. 
Важной характеристикой цилиндра является скорость 
вращения fp , соответствующая его полному переходу 

в пластическое состояние. Зависимости fp  от геомет-

рического параметра   для рассматриваемых материа-
лов изображены на рис. 1. Видим, что цилиндр из мате-
риала DP980 способен выдерживать намного более вы-
сокие скорости вращения, что объясняется более 
выраженным изотропным упрочнением этого материала. 
Отсюда также можно сделать вывод, что цилиндр из 
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DP980 имеет более широкий диапазон возможных ско-
ростей автофретирования max . Решение, полученное 

для стадии нагрузки, проиллюстрируем с помощью 
рис. 2 и 3, на которых представлены графики напряже-
ний и пластических деформаций в цилиндре при 0,5   

и max fp   . Предельная скорость вращения для 

AA6022 и DP980 составляет соответственно 1,884fp   

и 2,341.fp   Видим, что вследствие упрочнения вели-

чина напряжений в цилиндре из материала DP980 значи-
тельно выше, а пластических деформаций, наоборот, 
ниже, несмотря на более высокую предельную скорость 
вращения fp . Распределение остаточных напряжений  

в цилиндре после его предварительного вращения со 
скоростью max fp    представлено на рис. 4. После  

процесса автофретирования вблизи внутренней поверх-
ности цилиндра формируется поле сжимающих танген-
циальных напряжений, которое распространяется 

примерно на половину толщины цилиндра. Здесь также 
следует отметить, что величина остаточных напряжений 
для стали DP980 ниже по сравнению со сплавом AA6022. 

 

Рис. 1. Предельная скорость вращения цилиндра fp  

Fig. 1. Plastic limit angular velocity fp  

 

 

а      b 

Рис. 2. Распределение напряжений в цилиндре из (a) AA6022, (b) DP980 для 0,5   и скорости вращения fp    

Fig. 2. Distributions of stresses in the cylinder made of (a) AA6022, (b) DP980 for 0.5   and angular velocity fp    

 

 

a      b 

Рис. 3. Распределение пластических деформаций в цилиндре из (a) AA6022, (b) DP980 для 0.5    

и скорости вращения fp    

Fig. 3. Distributions of plastic strains in the cylinder made of (a) AA6022, (b) DP980 for 0.5   and  

angular velocity fp    
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а      b 

Рис. 4. Распределение остаточных напряжений в цилиндре из (a) AA6022, (b) DP980 для 0,5    

и скорости автофретирования max fp    

Fig. 4. Distributions of residual stresses in the cylinder made of (a) AA6022, (b) DP980 for 0.5    

and autofrettage angular velocity fp    

 

а      b 

Рис. 5. Тангенциальное остаточное напряжение в цилиндре из (a) AA6022, (b) DP980 для 0,5    

и скорости автофретирования max fp    

Fig. 5. Distributions of tangential residual stresses in the cylinder made of (a) AA6022, (b) DP980  

for 0.5   and autofrettage angular velocity max fp    

Большой интерес представляет сравнение результа-
тов для закона (1.14) и классической модели постоянного 
модуля Юнга 1uE  . Для сравнения используется тан-

генциальное остаточное напряжение, поскольку именно 
оно является наибольшим по абсолютной величине 
(см. рис. 4). На рис. 5 представлены графики остаточного 
тангенциального напряжения в цилиндре; сплошные ли-
нии соответствуют закону (1.14), а пунктирные – посто-
янному модулю Юнга. Видим, что эффект снижения мо-
дуля Юнга в результате пластической деформации суще-
ственно проявляется только вблизи внутренней 
поверхности цилиндра и приводит к снижению остаточ-
ных напряжений. Результаты расчетов обобщены на 
рис. 6, где представлены зависимости снижения танген-
циального остаточного напряжения на внутренней по-
верхности цилиндра     от геометрического пара-

метра   после предварительного вращения со скоро-
стью max fp   (которая, в свою очередь, также зависит 

от параметра  , см. рис. 1). 

 

Рис. 6. Снижение (в процентах) тангенциального остаточного 
напряжения на внутренней поверхности цилиндра     при 

скорости автофретирования max fp    

Fig. 6. Reduction (in percentage) of tangential residual stress on 
the inner surface of the cylinder     and autofrettage angular 

velocity max fp    
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Видим, что снижение остаточных напряжений более 
выражено в цилиндре из стали DP980 и может превы-
шать 10 %. Также следует отметить, что учет снижения 
модуля Юнга практически не влияет на остаточные 

напряжения в тонкостенных цилиндрах  0,8 .   

 

Заключение 
 

У многих конструкционных материалов после пред-
варительного пластического деформирования наблюда-
ется снижение модуля Юнга, которое может достигать 
десятков процентов. Известно, что учет этого эффекта 
позволяет существенно повысить точность расчета ито-
говой геометрии детали в технологических процессах, 

связанных с интенсивным пластическим деформирова-
нием. В настоящей работе показано, что эффект сниже-
ния модуля Юнга может оказывать существенное влия-
ние на величину остаточных напряжений после ротаци-
онного автофретирования, процесса, который не 
приводит к накоплению больших деформаций. Установ-
лено, что учет этого эффекта особенно важен для расчета 
толстостенных цилиндров и достаточно высоких скоро-
стей автофретирования. Следует отметить, что вышеска-
занное справедливо только для материалов с достаточно 
выраженным эффектом снижения модуля Юнга. Для 
дальнейших исследований представляет интерес расчет 
ротационного автофретирования при совместном учете 
эффекта снижения модуля Юнга и эффекта Баушингера. 
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