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 Аддитивные технологии, частью которых является лазерная порошковая наплавка (ре-
монтная технология), позволяют создавать изделия за счет последовательного наплавле-
ния слоев порошка. Такой процесс предполагает большие температурные градиенты и тех-
нологические остаточные напряжения, которые могут приводить к нарушению формы, из-
менению механических и эксплуатационных характеристик изделия. Для контроля и
предотвращения появления остаточных деформаций в теле наплавки имеет смысл прово-
дить конечно-элементное моделирование процесса лазерной порошковой наплавки при по-
мощи технологии послойной активации или добавления новых конечных элементов на по-
верхности наплавляемой модели. Наиболее подходящим для решения задачи будет метод
рождения/смерти элементов (Element Birth/Death), в котором элементы для еще не создан-
ного материала деактивируются (и, таким образом, не включаются в область решения), а
затем постепенно возрождаются и включаются в область решения. Наращивание матери-
ала производится дискретно. На каждом подэтапе расчёта, соответствующем «оживлению»
очередной подобласти из «мертвых» элементов, решается связанная задача теплопровод-
ности и механики деформированного твёрдого тела, причём результат решения предыду-
щего подэтапа служит начальными условиями для последующего. Разработана математи-
ческая модель и алгоритм моделирования коробления при наплавке, проведены расчеты
наплавки цилиндрических образцов. В ходе расчетов была использована полилинейная мо-
дель пластичности MISO для материала образца и билинейная модель пластичности BISO
для присадочного порошка. Проведена верификация модели по результатам оптического
контроля изменения геометрии экспериментальных образцов после реальной наплавки. По-
грешность расчета коробления не превысила 5 %. 
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 Additive technologies, including laser powder deposition (a repair technology), enable a se-
quential deposition of powder layers. This process involves large temperature gradients and tech-
nological residual stresses, which can lead to shape violations and change mechanical and oper-
ational characteristics of products. To control and prevent residual deformations in the hardfacing
body, it makes sense to carry out finite element modeling of the laser powder hardfacing using
layer-by-layer activation technology or adding new finite elements to the surface of the hardfacing 
model. The Element Birth/Death method is the most suitable method for this problem. In this case
the elements for the material to be created are deactivated (so not included in the solution area), 
and then gradually revived and included in the solution area. The material is built up discretely. At 
each sub-stage of the calculation, corresponding to the revival of the next sub-domain of dead
elements, the coupled problem of thermal conductivity and solid mechanics is solved, and thus the 
result of the solution of the previous sub-stage serves as the initial conditions for the next one. A
mathematical model and an algorithm for modeling warping during the deposition are developed, 
and calculations for the deposition of cylindrical specimens are carried out. During the calculations, 
the multilinear MISO plasticity model for the sample material and the BISO bilinear plasticity model
for the filler powder were used. We verified the model based on the optical control results of
changes in the geometry of the experimental samples after the deposition had been carried out. 
The error in warpage calculation did not exceed 5%. 
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1. Подход к моделированию 
 
Процесс лазерной порошковой наплавки заключается 

в постепенном нанесении тонких слоёв нагретого матери-
ала на поверхность детали. Такой процесс предполагает 
большие температурные градиенты и технологические 
остаточные напряжения, которые могут приводить к нару-
шению формы изделия, изменению механических и экс-
плуатационных характеристик объекта [1–21]. 

Существуют разные варианты моделирования про-
цесса лазерной порошковой наплавки методом конечных 
элементов [22], в том числе метод, отображающий ло-
кальное поле остаточных напряжений, вычисленное на 
мезомасштабном уровне [23], метод собственных дефор-
маций (inherent-strain method) [24], построение аналити-
ческих выражений деформационного параметра для 
оценки максимальных остаточных деформаций [25; 26] 
и др. Однако для моделирования порошковой наплавки 
на изделия сложной произвольной формы основным 
подходом (в рамках МКЭ) является технология послой-
ной активации или добавления новых конечных элемен-
тов на поверхности наплавляемой модели. 

Применяются три наиболее часто используемых ме-
тода моделирования осаждения материала – так называ-
емый рождающийся элемент (element birth), спящий эле-
мент (quiet element) и гибридная активация (hybrid 
activation) [27; 28]. В методе рождающегося элемента 
элементы для еще не созданного материала деактивиру-
ются (и, таким образом, не включаются в область 

решения), а затем постепенно возрождаются и включа-
ются в область решения. В методе спящих элементов все 
элементы присутствуют в расчетной модели с самого 
начала и имеют искусственные свойства с очень малой 
жесткостью. По мере наращивания детали свойства этих 
элементов поэтапно переключаются на реальные физи-
ческие свойства. Наконец, гибридный метод активации 
сочетает в себе методы рождающихся и спящих элемен-
тов, где активируется только текущий слой осаждения и 
устанавливается в спящее состояние, а все последующие 
слои деактивируются [29]. В расчетной программе ис-
пользуется технология «смерти» и последующего 
«оживления» (Elements Birth and Death) элементов [30; 
31]. При этом в качестве расчётной рассматривается об-
ласть, занимаемая уже готовым изделием. Наращивание 
материала производится дискретно. На каждом подэтапе 
расчёта, соответствующем «оживлению» очередной по-
добласти из «мертвых» элементов, решается краевая за-
дача теплопроводности и механики деформированного 
твёрдого тела, причём результат решения предыдущего 
подэтапа служит начальными условиями для последую-
щего. 

Существует два подхода к решению этих краевых за-
дач. Первый подход – решение связанной задачи в неста-
ционарном режиме, который заключается в использова-
нии конечных элементов, имеющих в качестве степеней 
свободы как температуру, так и перемещения. Однако 
такой подход содержит в себе определенные недостатки, 
в том числе неустойчивость решения и большие требова-
ния к вычислительным ресурсам. Другим подходом 
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является анализ теплопроводности в нестационарном ре-
жиме с последующим анализом упругопластических де-
формаций [32]. Другими словами, сначала численно ре-
шается задача нестационарной теплопроводности, затем 
температурное поле импортируется в термомеханиче-
скую модель в качестве нагрузки для расчёта напряже-
ний и деформаций. Для обеспечения большей эффектив-
ности вычислений используется принцип, при котором 
одновременно активируются несколько групп элемен-
тов, соответствующих последовательности нескольких 
подэтапов [33; 34]. 

Другим вопросом является степень детализации 
и дискретизации модели наплавки, а также возможность 
оперативного изменения этих параметров. Возможны 
различные парадигмы создания модели наплавки. Одним 
из вариантов является привязка геометрических объек-
тов к подэтапам оживления элементов. В таком подходе 
к симуляции процесса наплавки пользователь должен 
вручную или полуавтоматическим способом создать со-
вокупность геометрических объёмов наплавляемого ма-
териала и их нумерацию для последовательной актива-
ции. При этом геометрическая модель зависит от активи-
руемых объёмов и, соответственно, от траекторий 
наплавки, а конечно-элементная сетка, в свою очередь, 
зависит от геометрии. Данная зависимость представлена 
на рис. 1. 

 

Рис. 1. Схема построения модели наплавки от траекторий 

Fig. 1. Scheme for constructing a deposition model  
from trajectories 

 
Такая схема имеет недостатки. Характерные раз-

меры детали на два и более порядка больше ширины 
наплавляемых дорожек, следовательно, для совместно-
сти геометрии потребуется выполнение множества буле-
вых операций с высокой разницей между размерами объ-
ектов. Также это накладывает множество ограничений 
как на построение конечно-элементной сетки детали, так 
и на построение сетки слоёв наплавки. Частичным реше-
нием данной проблемы может быть использование кон-
тактных элементов «bonded» между деталью и слоем 
наплавки. Большое количество дополнительных геомет-
рических объектов требует дополнительного времени на 
операции настройки генерации сеток. Размер геометри-
ческого объёма ограничивает максимальный размер его 
конечных элементов. В таком случае усложняется про-
цесс отладки модели на грубой сетке. Также при измене-
нии траекторий наплавки необходимо перестроить гео-
метрию и сетку. 

Исходя из вышеописанного, предложен другой под-
ход создания модели. В данном подходе прямая связь 
между траекториями наплавки, активируемыми объёмами 
и конечно-элементной сеткой отсутствует (см. рис. 2). 

 

Рис. 2. Схема построения модели наплавки 

Fig. 2. Scheme of building a surfacing model 

В таком случае выбор элементов для активации про-
исходит не по номерам, а по координатам точек траекто-
рий наплавки. Для этого создаётся локальная система ко-
ординат в первой точке траектории с осью по направле-
нию ко второй точке траектории. Элементы выбираются 
в этой системе координат с указанием окрестности 
наплавки (можно указать равной диаметру пятна 
наплавки). Минимальным объёмом для активации явля-
ется набор элементов вдоль одного отрезка траектории. 
Однако ввиду того, что нет связи траектории с геомет-
рией и сеткой, перед расчётом любой отрезок траектории 
можно разделить на любое количество частей, указав в 
качестве параметра максимальную длину отрезка траек-
тории. Таким образом, здесь и далее под активируемым 
объёмом будет подразумеваться набор элементов вдоль 
траектории, а не геометрический объём. Изменение дис-
кретизации в таком случае не требует изменения геомет-
рии. Преимуществами данного подхода являются: воз-
можность генерации высококачественных структуриро-
ванных сеток и гибкая система изменения 
активируемого объёма элементов без необходимости пе-
рестройки геометрии и сетки. 

 
2. Математическая модель 

 
В соответствии с алгоритмом решения задачи, поста-

новка краевой задачи нестационарной теплопроводности 
по определению полей температур учётом принятых ги-
потез включает в себя: 

1) уравнение теплопроводности: 

       div , grad ,
H T

T T
T t

 
  

 
x x  kVx , (1) 

где H – энтальпия (функция температуры), которая 
включает в себя эффекты от удельной теплоемкости и 
скрытой теплоты кристаллизации;   x ,  ,T x  – плот-

ность и теплопроводность материала; 
k

old new
k kV V V   – 

расчетный объем, состоящий из 
k

oldV  – объема конструк-

ции с наплавленным материалом и 
k

newV  – объема, 

наплавляемого на текущем шаге. 
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      
0

1
T

p sH T c T dT L f T     , (2) 

где  pc T  – теплоемкость материала; L  – скрытая теп-

лота кристаллизации;  sf T  – коэффициент содержания 

твердой фракции. Учёт выделения тепла в процессе кри-
сталлизации производится путем скачкообразного 
уменьшения теплоемкости на интервале кристаллизации 
(затвердевания). 

2) граничные условия: 

 
   

   4 4
0

, grad

, ,c C k

T T

h T T T T S

  

       

x n

x
 (3) 

где  ch T T   – конвективный перенос тепла; 

 4 4
0 CT T   – тепловое излучение (закон Стефана – 

Больцмана);   – коэффициент черноты; 0  – постоянная 

Стефана – Больцмана; h  – коэффициент теплоотдачи;  

cT  – температура окружающей среды. 

3) начальные условия:  

    0, 1, k kT t T x x , kVx , (4) 

где  ,T tx  – начальное распределение температуры для 

k-го подэтапа;  1kT  x  – температура, определенная на 

конец предыдущего шага. 
Несвязанная квазистатическая краевая задача МДТТ 

с учётом несущественности вклада массовых сил на 
включает:  

1) уравнения равновесия: 

 ˆdiv 0  , kVx , (5) 

где  ˆ , t x  – тензор напряжений; 

2) геометрические соотношения Коши: 

   1
ˆ

2
T    u u , kVx , (6) 

где  , tu x  – вектор перемещений;  ˆ , t x  – тензор пол-

ных деформаций; 
3) физические соотношения 

  4 ˆ ˆ ˆσ̂ ε ε εT pC    , kx V , (7) 

где  ˆ ,p t x  – тензор пластических деформаций; 

 ˆ ,T t x  – тензор температурных деформаций; 

4) граничные условия в перемещениях: 

  , 0t u x , uSx , (8) 

и напряжениях: 

 ˆ P n , Sx , (9) 

где ,uS S  – части границы с заданными перемещениями 

и нагрузками соответственно. В рассматриваемой задаче 

P=0. Граничному условию (9) удовлетворяют все сво-
бодные границы S . 

Общая система уравнений краевой задачи МДТТ 
включает также определяющие соотношения. Для описа-
ния упругопластического поведения наплавляемого по-
рошка использована модель пластичности с билинейным 
изотропным упрочнением (BISO) и температурной зави-
симостью параметров. Поведение материала в координа-
тах «эквивалентные напряжения – эквивалентные дефор-
мации» показано на рис. 3. 

 

Рис. 3. Диаграмма σ – ε для билинейной  
изотропной модели BISO 

Fig. 3. σ – ε diagram for bilinear isotropic  
BISO model 

Модель имеет следующий вид: 

 ˆ ˆ ˆ ˆe p T       , (10) 

     
0

ˆˆ , , ,
T

T

T

t E T t dT  x x x , (11) 

где  ,T x  – коэффициент температурного расширения 

материала; 0T  – температура начала отсчёта температур-

ной деформации; Ê  – единичный тензор второго ранга. 
В случае, когда e y   , материал подвергается пла-

стическому деформированию. При численной реализа-
ции модели BISO используется критерий пластичности 
Мизеса (12) и ассоциированный закон течения, в каче-
стве меры упрочнения выбирается работа пластической 
деформации. Закон упрочнения определяется соотноше-
нием (13). 

 
3

ˆ ˆ:
2i s s  , (12) 

где       ˆˆ ˆ, , ,s t t t E  x x x  – девиатор тензора напря-

жений; 

 
3

ˆ ˆ:
2 kF s s  , (13) 

где k  – функция количества работы при пластическом 

деформировании. Для модели BISO k  определяется 

напрямую из эквивалентных пластических деформаций 
и заданной диаграммы деформирования (см. рис. 3). 
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Задача с учётом пластичности решается с использо-
ванием итерационной пошаговой процедуры в терминах 
приращений деформаций и напряжений. Пластическое 
деформирование описывается ассоциированным зако-
ном течения: 

 ˆ
ˆp

Q
d


  


, (14) 

1где ˆ pd  – приращение тензора пластических деформа-

ций;   – пластический множитель (множитель Ла-
гранжа), при численной реализации модели BISO опре-
деляется в итерационной процедуре Ньютона – Рафсона; 
Q – пластический потенциал, в качестве которого ис-
пользуется уже определенная функция текучести F . 

Для описания упругопластического поведения 
сплава, из которого изготовлены цилиндрические об-
разцы, использована схожая с моделью BISO модель 
пластичности с мультилинейным изотропным упрочне-
нием (MISO) и температурной зависимостью парамет-
ров. Поведение материала в координатах «эквивалент-
ные напряжения – эквивалентные деформации» пока-
зано на рис. 4.  

 

Рис. 4. Диаграмма σ – ε для мультилинейной  
изотропной модели MISO 

Fig. 4. σ – ε diagram for multilinear isotropic  
MISO model 

Приращение напряжений при пошаговой процедуре 
расчёта НДС вычисляется по формуле: 

 4 ˆ ˆˆ ed C d    . (15) 

С учётом особенностей поведения элементов, 
«оживляемых» по технологии, используемой в расчет-
ном пакете, соотношения (7) преобразуются к виду 

  4
1

ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆT p kC ε ε ε        , (16) 

где 1ˆ k  – полная деформация, вычисленная к концу k – 

1-го подэтапа. 

3. Решение нестационарной тепловой задачи  
с перемещающимся источником тепла 

 
Согласно методике решения задачи, на первом шаге 

из расчета исключены все конечные элементы (Element 
Death). Затем происходит поэтапное оживление элемен-
тов в соответствии с траекториями перемещающегося 
источника тепла и режимом наплавки (Element Birth). 
При оживлении каждый элемент обладает температу-
рой T*, которая удаляется через промежуток времени, 
соответствующий технологическому режиму наплавки, 
имитируя воздействие лазера. После удаления темпера-
туры происходит распределение температурного поля 
в наплавляемом теле и отдача тепла в среду за счет сво-
бодной конвекции. После прохождения каждой траек-
тории происходит дополнительная пауза, которая слу-
жит для свободного остывания наплавленных тел. Да-
лее температурное поле, полученное в результате 
решения задачи нестационарной теплопроводности, 
импортируется в механическую задачу в качестве 
нагрузки. 

В расчёте нестационарной тепловой задачи реша-
лись уравнения (1)–(4). Для всех задач использован тем-
пературный элемент SOLID279, использующий темпера-
туры в качестве узловых неизвестных. 

Для верификации температурной задачи получены 
данные экспериментальных показаний с термопар, уста-
новленных на внутренней поверхности цилиндрических 
образцов (рис. 5). 

Температура пятна нагрева T* вычисляется при по-
мощи мощности лазера, исходя из предварительных рас-
четов на основе технологического режима наплавки. Для 
калибровки температуры рассмотрены значения длины, 
оживляемой на k-м шаге дорожки, и значения коэффици-
ента теплоотдачи. На рис. 6 и 7 показаны варианты рас-
чета при варьировании длины оживляемой дорожки и ко-
эффициента теплоотдачи. 

Изменяя размер активируемого объёма, выявлены 
максимальные размеры длины оживляемого элемента, 
при которых относительная погрешность между числен-
ным и экспериментальным решением не превышает до-
пустимое значение 5 %. 

 
4. Решение механической структурной задачи 
по результатам решения тепловой задачи 
 

В расчёте квазистатической задачи термомеханики 
был использован дискретный аналог конструкции, 
идентичный таковому в задаче теплопроводности. Тем-
пературный элемент SOLID279 был изменён на 
SOLID186, использующий перемещения в качестве уз-
ловых неизвестных. В расчёте задачи механики дефор-
мированного твердого тела решались уравнения (5)–(9).  

В постановке краевой задачи механики не учитыва-
ется усадка материала в интервале отверждения (кри-
сталлизации). Сделано это с целью повышения 
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устойчивости численного решения. При этом полага-
ется, что вклад усадки в формирование напряженно-де-
формированного состояния готового изделия пренебре-
жимо мал, так как предел текучести материала 

в указанном температурном диапазоне примерно на 2 
порядка ниже, чем при нормальных условиях. 

На рис. 8 отмечены границы Su, на которых запре-
щены все перемещения по уравнению (8). 

 

a      b 

Рис. 5. Геометрические размеры (а) и фотография крепления термопар на цилиндрическом образце (b) 

Fig. 5. Geometrical dimensions (a) and photo of thermocouple mounting on a cylindrical sample (b) 

 

 

Рис. 6. Эволюция температур (°C) на верхней термопаре при варьировании длины оживляемой дорожки 

Fig. 6. Evolution of temperatures (°C) at the top thermocouple with varying the length of the animated track 
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Рис. 7. Эволюция температур (°C) на верхней термопаре при варьировании коэффициента теплоотдачи 

Fig. 7. Evolution of temperatures (°C) at the top thermocouple with varying the heat transfer coefficient 

 

Рис. 8. Граничные условия 

Fig. 8. Boundary conditions 

На рис. 9 представлены перемещения после финальной 
выдержки. Соответствующие данному моменту эквивалент-
ные пластические деформации представлены на рис. 10. 

После процесса наплавки поле перемещений на 
внутреннем диаметре является неоднородным, поэтому 
для получения данных к верификации были оцифрованы 
наплавленные образцы и результаты снимались с дефор-
мированных профилей внутренней стенки образцов в 4 
сечениях [35; 36]. Для этого построены соответствую-
щие плоскости сечений, представленные на рис. 11. 

С помощью интерполяции данных, снятых с плоско-
стей, были получены координаты профилей на равно-
мерной сетке. По разнице между значениями для проти-
воположных профилей каждой из 4 плоскостей были по-
лучены значения отклонения внутреннего диаметра от 
номинального значения: 

  II I
i i iD y y D     (17) 

На рис. 12 представлена зависимость ΔD от вертикаль-
ной координаты, соответствующей диаметру точки (после 
деформации) для экспериментальных данных и численного 
расчёта. На диаграмме синие линии – экспериментальные 
данные, в том числе линия с усреднёнными значениями, 
чёрные линии – данные численного расчёта, красная ли-
ния – усреднённые значения численного расчёта. 

Диапазон [0, 20] мм соответствует части образца 
с максимальной толщиной стенки. Наблюдаемое рас-
хождение в данном диапазоне вызвано изначальными от-
клонениями в геометрии конструкции. Относительная 
погрешность в диапазоне максимальных перемещений 
не превышает 5 %. 
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Рис. 9. Поле суммарных перемещений в модели  
после процесса охлаждения, мм 

Fig. 9. The field of total displacements in the model 
after the cooling process, mm 

 

Рис. 10 Эквивалентные пластические деформации  
модели после процесса охлаждения, мм/мм 

Fig. 10. Equivalent plastic deformations of the model  
after the cooling process, mm/mm 

 

Рис. 11. Плоскости сечений 

Fig. 11. Cross-section planes 

.  

Рис. 12. Отклонение внутреннего диаметра образца от 
номинального значения после процесса охлаждения, мм 

Fig. 12. Deviation of the inner diameter of the sample  
from the nominal value after the cooling process, mm 

 

Заключение 
 

В рамках работы разработан подход симуляции лазер-
ной порошковой наплавки, основанный на поэтапной ак-
тивации конечных элементов, принадлежащих слоям 
наплавляемого материала, без привязки этапов активации 
к геометрической и конечно-элементной моделям. Пре-
имуществами данного подхода является возможность ге-
нерации высококачественных структурированных сеток 
и гибкая система изменения активируемого объёма эле-
ментов без необходимости перестройки геометрии 
и сетки. С учётом выбранного подхода симуляции лазер-
ной порошковой наплавки, разработан соответствующий 
алгоритм моделирования процесса. Алгоритм подразуме-
вает поэтапное решение краевой задачи нестационарной 
теплопроводности и краевой квазистатической задачи 
термомеханики в системе анализа Static Structural. 

Подготовлена математическая модель краевой за-
дачи нестационарной теплопроводности в процессе ла-
зерной порошковой наплавки с конвективной теплоотда-
чей на адаптируемой внешней границе модели в про-
цессе поэтапного изменения объёма модели.  

Подготовлена математическая модель краевой за-
дачи квазистатической термомеханики в процессе лазер-
ной порошковой наплавки с учётом упругопластиче-
ского поведения материалов ДСЕ и наплавляемого слоя. 

Построена модель расчёта задачи теплопроводности 
в рамках процесса лазерной порошковой наплавки труб-
чатых образцов. Проведено качественное сравнение с ре-
зультатами экспериментов.  

Построена модель расчёта задач термомеханики 
в рамках симуляции процесса лазерной порошковой 
наплавки трубчатых образцов. Получена полигональная 
модель оцифрованной внешней поверхности образца по-
сле наплавки. Проведена обработка данной модели. По 
полученным данным профилей внутреннего диаметра 
после деформации проведена верификация результатов 
численной модели. Относительная погрешность в диапа-
зоне максимальных перемещений не превысила 5 %. 
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