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 В рамках уточненной теории изгиба сформулирована связанная начально-краевая за-
дача термоупругопластического деформирования гибких круговых цилиндрических оболо-
чек с произвольными структурами армирования. Тангенциальные перемещения точек обо-
лочек и температура по толщине конструкций аппроксимированы полиномами высоких по-
рядков. Это позволяет учитывать с разной степенью точности слабое сопротивление
волокнистых оболочек поперечным сдвигам и рассчитывать волновые процессы в них. Из
полученных двумерных уравнений уточненной теории в первом приближении получаются
соотношения традиционной неклассической теории Амбарцумяна. Геометрическая нели-
нейность моделируется в приближении Кармана. Неупругое деформирование компонентов
композиции описывается соотношениями теории течения с изотропным упрочнением. При
этом функции нагружения материалов фаз композиции зависят не только от параметра
упрочнения, но и от температуры. Для численного решения поставленной нелинейной свя-
занной двумерной термомеханической задачи используется явная схема шагов по времени. 
Исследовано осесимметричное упругопластическое деформирование гибких длинных ци-
линдрических оболочек, которые армированы в окружном и осевом направлениях. Стекло-
пластиковые и металлокомпозитные конструкции со стороны внутренней лицевой поверх-
ности нагружаются давлением, которое соответствует действию воздушной взрывной
волны. Показано, что для адекватного расчета температурных полей в рассматриваемых
конструкциях температуру по их толщине целесообразно аппроксимировать полиномом 7-
го порядка. Продемонстрировано, что в отдельных точках стеклопластиковые оболочки мо-
гут дополнительно кратковременно нагреваться всего на 10…11 °С, поэтому при их расче-
тах можно не учитывать тепловой отклик. Металлокомпозитные конструкции могут дополни-
тельно нагреваться более чем на 40 °С. Однако для их расчета также можно использовать
модель упругопластического деформирования материалов компонентов композиции. Пока-
зано, что при исследовании динамического неупругого поведения как стеклопластиковых,
так и металлокомпозитных цилиндрических оболочек целесообразно использовать уточнен-
ную теорию их изгиба, а не простейший ее вариант – теорию Амбарцумяна. 
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 Within the refined theory of bending, a coupled initial-boundary value problem of thermoelas-
tic-plastic deformation of flexible circular cylindrical shells with arbitrary reinforcement structures is 
formulated. The tangential displacements of the shell points and the temperature along the thick-
ness of the structures are approximated by high-order polynomials. This makes it possible to take 
into account, with varying degrees of accuracy, the weak resistance of fibrous sheaths to trans-
verse shear and to calculate wave processes in them. From the obtained two-dimensional equa-
tions of the refined theory, in the first approximation, the relations of the traditional non-classical 
Ambartsumian theory are obtained. The geometric nonlinearity is modeled in the Karman approx-
imation. The inelastic deformation of the components of the composition is described by the rela-
tions of the theory of flow with isotropic hardening. In this case, the loading functions of the mate-
rials of the composition phases depend not only on the strengthening parameter, but also on the 
temperature. For the numerical solution of the formulated nonlinear coupled two-dimensional ther-
momechanical problem, an explicit scheme of time steps is used. We studied the axisymmetric 
elastic-plastic deformation of flexible long cylindrical shells, which are reinforced in the circumfer-
ential and axial directions. Fiberglass and metal-composite structures from the inner front surface 
are loaded with pressure, which corresponds to the action of an air blast wave. It is shown that for 
an adequate calculation of temperature fields in the structures under consideration, it is advisable
to approximate the temperature over their thickness with a 7th order polynomial. It has been 
demonstrated that at some points fiberglass shells can additionally heat up for a short time by only
10…11 C, so the thermal response can be disregarded in their calculations. Metal-composite 
structures can additionally heat up by more than 40 C. However, for their calculation it is also
possible to use the model of elastoplastic deformation of the materials of the composition compo-
nents. It is shown that when studying the dynamic inelastic behavior of both fiberglass and metal-
composite cylindrical shells, it is advisable to use the refined theory of their bending, rather than
its simplest version, the Ambartsumian theory. 
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Введение 

 
Пластины и оболочки из композиционных материа-

лов (КМ) широко используются в современной инжене-
рии [1–6], причем они часто подвергаются интенсивному 
термосиловому нагружению [5–10], при котором мате-
риалы композиции могут деформироваться пластически 
[5; 8; 9; 11–14]. Поэтому актуальна проблема моделиро-
вания неизотермического упругопластического динами-
ческого деформирования тонкостенных элементов КМ-
конструкций, которая на данный момент времени нахо-
дится на стадии становления [5; 8; 9; 15–21]. В работе 
[21] была предложена математическая модель термо-
упругопластического деформирования многонаправ-
ленно армированного волокнами материала и проведены 
расчеты динамики гибких КМ-пластин из таких матери-
алов. Однако аналогичное поведение оболочек до насто-
ящего времени теоретически еще не рассматривалось. 

Для моделирования волновых процессов в динами-
чески изгибаемых тонкостенных КМ-конструкциях и 
учета их плохого сопротивления поперечным сдвигам 
традиционно используют простейшие неклассические 
теории Тимошенко – Рейсснера [4; 5; 8; 22–24], Амбар-
цумяна [21; 23; 25] и Редди [10; 26] или теории более вы-
сокого порядка точности [4; 7; 8; 20], использующие, как 
правило, гипотезу ломаной линии. 

В [21] было показано, что при динамическом нагру-
жении изгибаемых КМ-пластин разной относительной 
толщины температуру в поперечном направлении нужно 
аппроксимировать полиномом 7-го порядка. Изгибное 
же поведение армированных конструкций при этом опи-
сывалось теорией Амбарцумяна [25]. При кратковремен-
ном интенсивном силовом нагружении КМ-конструкций 
доминирующим источником тепловыделения служит 
диссипация механической энергии, представляющая со-
бой полную свертку тензоров напряжений и скоростей 
деформаций [21; 27]. Поэтому, применяя различные тео-
рии изгибного поведения КМ-пластин и оболочек (Рейс-
снера, Редди, Амбарцумяна и более высоких порядков), 
можно с точностью разных порядков рассчитывать 
напряжения и скорости деформаций в армированных 
тонкостенных элементах конструкций, а значит и интен-
сивность тепловыделения в них. В работе [20] было по-
казано, что упругопластическую (изотермическую) ди-
намику армированных цилиндрических оболочек сле-
дует рассчитывать на базе уточненной теории их изгиба, 
а не на основе простейшего традиционно используемого 
ее варианта – теории Амбарцумяна. Следовательно, при-
менение уточненной теории может привести к суще-
ственным поправкам в распределении температурного 
поля в таких КМ-конструкциях и их термомеханиче-
ского отклика на внешние динамические нагрузки. 
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а       b 

Рис. 1. Цилиндрические оболочки с жестким закреплением левой кромки (а) и с жестким закреплением обеих кромок (b) 

Fig. 1. Cylindrical shells with a rigid fixation of the left edge (a) and with a rigid fixation of both edges (b) 

Для численного интегрирования нелинейных дина-
мических задач изгибаемых пластин и оболочек исполь-
зуют явные [8; 20; 21] и неявные [9; 28] (из семейства ме-
тодов Ньюмарка) пошаговые схемы. 

В силу всего вышеизложенного настоящая работа 
посвящена математическому моделированию неизотер-
мической упругопластической динамики армированных 
гибких круговых цилиндрических оболочек при исполь-
зовании уточненной теории их деформирования [20]. 
Связанная нелинейная термомеханическая начально-
краевая задача при этом численно интегрируется с при-
менением явной пошаговой схемы [8; 20; 21]. 

 
1. Формулировка задачи и метод решения 

 
Рассмотрим замкнутую круговую цилиндрическую 

оболочку радиуса R, длиной D и толщиной 

 2 min ,h D R  (рис. 1), с которой свяжем цилиндриче-

ские координаты: 1x  – осевая ( 10 x D  ), 2x  – окруж-

ная ( 20 2x   ) и 3x  – радиальная ( 3R h x R h    ) 

координаты. Конструкция усилена N семействами воло-
кон (возможно, пространственно) с плотностями арми-
рования k  (1 k N  ). По толщине оболочки структура 

армирования однородна. 
С каждым k-м семейством волокон свяжем ортогональ-

ную локальную систему координат ( )k
ix  так, что ось ( )

1
kx  

направлена вдоль траектории армирования. Ее ориентацию 
в пространстве jx  зададим углами сферической системы 

координат k  и k  (рис. 2). Направляющие косинусы ( )k
ijl  

локальных осей ( )k
ix  в глобальной системе jx  ( , 1,3i j  , 

1 k N  ) вычисляются по формулам (2.21) из [21]. 
Внешние распределенные касательные силы на ли-

цевых поверхностях конструкции не учитываем. В слу-
чае пространственного армирования предполагается вы-
полнение требования, предъявляемого к волокнистой 
структуре и изложенного в замечании в [21]. 

 
 

При традиционной перекрестной укладке волокон по 
эквидистантным цилиндрическим поверхностям (см. 
рис. 1, b, и рис. 2 при / 2k   ) это требование выпол-

няется заведомо. Согласно [20], при этом перемещения 
точек гибкой цилиндрической оболочки iU  и осреднён-

ные деформации композиции ij  в рамках уточненной 

теории изгиба запишутся так (геометрическая нелиней-
ность моделируется в приближении Кармана): 
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где 

 

     

 
 

   

     

( ) ( ) ( 2)

1
( )
1

( )
2

1

0

2 ( 1,2),

,
1

,

1
ln ;

m m m
i i i

m
m

m

m
mm

l l m lm
m

m
l

f z z z i

z
z

h m

R z
z z

h

R z
z R R z

m l









     

 



  


   



  (3) 

1u , 2u  – перемещения точек срединной поверхности  

( 0z  ) в осевом и окружном направлениях; w – прогиб 
точек этой же поверхности; z – введенная для удобства 
новая радиальная координата; 0t  – начальный момент 

времени t; M – целое число, задающее количество слага-
емых в степенной аппроксимации деформаций попереч-
ных сдвигов 3i ;   – область, занимаемая отсчетной по-

верхностью в координатах 1x  и 2x ; i  – оператор част-

ного дифференцирования по координате ix  ( 1, 2i  ). 

При значении 0M   из равенств (1)–(3) получаются ки-
нематические соотношения теорий Амбарцумяна [25] 
и Редди [10; 26]. В выражениях (1) и (2) неизвестны дву-

мерные функции w, iu  и ( )
3
m

i  ( 1, 2i  , 0 m M  ), зави-

сящие и от времени t. 

 

Рис. 2. Взаимная ориентация локальной (связанной с арматурой 
k-го семейства) и глобальной систем координат 

Fig. 2. Mutual orientation of the local (associated with the rein-
forcement trajectory of the k-th family) and global  

coordinate systems 

В данной работе КМ-оболочки рассматриваются как 
гибкие тонкостенные термомеханические системы, по-

этому напряжение  33 ,t r  в них с приемлемой для при-

ложений точностью можно линейно аппроксимировать 
по z [24]; 
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где    ( )
33 33, , ,t t h   x x  – нормальные напряжения 

на внутренней (–) и внешней (+) лицевых поверхностях 
конструкции, известные из силовых граничных условий. 

К равенствам (2) нужно присоединить двумерные 
уравнения движения гибкой цилиндрической оболочки 
(которые при учете выражений (1), (3) и (4) описываются 
формулами (13)–(15) и (17) из работы [20]) и определяю-
щие уравнения для КМ, связывающие между собой ско-
рости усредненных напряжений ij , деформаций ij  и 

температуры  . В данный момент времени t последние 
уравнения имеют следующий матричный вид [21]: 

 , Β p    (5) 
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6 6 -матрица  ijbB  и шестикомпонентный вектор-

столбец  ipp  вычисляются по формулам (2.18) из 

[21] (которые здесь не приводятся в силу их громоздко-
сти); точка – производная по времени t; индекс T – опе-

рация транспонирования. Элементы ijb  и ip  ( , 1,6i j  ) 

матрицы B и вектора p определяются структурой арми-
рования (углами k , k  и плотностями k ), физико-ме-

ханическими характеристиками материалов фаз компо-
зиции и их текущим термомеханическим состоянием. 

Согласно структуре вектор-столбцов   и   (см. (6)), 
из третьего уравнения системы (5) выразим скорость 
осредненной линейной поперечной деформации: 
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где скорость 33  определяется дифференцированием по 

времени выражения (4), а скорости деформаций ij  

в правой части получаются путем дифференцирования 
по t аппроксимаций (2), т.е. выражаются через двумер-

ные функции w, w , iu  и ( )
3
m

i  ( 1, 2i  , 0 m M  ). 

По толщине КМ-оболочки температуру   предста-
вим полиномом L-го порядка [21]: 
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где 0 const   – температура естественного состояния 

конструкции; l  ( 0 l L  ) – двумерные функции, под-

лежащие определению. 
Чтобы замкнуть постановку рассматриваемой свя-

занной термоупругопластической задачи для КМ-оболо-
чек, к соотношениям (1)–(8) нужно добавить уравнение 
теплового баланса (см. (4.5), (4.6) в [21]), механические 
(см. (24)–(26) в [20]) и тепловые (см. (4.7), (4.8) в [21]) 
граничные условия, заданные на кромках конструкций, 
а также начальные условия, заданные при 0t t  (см. (27), 

(28) в [20] и (4.22) в [21]). 
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Численное решение сформулированной нелинейной 
связанной начально-краевой задачи будем строить с ис-
пользованием явной пошаговой схемы, т.е. неизвестные 
функции будем вычислять в дискретные моменты вре-
мени nt t  ( 0,1, 2,...n  ), причем предполагаем, что при 

1nt t   и nt t  заданы или определены значения следу-

ющих функций [20, 21]: 
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( )k
ij , ( )k

ij  – тензоры напряжений и деформаций в k-м ма-

териале композиции ( 0k   – связующая матрица, 1k   

– волокна k-го семейства); k  – параметр упрочнения 

(Одквиста) в том же материале; U – удельная внутренняя 
энергия композиции; iq  – компоненты вектора осред-

ненного теплового потока в композиции, связанные 
с градиентом температуры законом Фурье для армиро-

ванной среды (см. (3.1)–(3.3) в [21]); ( )q 
  – заданные зна-

чения тепловых потоков через внешнюю (+) и внутрен-
нюю (–) лицевые поверхности КМ-конструкции. Неиз-

вестные функции iu , ( )
3
m

i  в соотношениях (1), (2) 

вычисляются через прогиб w и новые кинематические 

переменные ( )p
iu , 1, 2i  , 0 1p M    (см. выражения 

(10)) с помощью матричного равенства (29) из [20], в ко-
тором коэффициенты не зависят от решения исследуе-
мой задачи, т.е. вычисляются только один раз. 

Производные по времени t в механической составля-
ющей рассматриваемой связанной неизотермической 
упругопластической задачи аппроксимируем их 

конечно-разностными аналогами на трехточечном шаб-

лоне  1 1, ,n n nt t t  . Это позволяет построить явную чис-

ленную схему [20]. Заменив в двумерных приведенных 
уравнениях движения цилиндрической оболочки вторые 
производные по t от кинематических переменных w 

и ( )p
iu  их конечными разностями, при учете выражений 

(1), (4) и (10), а также обозначений, аналогичных (9), по-
лучим [20]: 
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( )l
ijM , ( )l

ijM , ( )l
ijM  – внутренние силовые факторы в обо-

лочке; 0 , k  – объемные плотности связующего мате-

риала и арматуры k-го семейства; const 0    – шаг по 
времени t. Внешними объемными силами в уравнениях 

(11) пренебрегли. Напряжения в фазах композиции ( )k
ij  

( 0 k N  ) связаны с осредненными напряжениями ij  

( , 1,3i j  ) в соотношениях (12) третьими равен-

ствами (10). 
Выражения (12) при учете предположений (9) позво-

ляют вычислить в текущий момент времени nt  все сило-

вые факторы и внешние нагрузки, которые входят в пра-
вые части уравнений (11). Поэтому, используя необходи-
мые механические граничные условия на кромках КМ-
конструкции (см. (24)–(26) в [20]), из равенств (11) по яв-
ной численной схеме можем определить значения неиз-

вестных функций 
1n

w


 и 
1

( )
n

l
iu


 ( 1, 2i  , 0 1l M   ) в сле-

дующий момент времени 1nt  . 

Анализ экспериментальных данных [14; 29] показы-
вает, что удельная теплоемкость k-го компонента компо-
зиции kc  в случае его термочувствительности может 

быть аппроксимирована квадратичной зависимостью от 
температуры [21]: 

      20 ( ) ( ) 0 ( ) 0
0 1 2 ,

0 ,

k k k
kc c c c

k N

     

 
  (13) 

где ( )k
lc  ( 0,1, 2l  ) – известные константы материала. 

Для численного интегрирования температурной со-
ставляющей исследуемой связанной задачи также при-
меним явную пошаговую схему, используя при этом 

двухточечный шаблон по времени  1,n nt t  . Как и в ра-

боте [21], для приведения уравнения теплопроводности 
КМ-оболочки к системе двумерных уравнений тепло-
вого баланса используем метод Галеркина, приняв в ка-

честве весовых функций однородные полиномы mz . 
В результате по аналогии с [21], учитывая соотношения 
(8)–(10), будем иметь 
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 (17) 

33  – коэффициент теплопроводности композиции в по-

перечном направлении конструкции, который вычисля-

ется по структурным формулам (3.2) и (3.3) в [21]; ( )  – 
коэффициент теплоотдачи на внутренней (–) и внешней 

(+) лицевой поверхности оболочки; ( )
  – температура 

окружающей среды со стороны той же поверхности. 
Равенства (14) при учете выражений (10) и (17) – это 

двумерные уравнения теплопроводности в цилиндриче-
ских координатах. Соотношения (15) представляют со-
бой тепловые граничные условия на лицевых поверхно-
стях конструкции, преобразованные с учетом аппрокси-
мации температуры в виде (8). Равенство (16) выражает 

двумерные функции ( )mU  (см. (10)) через коэффициенты 
полинома (8) при учете разложения (13). Соотношения 
(15), (16) справедливы для любого момента вре-
мени 0t t . 

Используя выражения (17) и предположения (9), 
в текущий дискретный момент времени nt  можем вычис-

лить правые части в уравнениях (14), поэтому при учете 
соответствующих тепловых граничных условий, задан-
ных на кромках КМ-конструкции, и начальных темпера-
турных условий из этих равенств можем определить дву-

мерные функции 
1

( )
n

mU


 при 1nt t  . Затем в момент вре-

мени 1nt   из уравнений (15) и (16), в которых правые 

части уже известны, при учете выражений (17) вычис-

ляем коэффициенты  
1n

l



 x  ( 0 l L  ) полиномиального 
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представления температуры (8). Если в разложении (13) 
( )
1 0kc   и/или ( )

2 0kc   (термочувствительность), то си-

стема уравнений (15) и (16) является нелинейной. Для 
линеаризации равенств (16) целесообразно применять 
метод переменных теплофизических параметров, анало-
гичный методу переменных параметров упругости. В 
остальных подробностях предложенная численная схема 
(11) и (14) при учете выражений (2), (7), (12), (17) и 
структурных соотношений, полученных в [21] (см. ра-
венства (5) и (17)), реализуется так же, как описано в ра-
ботах [20; 21], где продемонстрировано, что в уравне-
ниях (11) и (14) шаг по времени   нужно выбирать, ис-
ходя из выполнения необходимого условия 
устойчивости Куранта – Фридрихса – Леви [8]. 

 
2. Анализ результатов расчетов 

 
Рассмотрим динамическое термоупругопластиче-

ское деформирование гибкой цилиндрической КМ-обо-
лочки длиной 4 мD  , радиуса 1 мR   и толщиной 

2 3 cмh   ( 2 / 1 / 33h R  ), которая жестко закреплена на 

кромках: 0w  , 0iU   при 1 0,x D  и 0t t  (см. равен-

ства (1), (10), (11) и рис. 1, б). До момента времени 

0 0t t   конструкция покоится ( 0w  , 0w  , 0iU   и 

0iU  , 1, 2i  ) в естественном состоянии при темпера-

туре 0 20 C      ( x , z h  и 0t t ). При 0t t  

оболочка испытывает нагружение внутренним давле-

нием  p t , которое условно соответствует воздействию 

воздушной взрывной волны [28]: 

   

( )
33

max max max( )
33

max max max

0,

/ , 0 ,

exp , ,

p t t t t
p t

p t t t t





 

          

  (18) 

где 

    min max min maxln 0,01 / 0, ;t t t t        (19) 

maxp  – наибольшее значение  p t , которое достигается 

при maxt t ; mint  – время, при котором давление  p t  

становится пренебрежимо малым по сравнению с maxp  

(так, равенство (19) получено при условии 

 min max0,01p t p ). Используя данные экспериментов 

[28], примем max 0,1 мсt   и min 2 мсt  . 

Теплообмен с воздушной средой на лицевых поверх-
ностях КМ-оболочки реализуется при естественной кон-

векции ( ( ) 0q 
  , ( ) 230 Вт / (м K)    [30]); темпера-

тура воздуха предполагается равной температуре есте-

ственного состояния конструкции: ( ) 0
    (см. 

равенства (15)). На кромках оболочки задана темпера-

тура, которая поддерживается равной 0 . 

КМ-конструкция может быть изготовлена из 
эпоксисвязующего [13], армированного стеклянными во-
локнами [14] (стеклопластик), либо из магниевого сплава 
ВТ65 [29] и усилена стальной проволокой марки У8А 
[14] (металлокомпозиция). При активном нагружении и 
фиксированной температуре   упругопластическое по-
ведение компонентов композиции описывается диаграм-
мой растяжения – сжатия с линейным упрочнением: 
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s s
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s s s
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s
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sign sign ,

, 0 ,

k k
k k

k k k

k

E E

E
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где  ,   – осевое напряжение и деформация; 

 k kE E  ,  ( ) ( )
s s

k kE E   – модули Юнга и упрочне-

ния материала k-й фазы композиции;  ( ) ( )
s s
k k     – 

предел текучести того же компонента. Физико-механи-
ческие характеристики материалов композиций приве-
дены в таблице, где   – коэффициент Пуассона,   – ко-
эффициент теплопроводности,   – коэффициент темпе-
ратурного расширения, c – удельная теплоемкость, 

причем в скобках указаны значения температуры ( , C 

), которым соответствует данная характеристика. В тер-
мочувствительных расчетах физико-механических ха-
рактеристики аппроксимированы линейно по темпера-
турным данным, приведенным в таблице. 

 

Физико-механические характеристики  
материалов фаз композиций [13, 14, 29] 

Physical and mechanical characteristics of the materials  
of the components of the compositions [13, 14, 29] 

Характери-
стика 

материала 

Эпоксисвя-
зующее 

Стеклян-
ные во-
локна 

Магниевый 
сплав ВТ65 

(Mg) 

Стальная 
проволока 

У8А 
3, кг / м  

1210,0 (20) 
1208,0 (40) 

2520,0 (20) 
2519,6 (80) 

1800,0 (20) 
1796,2 (100) 

7800,0 (20) 
7791,8 (100) 

, ГПаE  
2,8 (20) 
2,3 (40) 

86,8 (20) 
86,3 (80) 

43,0 (20) 
38,5 (100) 

210,0 (20) 
195,0 (100) 

  
0,33 (20) 
0,333 (40) 

0,25 (20) 
0,254 (80) 

0,330 (20) 
0,334 (100) 

0,3 (20) 
0,305 (100) 

s , МПа  20 (20) 
18 (40) 

4500 (20) 
4400 (80) 

267 (20) 
219 (100) 

3968 (20) 
3971 (200) 

s , ГПаE  1,114 (20) 
0,783 (40) 

6,230 (20) 
5,168 (80) 

0,379 (20) 
0,367 (100) 

6,973 (20) 
5,014 (200) 

, Вт / (м K)   
0,243 (20) 
0,240 (40) 

0,89 (20) 
0,86 (80) 

117,23 (20) 
121,42 (100) 

42,7 (20) 
41,7 (100) 

6 110 , K   
68,1 (20) 
70,3 (40) 

2,5 (20) 
2,6 (80) 

20,9 (20) 
22,6 (100) 

12,3 (20) 
13,2 (100) 

, кДж / (кг K)c  1,54 (20) 
1,60 (40) 

0,800 (20) 
0,839 (80) 

1,032 (20) 
1,054 (100) 

0,485 (20) 
0,488 (100) 

 
Конструкция усилена двумя ( 2N  ) семействами 

волокон (проволок), которые уложены в продольном 1x  

и окружном 2x  направлениях с плотностями армирова-

ния 1 0,1  , 2 0,3   соответственно. Углы армирова-

ния для такой ортогональной структуры имеют значения 
(см. рис. 1, b, и 2): 1 2 / 2     , 1 0   и 2 / 2   . 



Янковский А.П. / Вестник ПНИПУ. Механика 6 (2023) 158–169 

 165 

    

а        b 

Рис. 3. Зависимости от времени наибольших значений температуры в стеклопластиковой (а) и металлокомпозитной (b) 
цилиндрических оболочках, рассчитанных с использованием разных теорий изгиба 

Fig. 3. Time dependences of the highest temperature values in fiberglass (a) and metal-composite (b) cylindrical  
shells calculated using different bending theories 

 

а 

 

b 

Рис. 4. Осцилляции максимальных значений интенсивности деформаций связующего материала в металлокомпозитной  
оболочке, рассчитанных по теории изгиба Амбарцумяна (а) и по уточненной теории (b) 

Fig. 4. Oscillations of the maximum values of the intensity of deformations of the binder material in the metal-composite shell,  
calculated according to the Ambartsumian bending theory (a) and according to the refined theory (b) 

В расчетах изучалось осесимметричное динамиче-
ское поведение КМ-конструкций, т.е. решение задачи не 
зависело от координаты 2x . При этом по осевой пере-

менной 1x  вводилась сетка с фиксированным шагом 

1 /100 4 смx D   ; шаг по времени   для металлоком-

позитной оболочки принимался равным 0,25 мкс, а для 

стеклопластиковой – 1 мкс. При такой дискретизации за-
дачи необходимые условия устойчивости разработанной 
в разделе 1 численной схемы выполняются с запасом (см. 
соотношения (6.3) в [21]). Для Mg–У8А-конструкции рас-
четы выполнялись на интервале времени 0 ≤ t ≤ 100 мс, 
а для стеклопластиковой оболочки – на интервале  
0 ≤ t ≤ 500 мс. 
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Рис. 5. Осцилляции максимальных значений интенсивности деформаций связующего материала  
в стеклопластиковой оболочке, рассчитанных с применением разных теорий изгиба 

Fig. 5. Oscillations of the maximum values of the intensity of deformations of the binder material  
in the fiberglass shell, calculated using different bending theories 

В работе [21] исследовалась сходимость полиноми-
ального разложения температуры (8). С этой целью было 
проанализировано поведение зависимостей наибольших 

значений    max
,

max , ;
t

L t L  
r

r  от порядка частичной 

суммы L. В [21] было продемонстрировано для динами-
чески деформируемых КМ-пластин различной относи-
тельной толщины при переходе от значения 6L   (см. 

(8)) к 7L   приращение величины max  с практической 

точки зрения можно считать пренебрежимо малым (см. 
рис. 3 в [21]). При значения 8L   линеаризованная си-
стема уравнений (15) и (16), из которой с учетом (17) вы-
числяются коэффициенты степенного представления 
температуры (8) и которая полностью совпадает с соот-
ветствующими равенствами в [21], становится плохо 
обусловленной. Это приводит к тому, что при 8L   за-

висимости  max L  являются расходящимися. Предва-

рительно проведенные расчеты продемонстрировали, 
что при различных значениях 0M   в аппроксимациях 
(1) и (2) этот результат остается справедливым и для ис-
следуемых цилиндрических армированных оболочек 

(соответствующие зависимости  max ,L M  здесь не 

приведены). Согласно этому, в обсуждаемых ниже рас-
четах в разложении (8) принято 7L  . 

Ранее в работе [20] было показано, что при изотер-
мическом динамическом упругопластическом деформи-
ровании цилиндрических КМ-оболочек для адекватного 
моделирования их изгибного поведения в кинематиче-
ских соотношениях (1), (2) следует задавать не 0M   
(теория Амбарцумяна), а 6M   или 7M   (т.е. нужно 
использовать уточненную теорию изгиба). Выбор значе-
ний 6, 7M   в равенствах (1) и (2) объясняется каче-

ственно аналогичными причинами, что и выбор значе-
ний 6, 7L   в разложении (8) (подробнее см. [20]). 

Как уже отмечалось во введении, в настоящем иссле-
довании изучается влияние использования уточненной 
теории изгиба (см. соотношения (1), (2) и (11) при 7M 
) на расчет термоупругопластического динамического 

поведения гибких цилиндрических КМ-оболочек. Со-
гласно этому, на рис. 3 приведены зависимости наиболь-

ших значений температуры    m ; max , ;t M t M  
r

r  (

10 x D   и z h ) в рассматриваемой стеклопластико-

вой (см. рис. 3, а) и металлокомпозитной (см. рис. 3, b) 
конструкциях. Кривые 1 и 2 получены соответственно 
при 0M   и 7M  . На рис. 3, а, кривые рассчитаны при 

max 13 МПаp   (см. (18)), а на рис. 3, б – при 

max 60 МПаp  . При таких значениях maxp  в обеих КМ-

оболочках наблюдается неупругое деформирование всех 
материалов композиций. Поведение кривых на рис. 3 

свидетельствует о том, что зависимости  m t  в случае 

цилиндрических оболочек являются более сложными, 
чем в случае КМ-пластин (см. рис. 4 в [21]). Кривые на 
рис. 3, а, показывают, что стеклопластиковая оболочка в 
процессе осцилляций в отдельных точках нагревается не 
более чем на 11…13 °C. Кривые же на рис. 3, b, демон-
стрируют, что металлокомпозитная оболочка при дина-
мическом деформировании может нагреваться в отдель-
ных точках более чем на 40 °C. 

Сравнение кривых 1 и 2 на рис. 3 свидетельствует о 
том, что температурные поля в цилиндрических КМ-обо-
лочках, рассчитанные с использованием теории Амбар-
цумяна (см. кривые 1) и уточненной теории изгиба (см. 
кривые 2), с течением времени все больше различаются, 
причем теория Амбарцумяна приводит к завышению 
температурного отклика. Поэтому есть основания пред-
полагать, что широко используемая в расчетной прак-
тике неклассическая теория изгиба Амбарцумяна в слу-
чае неизотермического упругопластического динамиче-
ского деформирования гибких цилиндрических КМ-
оболочек может оказаться малопригодной для проведе-
ния соответствующих расчетов. 

Последнее предположение подтверждают расчеты 
деформированного состояния компонентов композиций 
рассматриваемых КМ-конструкций. Так, на рис. 4 изоб-
ражены зависимости от времени максимальных значе-
ний интенсивности деформаций связующего материала 
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(0)
  (    (0) (0)

m max ,t t  
r

r , 10 x D   и z h ) в Mg–

У8А-оболочке, рассчитанные по теории Амбарцумяна 
(рис. 4, а) и по уточненной теории изгиба (рис. 4, b). 
Сплошные кривые 1 определены по термоупругопласти-
ческой теории, а пунктирные кривые 2 – по упругопла-
стической теории (без учета теплового отклика в КМ-
конструкции). На рис. 4, b, кривые 1 и 2 визуально прак-
тически неразличимы на рассматриваемом интервале 
времени. 

Сопоставление кривых 1 и 2 на рис. 4, а, демонстри-
рует, что, согласно расчетам, выполненным по теории 
Амбарцумяна, неучет теплового отклика в металлоком-
позитной оболочке может привести к существенному ис-
кажению деформированного состояния ее связующей 
матрицы. Например, максимум на кривой 2, достигае-
мый при 0, 45 мсt  , больше аналогичной величины на 

кривой 1 на 35,1 %. Сравнение же кривых 1 и 2 на рис. 4, b, 
показывает, что, согласно расчетам, выполненным по 
уточненной теории изгиба, неучет теплового отклика 
в рассматриваемой Mg–У8А-конструкции, наоборот, 
практически не оказывает влияния на деформированное 
состояние связующего материала в ней. Сопоставление 

значений (0)
m  при 0, 45 мсt  , соответствующих гло-

бальным максимумам на кривых 1 рис. 4, а и b, свиде-
тельствует, что термоупругопластический расчет с при-
менением теории Амбарцумяна (см. рис. 4, а) занижает 
эту величину на 19,4 % по сравнению с использованием 
уточненной теории (см. рис. 4, b). Сравнение же анало-

гичных значений (0)
m  при 0, 45 мсt   на кривых 2 рис. 

4, а и 4, b, показывает: упругопластический расчет на 
базе теории Амбарцумяна, наоборот, завышает эту вели-
чину на 8,8 % по сравнению с расчетом, выполненным с 
применением уточненной теории изгиба цилиндриче-
ских КМ-оболочек. 

На рис. 5 изображены зависимости  (0)
m t , рассчи-

танные для стеклопластиковой оболочки по термоупру-
гопластической модели с использованием теории Ам-
барцумяна (пунктирная кривая 1) и уточненной теории 
изгиба (сплошная кривая 2). В этом случае расчеты, вы-
полненные без учета теплового отклика, приводят к за-

висимостям  (0)
m t , которые визуально не отличаются от 

кривых, изображенных на рис. 5, что объясняется, оче-
видно, малым нагревом стеклопластиковой цилиндриче-
ской оболочки в процессе ее осесимметричного динами-
ческого деформирования (см. кривые 1 и 2 на рис. 3, а). 
Сравнение кривых 1 и 2 на рис. 5 показывает, что для 

стеклопластиковой конструкции зависимости  (0)
m t , 

полученные по теории Амбарцумяна и по уточненной 
теории изгиба, существенно различаются. Так, значение 

глобального максимума (0)
m  на кривой 1 (при 

0, 25 мсt  ) примерно на 7 % больше, чем на кривой 2 

(при 0,37 мсt  ). 

Таким образом, как металлокомпозитные, так и стек-
лопластиковые цилиндрические оболочки при их осе-
симметричном динамическом термоупругопластиче-
ском деформировании целесообразно рассчитывать по 
уточненной теории изгиба. 

В обсуждавшихся выше расчетах предполагалось, что 
через лицевые поверхности КМ-конструкции теплообмен 
с окружающей средой осуществляется в условиях есте-

ственной конвекции ( ( ) 230 Вт / (м K)   ). Однако при 

рассматриваемом типе нагружения цилиндрические обо-
лочки в поперечном направлении осциллируют с высокой 
частотой, поэтому можно предположить, что на их лице-
вых поверхностях теплообмен с окружающей средой сле-
дует моделировать не в условиях естественной, а в усло-
виях вынужденной конвекции. Поэтому были проведены 
дополнительные расчеты динамики исследуемых КМ-
оболочек при задании коэффициентов теплоотдачи на ли-

цевых поверхностях равными ( ) 2300 Вт / (м K)    

(см. соотношения (15)), что соответствует вынужденной 
конвекции газов [30]. Оказалось, что рассчитанные при 

этом значения  m ;t M  отличаются от ранее получен-

ных, т.е. определенных при естественно конвекции (см. 
рис. 3), только в четвертой значащей цифре. Следова-
тельно, увеличение на лицевых поверхностях коэффици-
ентов теплоотдачи в 10 раз фактически не влияет на ре-
зультаты расчетов термоупругопластического динами-
ческого деформирования изучаемых КМ-оболочек на 
исследуемых, достаточно малых интервалах времени, на 
которых тепловые процессы в армированных конструк-
циях можно рассматривать как адиабатические, не учи-
тывая кондукторную составляющую процессов теплопе-
реноса в них. 

 
Заключение 

 
Разработанная модель термоупругопластического 

деформирования гибких круговых цилиндрических обо-
лочек с произвольными волокнистыми структурами поз-
воляет с разной степенью точности аппроксимировать в 
их поперечном направлении температуру и тангенциаль-
ные перемещения. 

Анализ термоупругопластического динамического по-
ведения гибких КМ-оболочек продемонстрировал, что тем-
пературный отклик в них, по сравнению с гибкими КМ-
пластинами [21], является более сложным. Расчеты пока-
зали, что при осесимметричном динамическом деформиро-
вании стеклопластиковые цилиндрические оболочки до-
полнительно нагреваются в отдельных точках не более чем 
на 10…11 °C, а металлокомпозитные оболочки могут 
нагреваться более чем на 40 °C. При указанных условиях 
деформирования механическое поведение как стеклопла-
стиковых, так и металлокомпозитных цилиндрических обо-
лочек можно рассчитывать без учета возникающих в них 
температурных полей, если отсутствуют источники тепла 
немеханического происхождения. При этом для обоих 
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типов композиций расчет неупругой динамики цилиндри-
ческих КМ-оболочек целесообразно проводить с использо-
ванием уточненной теории их изгиба [20], а температурные 

поля, если требуется их определение, следует аппроксими-
ровать полиномами 6–7-го порядков по поперечной коор-
динате [21]. 
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