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 Предложена расчётно-аналитическая модель определения напряжённо-деформиро-
ванного состояния и силовых характеристик при обжиме тонкостенных трубных заготовок в
криволинейной осесимметричной матрице. Математическая модель построена на основа-
нии уравнения равновесия безмоментной теории тонких осесимметричных оболочек с уче-
том нелинейного закона пластичности, изменения толщины стенки заготовки и контактного
трения. В качестве математической модели материала рассмотрена линейно-степенная ап-
проксимация диаграммы деформирования упругопластического тела с учетом сжимаемости
материала. Методика оценки напряженно-деформированного состояния заготовки при об-
жиме построена с применением обобщенной формулировки для произвольной кривой, об-
разующей рабочий контур матрицы. Основой численной методики расчета являлся метод
переменных параметров упругости, что позволяет определить напряжения и деформации,
распределение толщины в меридиональном сечении, величину контактного давления, а
также построить график изменения усилия обжима в зависимости от перемещения точки
приложения усилия относительно матрицы. На примере матрицы, рабочий контур которой
описывается синусоидальной тригонометрической функцией, проведен расчет распределе-
ния напряжений, деформаций тонкостенной заготовки из авиационного алюминиевого 
сплава при обжиме. В процессе обжима по результатам предложенной численной методики
отмечается утолщение стенки заготовки, а также увеличение деформирующего усилия при
перемещении точки приложения усилия. Предложенная математическая модель может 
найти применение для расчетов процесса обжима заготовок в осесимметричных матрицах
сложной формы, с переменной кривизной, что особенно важно в области авиастроения. Ак-
туальность результатов исследования обусловлена возможностью учета при оценке кар-
тины напряженно-деформированного состояния изменения толщины заготовки, а также фи-
зической нелинейности в области пластического деформирования. 
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 The study proposes a computational and analytical model of finding the stress-strain state 
and force characteristics when crimping thin-walled pipe blanks in a curved axisymmetric matrix.
The mathematical model is based on the equilibrium equation of the momentless theory of thin
axisymmetric shells taking into account the nonlinear law of plasticity, changes in the wall thickness
of the workpiece and contact friction. As a mathematical model of the material, a linear-power 
approximation of the deformation diagram of an elastic-plastic body is considered taking into ac-
count the compressibility of the material. The methodology for estimating the stress-strain state of 
the workpiece during crimping is constructed using a generalized formulation for an arbitrary curve
forming the working contour of the matrix. The basis of the numerical calculation method was the
method of variable elasticity parameters, which makes it possible to determine stresses and
strains, the thickness distribution in the meridional section, the amount of contact pressure, and
also to plot the change in the crimping force depending on the displacement of the point of appli-
cation of the force relative to the matrix. The distribution of stresses and strains of a thin-walled 
billet made of aviation aluminum alloy during crimping is calculated using the example of a matrix, 
the working contour of which is described by a sinusoidal trigonometric function. During crimping,
according to the results of the proposed numerical technique, a thickening of the blank wall is
noted, as well as an increase in the deforming force when moving the point of application of the
force. The proposed mathematical model can be used to calculate the process of crimping work-
pieces in axisymmetric matrices of complex shapes, with variable curvature, which is especially
important in the field of aircraft engineering. The research results make it possible to consider
changes in the workpiece’s thickness and physical nonlinearity in the field of plastic strain, when
assessing the picture of the stress-strain state. 
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Введение 

 
На сегодняшний день в задачах обработки металлов 

давлением одной из важнейших является определение 
напряженно-деформированного состояния тонкостен-
ных труб обжимом, что позволяет выявить силовые ха-
рактеристики процесса, технологические возможности 
и рассчитать изменение толщины заготовки. Примем, 
что тонкостенными трубами будут являться те, у кото-
рых толщина стенки не превышает 0,1 радиуса средин-
ной поверхности трубы. Достаточно часто данные за-
дачи решаются для простейшей формы оснастки, когда 
форма матрицы или пуансона является конической или 
образующая их рабочий контур имеет постоянный радиус 
кривизны [1–5]. Причём рассматривается идеально жест-
копластический материал или материал с линейным 
упрочнением, а так же, как правило, пренебрегают изме-
нением толщины заготовки в процессе деформирования. 
Достаточно много вопросов посвящено  оценке технологи-
ческих возможностей реализации процесса обжима [6; 7]. 

Теоретическое и экспериментальное исследования 
процесса обжима в зависимости от параметров оснастки 
исследовались в работе [8]. Особенности технологий об-
жима заготовок с учетом формуемого материала иссле-
довались в труде [9]. Вопросы ограничений при обжиме 
толстостенных заготовок изучались в работе [10]. Иссле-
дования, посвященные экспериментальным работам по 

совмещению операций обжима и раздачи, отражены 
в работе [11]. Также проведено много эксперименталь-
ных исследований, посвященных оценке влияния коэф-
фициента трения на значения деформаций при обжиме и 
раздаче. Влияние анизотропии механических свойств на 
деформированное состояние трубных заготовок, а также 
оценка потери устойчивости заготовки в процессе фор-
моизменения рассмотрено в работе [12]. Кроме того, во-
просы проблемы потери устойчивости при обжиме рас-
сматривались в работе [13; 14]. Помимо потери устойчи-
вости, в процессе обжима одной из проблем являются 
недопустимые утонения заготовки, что рассматривается 
в работе [15].  

В последнее время значительное количество работ 
посвящено исследованию ротационного обжима, в рабо-
тах [16; 17] предложены различные машины и техноло-
гии для реализации данного процесса с оценкой измене-
ния толщины заготовки и степени деформации. В иссле-
довании [18] проведена оценка шероховатости, 
твердости поверхности заготовки при ротационной вы-
тяжке. Автоматизация процесса ротационного обжима 
заготовки рассмотрена в работе [19]. 

В связи с развитием численных методов широкое 
распространение для оценки напряженно-деформиро-
ванного состояния получили метод конечных элементов. 
Конечно-элементное моделирование некоторых осесим-
метричных задач обжима рассмотрено в 2D-постановке 
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[20]. Методом конечных элементов рассмотрены различ-
ные силовые режимы традиционного обжима и обжима с 
противодавлением [21]. Одним из наиболее эффективных 
методов решения задач нелинейной пластичности явля-
ется метод переменных параметров упругости, особенно-
сти применения которого отражены в трудах [22; 23]. 

Следует отметить, что вопросы анализа напряженно-
деформированного состояния деталей в задачах обра-
ботки давлением достаточно подробно рассмотрены 
в трудах [24; 25]. Модели неупругого деформирования 
материалов, физические теории пластичности, которые 
особенно актуальны в задачах пластического формоиз-
менения, рассмотрены в работах [26; 27]. В исследова-
нии [28] предложена система уравнений для описания 
деформирования тонкостенных заготовок в процессе об-
жима и раздачи. Исследование схоже с проблематикой 
данной статьи, однако в ней рассматривается жесткопла-
стическая модель материала при условии несжимаемо-
сти. Предлагаемый в данной статье подход при принятых 
допущениях позволяет учесть сжимаемость материала 
при упругопластическом деформировании. 

 
Методика исследования 

 
Таким образом, рассмотрим криволинейную мат-

рицу, у которой образующая её рабочий контур задаётся 
произвольной функцией. Решение аналогичной задачи 
было представлено в работе [7], где моделирование про-
цесса обжима трубы выполняется численным интегриро-
ванием уравнений равновесия методом Рунге – Кутта 
второго порядка. В основе расчётно-аналитической мо-
дели определения напряжённо-деформированного со-
стояния данного исследования лежит метод переменных 
параметров упругости [3; 29], который позволяет учиты-
вать изменение толщины в процессе деформирования, 
нелинейный закон упрочнения, анизотропию и сжимае-
мость материала. 

Применение численного метода переменных пара-
метров упругости требует задания аналитической зави-
симости между интенсивностью напряжений и интен-
сивностью логарифмических деформаций в соответ-
ствие с гипотезой единой кривой. Согласно 
существующим методам аппроксимации диаграмм де-
формирования, предлагаемым Н.Н. Малининым [3] и др. 
исследователями [30; 31], можно отметить, что обычно 
диаграмма деформирования для алюминиевых и титано-
вых сплавов хорошо аппроксимируется линейно-степен-
ной зависимостью: 

3  при  ,
 при ,

i i iT
i n

i i iT

Ge e e
Ke e e

 ≤
σ =   >

 

где G – модуль упругости второго рода; eiT – интенсив-
ность логарифмических деформаций, соответствующая 
переходу упругого деформирования в пластическое; K и 
n – параметры кривой упрочнения. 

Схема деформирования тонкостенных труб с ис-
пользованием оснастки сложной формы при обжиме 
изображена на рис. 1. В общем случае при обжиме кри-
вая, образующая рабочий контур матрицы и пуансона, 
может иметь знакопеременный радиус кривизны. 

 

Рис. 1. Схемы обжима трубных заготовок с использованием 
криволинейной осесимметричной оснастки 

Fig. 1. Schemes of crimping pipe blanks using curved  
axisymmetric tooling 

Если использовать безмоментную теорию оболочек, 
уравнения равновесия при обжиме тонкостенной труб-
ной заготовки в осесимметричной матрице с учётом 
удельной силы трения и удельного давления, действую-
щих со стороны оснастки, в проекции на касательную и 
нормаль к поверхности рассматриваемого элемента 
можно представить в следующем виде [3; 27]: 

 
( ) 0;

sin
 

  ,

тр
m

m

m

qd S S
d

q
R R S

θ

θ

θ

ρ 
σ ρ − σ + = ρ α 

σ σ + = − 

 (1) 

где mσ  – меридиональное главное нормальное напряже-
ние; θσ  – окружное главное нормальное напряжение;  q  – 
контактное давление, действующее со стороны матрицы 
по нормали к рассматриваемому элементу оболочки;  

mR  – меридиональный радиус кривизны срединной по-
верхности оболочки; Rθ  – окружной радиус кривизны 
срединной поверхности оболочки; тр трq f q=  – удельная 
сила трения, действующая со стороны оснастки на рас-
сматриваемый элемент оболочки; трf  – коэффициент 
трения; S – переменная толщина оболочки; α  – угол 
между касательной к элементу оболочки и её осью сим-
метрии, отсчитываемый по часовой стрелки; ρ  – радиус 
окружности срединной поверхности оболочки в сечении 
перпендикулярном оси оболочки. 

Окружной радиус кривизны срединной поверхности 
оболочки определяется по формуле 
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 / cos .Rθ = ρ α  (2) 

Для определения меридионального радиуса mR  вы-
разим кривизну оболочки в меридиональном направле-
нии mκ  через α  и ρ : 

 1 sin  .m
m

d
R d

ακ = = − α
ρ

 (3) 

Знак (–) минус в уравнении (3) учитывает тот факт, 

что для выпуклой оболочки всегда 0d
d

α <
ρ

. 

Используя уравнения (2) и (3) и определяя удельное 
давление q , действующее со стороны матрицы, как 
функцию α  и ρ , можно представить систему (1) в виде 
выражения: 
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Проинтегрируем уравнение (4), используя уравнения 
связи напряжений и деформаций для плоского напря-
женного состояния в виде: 
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и, учитывая, что деформируемый край трубы свободен, 
получим интегральное уравнение равновесия в деформа-
циях для обжима: 
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где me  – меридиональная логарифмическая деформация; 

eθ  – окружная логарифмическая деформация; * * и  E  μ  – 
переменные параметры упругости;  R  – радиус деформи-
руемого наружного края трубы (см. рис. 1). 

Переменные параметры упругости определяются 
выражениями [3; 29]: 

сек
* *сек

сек сек

1 1 2
2 3;  ,1 2 1 21 1

3 3

EE EE
E E

E E

− μ−
= μ =

− μ − μ+ +
 

где E  – модуль упругости первого рода; μ  – коэффици-
ент Пуассона; сек /i iE e= σ  – секущий модуль. 

Интенсивность напряжений iσ  и интенсивность ло-
гарифмических деформаций ie  определяются выраже-
ниями: 

2 2 ;i m m θ θσ = σ − σ σ + σ  

( ) ( ) ( )2 2 22
3i m z n me e e e e e eθ θ= − + − + − . 

где ne  – логарифмическая деформация по толщине заго-
товки. 

Деформация по произвольному направлению ν  со-
гласно тензору деформаций Генки определяется уравне-
нием: 

2 2 2 ,m m n ne e e eν θ θ= λ + λ + λ  

где , ,  m nθλ λ λ  – направляющие косинусы вектора ν . 
С учетом плоского напряженного состояния, уравне-

ний метода переменных параметров упругости логариф-
мическая деформация по толщине (нормальная составля-
ющая) примет вид: 

( ) ( )
*

*
,

1n me e eθ
μ= − +
− μ

 

тогда деформация по направлению ν  будет опреде-
ляться уравнением: 

( ) ( )
*

2 2 2
*

.
1n m m m ne e e e eθ θ θ
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− μ

 

Условие перехода рассматриваемой точки тела из 
упругого состояния в пластическое определяется усло-
вием пластичности Губера – Мизеса 

2 2 .i m m Tθ θσ = σ − σ σ + σ = σ  

Процесс обжима будем рассматривать в общем слу-
чае, когда кривая, образующая рабочий контур матрицы, 
задаётся произвольной функцией, определяющей поло-
жение деформируемого элемента по радиусу в зависимо-
сти от его положения по длине деформируемой части 
трубы ( )hρ = ρ  (см. рис 1), где h  – координата, которая 
отсчитывается от точки на оси симметрии, соответству-
ющей краю криволинейного участка матрицы и направ-
лена в сторону направления нагрузки. 

Тогда переменный угол между касательной к эле-
менту оболочки и её осью симметрии, зависящий от h , 
можно определить следующим образом 

 ( ) arctg .dh
dh

ρα = α =  (6) 

Поскольку при увеличении h  радиус при обжиме 
уменьшается, следовательно: ( )tg .d h dhρ = − α    Со-

гласно вышесказанному, а также учитывая, что при 
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обжиме окружные деформации можно считать извест-
ными и зависящими только от положения рассматривае-
мой точки в очаге деформации 

( )
θ

0

e ln ,
h

R
ρ 

=  
 

 

уравнение (5) можно записать согласно [32] в виде 

( ) ( )
( ) ( )( )

*2
*

*
0 тр

1
ln

 expm

h
e

R E S h f h

− μρ 
= −μ − ⋅ 

ρ α 
 

( )( ) ( )( )
( )

( )*
тр тр *
*2

0

tg exp
ln ,

1

h

m
H

E S h f f h h
e dh

R

 α + α   ρ   ⋅ + μ    − μ    
 (7) 

где H  – положение края деформируемого участка трубы 
(см. рис. 1). 

Поскольку в расчетах матрицы на прочность или вы-
боре необходимого вида смазки требуется знать вели-
чину контактного давления, тогда значение давления бу-
дем определять, используя второе уравнение равновесия 
системы (1): 

 ,m
m

m

q S q q
R R

θ
θ

θ

 σ σ
= − + = + 

 
 (8) 

где mq −  составляющая контактного давления от дей-
ствия меридионального напряжения; qθ −  составляю-
щая контактного давления от действия окружного 
напряжения. 

Если уравнение профиля матрицы задано в виде диф-
ференцируемой функции ( ) , hρ = ρ  то радиусы кри-
визны будут определяться согласно формулам: 

( )

3 12 2

21 , .
cosm

d dR R
dh hdh

−

θ

   ρ ρ ρ  = − + =    α    
 

В этом случае выражения, определяющие составля-
ющие контактного давления, можно представить в сле-
дующем виде: 

 ( )
3

22

2 1 ;m m
d dq S h

dhdh

−
 ρ ρ  = σ +     

 (9) 

 
( ) ( )cos

 .
h

q S hθ θ

α
= −σ

ρ
 (10) 

В работе [32] предложен подробный порядок реше-
ния задачи об определении напряжённо-деформирован-
ного состояния методом переменных параметров упру-
гости с использованием интегральных уравнений равно-
весия для осесимметричных оболочек.  

Рассмотрим решение интегрального уравнения (5) на 
примере конкретной задачи. Для получения знакопере-
менного радиуса кривизны, образующей рабочий контур 
матрицы, возьмём синусоидальную тригонометричес-

кую функцию, которая охватывает полупериод синусо-
иды, обеспечивая плавный вход цилиндрической трубы 
в зону деформирования и плавный выход с образованием 
цилиндра другого радиуса. Для обжима данную функ-
цию можно записать в виде 

 ( ) ( )0 0
0

0

[cos 1] , 
2

R r hh R
H

−  
ρ = π − + 

 
 (11) 

где (см. рис. 1) 0R  – радиус срединной поверхности 
трубы на входе в матрицу; 0r  – радиус срединной по-
верхности трубы на выходе из матрицы; 0 H  – полная 
длина криволинейного участка матрицы, равная длине 
полупериода синусоидальной функции (11). 

Поскольку уравнения (11) определяют геометрию 
срединной поверхности трубы при деформировании, то 
с достаточной степенью точности можно считать, что 
геометрию матрицы при обжиме можно получить, при-
бавляя поправку на половину толщины стенки трубы: 

( ) ( )0 0 0
0

0

[cos 1] ,
2 2М

R r Shh R
H

−  
ρ = π − + + 

 
 

где 0S  – исходная толщина стенки трубы. 
Угол между касательной к элементу оболочки и её 

осью симметрии (см. рис.1), будем определять согласно (6) 

( ) ( )0 0

0 0

 
arctg sin .

2 
R r hh

H H
− π  

α = π 
 

 

Кривые, определяющие геометрию матрицы и зоны 
деформирования трубной заготовки по срединной по-
верхности при обжиме, построенные по уравнениям (7) 
и (8), представлены на рис. 2. 

 

Рис. 2. Геометрия матрицы и зоны деформирования трубной  
заготовки по срединной поверхности при обжиме: 1 – геомет-
рия матрицы; 2 – геометрия срединной поверхности  
              0 0 0 0( 50 мм;  30  мм; 2 мм; 50  мм)R r S H=   =   =   =   

Fig. 2. Geometry of the matrix and the strain zone of the pipe billet 
along the median surface during crimping: 1 – geometry  
of the matrix; 2 – geometry of the median surface  
              0 0 0 0( 50 мм;  30  мм; 2 мм; 50  мм)R r S H=   =   =   =   

Радиус срединной поверхности трубной заго-
товки 0R  принимался равным 50 мм, толщина 0S  – 2 мм. 
Для материала Д16 механические свойства были заданы 

r, мм 

1 

2 

h, мм
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в соответствии со стандартом ГОСТ 18482-2018 [33] 
и справочными данными алюминиевых сплавов: предел 
прочности в 390 МПаσ = ; условный предел текучести 

0,2 255 МПаσ = ; относительное удлинение 12 %;δ =   мо-
дуль упругости 72000 МПаE = ; коэффициент Пуассона 

0,33μ = . Диаграмма деформирования в соответствии 
с принятой линейно-степенной аппроксимацией, была 
построена по методике, изложенной в работах [34; 35]. 

 
Результаты исследования и их обсуждение 

 
Распределения напряжений и деформаций трубы при 

обжиме в криволинейной осесимметричной матрице (см. 
рис. 2) представлены на рис. 3, 4. Следует отметить, что 
аналогичные результаты исследования, но для процесса 
раздачи заготовки, представлены в работе [36]. На рис. 5 
показано изменение толщины заготовки, определяемое 
выражением ( )0 exp nS S e= . На рис. 6 приведены резуль-
таты расчета изменения составляющих и полного кон-
тактного давления со стороны матрицы, определяемые 
по формулам (8)–(10). 

 

Рис. 3. Напряжённое состояние трубы при обжиме  
в криволинейной осесимметричной матрице: 1 – меридиональные  
                напряжения mσ ; 2 – окружные напряжения θσ  

Fig. 3. The stress state of the pipe during crimping in a curved 
axisymmetric matrix: 1 – meridional stresses mσ ; 2 – circumferential  

                                               stresses θσ  

 

Рис. 4. Деформированное состояние трубы при обжиме  
в криволинейной осесимметричной матрице: 1 – меридиональная 
логарифмическая деформация me ; 2  – окружная логарифмическая  

 деформация eθ ; 3 – логарифмическая деформация по толщине ze  

Fig. 4. Strain state of the pipe during crimping in a curved axisymmetric 
matrix: 1 – meridional logarithmic strain me ; 2 – circumferential  

       logarithmic strain eθ ; 3 – logarithmic strain in thickness ze  

 

Рис. 5. Изменение относительной толщины стенки трубы  
при обжиме в криволинейной осесимметричной матрице 

Fig. 5. Change in the relative thickness of the pipe wall  
during crimping in a curved axisymmetric matrix 

 

Рис. 6. Изменение контактного давления при обжиме  
в криволинейной осесимметричной матрице: 1 – полное  
контактное давление q ; 2 – составляющая контактного давления 
от действия окружного напряжения qθ ; 3 – составляющая  
контактного давления от действия меридионального  
                                             напряжения mq  

Fig. 6. The change in contact pressure during crimping in a curved 
axisymmetric matrix: 1 – the total contact pressure q; 2 – the  
component of contact pressure from the action of the circumferential 
stress qθ ; 3 – the component of contact pressure from the action  

                                     of the meridional stress mq  

Для оценки точности решения методом переменных 
параметров упругости проводилось сравнение положе-
ния значений интенсивностей напряжений и деформа-
ций, определяющих напряженно-деформированное со-
стояние, на диаграмме деформирования. Согласно рис. 7 
все точки, характеризующие напряженно-деформиро-
ванное состояние при обжиме, лежат на диаграмме де-
формирования. Соответственно, процесс последователь-
ных приближений сходится, и получено решение с за-
данной точностью. 

На рис. 3–7 представлены характеристики напря-
жённо-деформированного состояния трубы при обжиме 
для случая, когда труба проходит всю зону деформиро-
вания, и область интегрирования определяется от 0H  
до 0. Если рассматривать процесс деформирования по-
этапно, изменяя положение деформируемого края 
трубы H  в сторону увеличения до 0H , то можно опре-
делить изменение технологических параметров, таких 
как усилие деформирования на протяжении прохожде-
ния всего процесса. Перемещение точки Z приложения 
усилия деформирования к трубной заготовке относи-
тельно матрицы связано с положением деформируемого 
края трубы H  условием равенства смещенных объёмов 

1 

2 

h, мм 
σ, МПа 

h, мм 

е 

1 

2 

3 

S/S0 
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( ) ( ) ( )
( )00 0

1 .
cos

H h s h
Z H dh

R S h
ρ

=
α  

 

 

Рис. 7. Положение значений интенсивностей напряжений  
и деформаций, определяющих напряженно-деформированное  
  состояние трубы при обжиме, на диаграмме деформирования 

Fig. 7. The position of the stress and strain intensities that  
determines the stress-strain state of the pipe during crimping  
                                 on the deformation diagram 

 

Рис. 8. Изменение усилия деформирования при обжиме трубы 
в криволинейной осесимметричной матрице от перемещения  
                                точки приложения усилия 

Fig. 8. Change in the strain force when crimping a pipe in a curved 
axisymmetric matrix from the displacement of the point  
                                 of application of the force 

Усилие обжима ( )P Z  определяется величиной мак-

симального меридионального напряжения ( )| 0m h Z=σ  
в точке 0 в зависимости от перемещения Z  

( ) ( )0 0 | 02 .m hP Z R S Z== π σ  

На рис. 8 представлен график изменение усилия де-
формирования при обжиме трубы в криволинейной осе-
симметричной матрице от перемещения точки приложе-
ния усилия. 

 
Заключение 

 
Таким образом, в рамках данного исследования 

предложена модель процесса обжима тонкостенной 
трубы в криволинейной осесимметричной матрице, ко-
торая позволяет рассчитать напряжения и деформации 
при деформировании трубы, оценить изменение тол-
щины, величину контактного трения с учётом нелиней-
ного закона пластичности материала, определить изме-
нения усилия обжима в зависимости от перемещения 
точки приложения усилия. Предложенная методика и по-
лученные соотношения могут быть эффективно исполь-
зованы для расчетов процесса обжима в осесимметрич-
ных матрицах различной формы, например S-образный 
профиль, образованный дугами окружностей разного ра-
диуса на вогнутом и выпуклом участке, имеющих об-
щую касательную в точке перегиба, или конический про-
филь с выпуклым участком на входе в матрицу и вогну-
тым на выходе. Результаты исследования могут найти 
применение в области обработки металлов давлением 
при изготовлении оболочечных элементов авиационного 
назначения. Также следует отметить, что рассматривае-
мая методика может быть использована при исследова-
нии напряженно-деформированного состояния загото-
вок при раздаче, однако в этом случае будут различаться 
определяющие соотношения. 
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