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 Разработаны постановка и метод численного решения задач деформирования и потери устойчивости упругопласти-
ческих оболочек вращения с упругим заполнителем при квазистатических и динамических нагружениях. Задача решается
в двумерной (плоской или обобщенной осесимметричной с кручением) постановке. Определяющая система уравнений
записывается в декартовой или цилиндрической системе координат. Моделирование процесса деформирования упруго-
пластической оболочки осуществляется на основе гипотез теории оболочек типа Тимошенко с учетом геометрических не-
линейностей. Кинематические соотношения записываются в скоростях и формулируются в метрике актуального состоя-
ния. Упругопластические свойства оболочки описываются теорией течения с нелинейным изотропным упрочнением. Мо-
делирование заполнителя основано на гипотезах механики сплошной среды. Материал заполнителя полагается линейно
упругим. Вариационные уравнения движения элементов конструкции (как оболочек, так и заполнителя) редуцируются из
трехмерного уравнения баланса виртуальных мощностей работы механики сплошных сред с учетом принятых гипотез
теории оболочек либо плоского деформированного состояния или обобщенной осесимметричной деформации с круче-
нием. Моделирование контактного взаимодействия оболочки и заполнителя основано на условии непроникания по нор-
мали и проскальзывания по касательной. Для решения определяющей системы уравнений применяется конечно-разност-
ный метод и явная схема интегрирования по времени типа «крест». 

Апробация методики выполнена на задаче потери устойчивости стальной цилиндрической оболочки с упругим за-
полнителем при квазистатическом и динамическом обжатии внешним давлением, линейно возрастающим во времени.
Результаты численного исследования сопоставляются с расчетами, выполненными с применением двух других подходов, 
разработанных авторами ранее. Первый подход основан на полномасштабном моделировании процесса деформирования
оболочки и заполнителя в рамках механики сплошных сред. Во втором подходе применяется упрощенная постановка, в
которой деформирование оболочки моделируется согласно гипотезам теории непологих оболочек типа Тимошенко с уче-
том геометрических нелинейностей, а заполнитель – гипотезе основания Винклера. 

Разработанные подходы позволяют моделировать нелинейное докритическое деформирование оболочек вращения 
с упругим заполнителем, определять предельные (критические) нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения с
учетом геометрических несовершенств формы, исследовать процессы потери устойчивости по осесимметричным и неосе-
симметричным формам при динамических и квазистатических комбинированных нагружениях в условиях плоской и осе-
симметричной деформации. 
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 The paper suggests a formulation and method for a numerical solution of deformation and
buckling of elastoplastic shells of revolution with elastic filler under quasi-static and dynamic load-
ings. The problem is solved in a two-dimensional plane or generalized axisymmetric formulation 
with torsion. The governing system of equations is written in a Cartesian or cylindrical coordinate
system. Modeling of deformation of an elastic-plastic shell is carried out based on the hypotheses
of the theory of shells of the Timoshenko type, taking into account geometric nonlinearities. Kine-
matic relations are written in velocities and formulated in the metric of the current state. The elas-
toplastic properties of the shell are described by the flow theory with nonlinear isotropic hardening. 
Filler modeling is based on continuum mechanics hypotheses. The filler material is assumed to be
linearly elastic. The variational equations of motion of structural elements (both shells and filler)
are reduced from the three-dimensional equation of the balance of virtual powers of the work of
continuum mechanics taking into account the accepted hypotheses of the theory of shells or a flat
deformed state or generalized axisymmetric deformation with torsion. The modeling of the contact
interaction between the shell and the filler is based on the condition of nonpenetration along the
normal and slippage along the tangential. The finite-difference method and an explicit time inte-
gration scheme of the cross type are used to solve the defining system of equations. 

Approbation of the technique was carried out on the problem of buckling of a steel cylindrical
shell with an elastic filler under quasi-static and dynamic compression by an external pressure that
linearly increases with time. The results of the numerical study are compared with calculations
performed using two other approaches developed earlier by the authors. The first approach is
based on full-scale modeling of the process of deformation of the shell and filler within the frame-
work of continuum mechanics. In the second approach, a simplified formulation is used, in which
the deformation of the shell is modeled according to the hypotheses of the theory of non-sloping 
shells of the Timoshenko type taking into account geometric nonlinearities, and the filler is modeled 
according to the Winkler foundation hypothesis. 

The developed approaches make it possible to model the nonlinear subcritical deformation of
shells of revolution with an elastic filler, to determine the ultimate (critical) loads in a wide range of 
loading rates taking into account geometric shape imperfections, to study buckling in axisymmetric
and non-axisymmetric shapes under dynamic and quasi-static combined loadings in plane and
axisymmetric deformations. 
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Введение 

 
Многие объекты авиа-, ракето-, машиностроения, 

химической промышленности и нефтяной отрасли со-
держат в качестве элементов составные осесимметрич-
ные оболочки с заполнителем. В некоторых режимах ра-
боты несущие слои таких элементов должны выдержи-
вать не только статические, но и динамические 
нагружения. При превышении критических уровней 
нагрузок происходит потеря несущей способности кон-
струкции из-за выпучивания оболочек. Для понижения 
массы оболочечных конструкций и повышения их устой-
чивости, а также для устранения неосесимметричных 
форм потери устойчивости применяется легкий (упру-
гий) заполнитель [1; 2]. К настоящему времени весьма 
тщательно проработаны аналитические и численные ме-
тоды описания процесса выпучивания упругих тонко-
стенных оболочек вращения. Исследование процессов 
деформирования и выпучивания упругопластических 

оболочек с заполнителем с переходом из осесимметрич-
ных форм в неосесимметричные возможно на основе из-
вестных методик, реализованных в вычислительных па-
кетах программ, путем численного моделирования 
только в трехмерной постановке. Время расчета такой за-
дачи с применением вычислительных пакетов, в которых 
реализована явная схема интегрирования по времени, бу-
дет велико, поскольку шаг численного интегрирования 
определяется толщиной оболочки (т.е. малой величи-
ной). В коммерческом программном обеспечении реше-
ние задач кручения осесимметричных тел возможно 
только в трехмерной постановке. Для длинных оболочек 
при больших углах вращения может происходить потеря 
точности из-за применения для учета вращения как жест-
кого целого производной Яуманна. 

В работах [3–8] проведен анализ классической за-
дачи о поперечной устойчивости тонкого стержня под 
действием осевой нагрузки при различных способах при-
ложения нагрузки и закрепления концов. Показано, что 
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при динамическом нагружении продольной нагрузкой 
генерируется пакет неустойчивых форм. Верхний номер 
форм зависит от скорости приложения нагрузки. Скорость 
оказывает влияние на форму потери устойчивости, а не на 
критическую нагрузку. Реализуется не минимальная и не 
максимальная форма потери устойчивости, возможная 
для данной нагрузки, а та, номер которой примерно равен 
2/3 от максимальной [4]. Образование высших форм по-
тери устойчивости стержня и круговой цилиндрической 
оболочки при динамическом приложении нагрузки было 
обнаружено экспериментально при осевом динамическом 
сжатии стержня [4], обжатии трубы при имплозии и внеш-
нем давлении [4; 9–11], потере устойчивости конической 
оболочки при внешнем давлении [12]. 

В [13] рассматриваются вопросы по определению 
напряженно-деформированного состояния и устойчиво-
сти тонкостенных оболочек с упругим заполнителем, при-
водится обзор исследований. Поведение упругого запол-
нителя моделируют в рамках механики сплошной среды 
с применением уравнений теории упругости [13–18] или 
применяют упрощенные модели, например, упругое осно-
вание с одним или двумя коэффициентами постели (осно-
вание Винклера или Пастернака) [13; 19–27].  

В настоящей статье представлены постановка и ме-
тодика численного решения нелинейных задач осесим-
метричного деформирования и потери устойчивости 
упругопластических оболочек вращения с упругим за-
полнителем при комбинированных осесимметричных 
нагружениях и кручении. Задачи формулируются в дина-
мической постановке, что дает возможность описать 
большие докритические формоизменения упругопласти-
ческих оболочек и переход оболочки к новой, изогнутой 
форме равновесия. Моделирование поведения оболочки 
основывается на гипотезах теории непологих оболочек 
типа Тимошенко с геометрическими нелинейностями и 
теории пластического течения с нелинейным изотроп-
ным упрочнением. Заполнитель полагается упругим мас-
сивным телом. Данный подход является развитием мето-
дик численного решения нелинейных задач осесиммет-
ричного деформирования и неосесимметричного 
выпучивания пустотелых упругопластических оболочек 
вращения при комбинированных осесимметричных 
нагружениях и кручении [28–30], контактного взаимо-
действия упругопластической оболочки вращения с 
упругим заполнителем, моделируемым основанием Вин-
клера [31], обобщенных осесимметричных задач с круче-
нием для массивных тел [32; 33], контактного взаимо-
действия упругопластических элементов конструкций в 
плоской или осесимметричной постановке [34–36]. Раз-
работанные методики были реализованы в рамках вы-
числительного комплекса «Динамика-2». 

 
1. Кинематические и физические соотношения 
для оболочки 

 
Задача упругопластического деформирования и вы-

пучивания оболочек вращения при комбинированных 

статических и динамических осесимметричных нагруже-
ниях с кручением формулируется в двумерной (плоской 
или обобщенной осесимметричной) постановке исходя 
из гипотез теории оболочек типа Тимошенко [29–31]. 
Определяющие соотношения записываются в цилиндри-
ческой системе эйлеровых координат Orzβ , Oz  – ось 
вращения. На рис. 1 показаны местная ( , ,s ξ β ) и общая  
( , ,r z β ) системы координат. 

 

Рис. 1. Общая и местная системы координат 

Fig. 1. General and local coordinate systems 

Для каждого оболочечного элемента вводится мест-
ная лагранжева система координат Osξ , связанная с об-
щей соотношениями ,  z r r zds dr dz d dr dz= ψ − ψ ξ = ψ + ψ , 
где s  – длина дуги меридиана оболочечного элемента; 
ξ  – координатная линия, нормальная к срединной по-
верхности; β  – угловая координата; , ,z srψ =  ,r szψ = −  – 
направляющие косинусы нормали к срединной поверх-
ности. 

Оболочечные элементы полагаются тонкими, изме-
нением метрики по толщине пренебрегаем, деформации 
поперечного сдвига и изгиба малы по сравнению с де-
формациями срединной поверхности, кинематические 
соотношения формулируются в скоростях и строятся в 
метрике текущего состояния. Распределение компонент 
скоростей перемещений по толщине оболочки записыва-
ется в виде: 

 ( ) ( ) ( ), , , , , , ,s s su s t u s t s tξ β = β + ξϕ β   

  (1) 

 ( ) ( ) ( ), , , , , , , ,u s t ru s t s tβ β βξ β = β + ξϕ β   

здесь ( ), ,su s tβ  и ( ), ,u s tξ β  – скорости перемещений сре-
динной поверхности в направлении касательной и нор-
мали, ( ), ,u s tβ β  – скорость угла поворота по окружной 

координате β , ( ), ,s s tϕ β  и ( ), ,s tβϕ β  – угловые скорости 
поворота поперечных сечений в плоскости меридиональ-
ного сечения и в плоскости Oξβ . 

Распределение компонент скоростей деформаций 
(симметричной части градиента скорости перемеще-
ний) ije  по толщине оболочки представляется в виде 
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суммы скоростей деформаций срединной поверхности 
ijε  и изгиба ijχ . Компоненты скоростей деформаций ijε , 

ijχ  и скорость вращения элемента sβω  записываются 
в местном базисе sξβ : 

( ),    , , ,  ij ij ij i i ie e i j s eξ ξ ξ ξξ ξξ= ε + ξχ = ε + χ = β = ε       , 

1 ,s
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r s
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
   
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β β

β

∂ϕ ϕ ∂ϕ ∂χ = + − ∂ ∂β ∂ 
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 1 ,
2s sξχ = ϕ   ,

1 1, .
2 2s sruβξ β β βχ = ϕ ω = −     (2)  

Выражения для компонент скоростей деформаций че-
рез компоненты скоростей перемещений в общем базисе 
rzβ  получаются из (2) путем подстановки выражений 

,  s r z z r r r z zu u u u u uξ= ψ − ψ = ψ + ψ      , они приведены в [29]. 

Компоненты тензора скоростей деформаций ije  

можно представить в виде суммы упругой e
ije  и пласти-

ческой p
ije  составляющих. Предполагается, что упругие 

деформации малы, а пластические деформации могут 
быть большими. Компонента тензора напряжений Коши, 
нормальная к срединной поверхности оболочки, прини-
мается равной нулю. Из условия плоского напряженного 
состояния и обобщенного закона Гука определяется ком-
понента eξξ : 

 ( ),  0  , , , .e p p
ij ij ij iie e e e i j s= + = = β ξ     (3) 

( )0,  
1

e e e
sse e eξξ ξξ ββ

μσ = = +
μ −

    . 

Компоненты тензоров скоростей напряжений ijσ  и 

напряжений Коши ijσ  в местном базисе sξβ  записыва-
ются в виде:  

( ) ( )2 2,  ,
1 1

,  ,  0, 
1 1

e e e e
ss ss ss

e e
s s s s

E Ee e e e

E Ee e

ββ ββ ββ

β β ξ ξ ξξ βξ

σ = + μ σ = + μ
− μ − μ

σ = σ = σ = σ =
+ μ + μ

     

     
 

, , , , , J ij jk ki ik kjD i j k sσ = σ ω + σ ω = β   

 
0 0

, , , , 
t t

ij J ij s sD dt i j s dtξ ξσ = σ = β σ = σ   (4) 

Здесь JD  – производная Яуманна, которая учиты-
вает поворот элемента оболочки за счет сдвиговой  
деформации как квазижесткого целого относительно 
нормали к ее срединной поверхности при кручении. 
Местная сопутствующая система координат Osξ  опре-
деляется формоизменениями оболочки без учета сдвиго-
вых деформаций кручения, то есть она является лагран-
жевой только для осесимметричной деформации. Заме-
тим, что деформации сдвига при кручении тонких 
оболочек ограничены из соображений устойчивости осе-
симметричного процесса деформирования. Поэтому вве-
дение производной Яуманна для учета квазижесткого 
вращения при кручении вполне обоснованно при исполь-
зовании явной схемы интегрирования с малыми шагами 
по времени [29]. В итоге существенно упрощается запись 
основных уравнений обобщенной осесимметричной за-
дачи с кручением, так как за базовую берется лагранжева 
система координат осесимметричной задачи. 

Учет упругопластических свойств материала обо-
лочки осуществляется в рамках теории течения с нели-
нейным изотропным упрочнением: 

( )2, , æ , , ijp
ij ij ij ij ij T ij ij ij

ij ij

e n n
′

′ ′
σ

= λ = σ σ = σ σ = σ − σδ
σ σ

′
′ ′

  

 ( )
0

2/ 3, æ
3

t
p p

ss ij ije e dtββσ = σ + σ =    , (5) 

здесь ( )æTσ  – радиус поверхности текучести; æ  – пара-

метр Одквиста, ijδ  – символ Кронекера; параметр λ  
определяется из условия прохождения мгновенной по-
верхности текучести через конец вектора догрузки. 

Усилия ijN , моменты ijM , масса Nρ  и момент инер-

ции M ρ  определяются по формулам: 

( ) ( ) ( ) ( )
/2 /2

/2 /2

,  ,  , , ,  
h h

ij ij ij ij
h h

N d M d i j s
− −

β = σ β ξ β = σ β ξ ξ = β ξ   

 ( ) ( )
/2 /2

2

/2 /2

,  .
h h

h h

N d M dρ ρ

− −

β = ρ ξ β = ρξ ξ   (6) 

 
2. Кинематические и физические  
соотношения для заполнителя 

 
Определяющая система уравнений двумерных задач 

в плоской или обобщенной осесимметричной (с круче-
нием) постановке записывается в декартовой или цилин-
дрической системе эйлеровых координат , β, r z  ( Oz  – 
ось вращения) в текущей лагранжевой постановке [32]. 
В силу осевой симметрии или плоской постановки все 
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искомые функции зависят от радиальной и осевой коор-
динат и не зависят от окружной. 

Кинематические соотношения формулируются в 
скоростях и строятся в метрике текущего состояния, что 
позволяет учитывать большие формоизменения. Компо-
ненты тензоров скоростей деформаций (симметричной 
части градиента скорости перемещений)  ije  и скоростей 

вращения ωij  при учете равенства β θu r=   ( θ  – угол за-

кручивания по окружной координате β ) имеют вид: 

,rr r re u=  , 1
ββ re u r−=  , ,zz z ze u=  , 

 ( ), ,
1
2zr z r r ze u u= +   , β , 

1 θ
2r re r=  , β , 

1 θ
2z ze r=  ,  (7) 

( ), ,
1ω
2zr z r r zu u= −   , ( )β , 

1ω θ 2θ
2r rr= − +  , β , 

1ω θ
2z zr=  . 

Точка над переменной означает частную производ-
ную по времени, а символ после запятой – частную про-
изводную по соответствующей координате. В силу осе-
вой симметрии в выражениях для компонент тензоров 
скоростей вращения ωij  (последние три равенства в (7) 
полный угол поворота относительно оси Oz  не учитыва-
ется.  

Упругопластические свойства материалов описыва-
ются теорией течения с нелинейным изотропным упроч-
нением. Связь между компонентами девиатора скоро-
стей напряжений 'σ σ δij ij ijP= +    и упругими составляю-
щими компонент девиатора скоростей деформаций 

( )'
δ / 3e p

ij ij ij ije e e e= − −     осуществляется на основе обоб-

щенного закона Гука в метрике текущего состояния: 

( )''σ 2 ,  e
J ij ijD G e=    ' ' ' 'σ σ ω σ ω σJ ij ij ik kj jk ikD = − −  , 

 ,eP Ke= −      σ / 3, iiP = −     , 0e P
ii iie e e= =   , (8) 

где JD  – производная Яуманна, описывающая поворот 
частицы среды как жесткого целого; K , G – модули объ-
емного сжатия и сдвига; P  – давление; δij  – символ Кро-
некера. Скорости пластических деформаций определя-
ются ассоциированным законом течения: 

'λσP
ij ije =  , ( )' ' 22σ σ σ æ ,

3ij ij i=  ( )σ σ æi i= , 

 
0

2æ ,
3

t
P P
ij ije e dt=     (9) 

где ( )σ σ æi i=  – зависимость интенсивности напряже-
ний от параметра Одквиста æ  при монотонном нагруже-
нии (истинная диаграмма деформирования материала). 

 

3. Уравнения движения оболочки  
с заполнителем с учетом контактного  
взаимодействия 

 
Вариационные уравнения движения элементов кон-

струкции (как оболочек, так и заполнителя) редуциру-
ются из трехмерного уравнения баланса виртуальных 
мощностей работы механики сплошных сред: 

1

 0.
k k pk qk

K

ij ij i i i i i i
k V V S S

e dV u u dV p u ds q u ds
=

 
 σ δ + ρ δ − δ − δ =
 
 

        (10) 

Здесь kV  – объем, занимаемый k-м элементом кон-
струкции (исследуемая область); K  – количество эле-
ментов конструкций;  pkS – зона действия внешнего дав-

ления; qkS  – поверхность контакта; iu , iu  – компоненты 
векторов скорости перемещения и ускорения в общей си-
стеме координат; ijσ  и ije  – компоненты тензоров напря-
жений Коши и скорости деформаций (симметричной ча-
сти градиента скорости перемещений); ρ  – плотность; 

iq  – контактное давление; ip  – распределенная 
нагрузка; ijeδ  , iuδ   – вариации ije , iu  (на поверхности с 
заданными кинематическими граничными условиями 

0iuδ = ); , , , i j r z= β , точка над символом означает част-
ную производную по времени t ; по повторяющимся ин-
дексам ведется суммирование. 

Вариационные уравнения движения оболочки выво-
дятся из общего уравнения динамики (10) с учетом при-
нятых гипотез теории оболочек (1)–(6): 

( ) ( ){
( )

( ) ( )
( )
( ) }

, , ,
0

1 2
,

2

1

L

s r ss z r s s z ss r z s s s

ss s r r r r

z z z z

s z

s z

N N u N N u vrN u

M u vr N N u vru p q u

N u p q u v r N u q u

N vr M M u u

v N M M u u rds

ξ ξ β β

−
ϕ ββ ρ β

ρ ρ β β β β

−
ξ ββ ρ ϕ ϕ

βξ β ρ β β

ψ + ψ δ + ψ − ψ δ + δ +

 + δ + + − − − δ + 

+ − − δ + − ρ − δ +

+ + ψ + δ +

+ − ψ + δ −

   

   

   

 

 

 

 ( )
0,

ν 0.r r z z s s L
r P u P u P u T uβ β ϕ =
 − δ + δ + δ + δ =       (11) 

Здесь  ν  – параметр симметрии ( ν 0=  – плоская де-
формация, ν 1=  – обобщенная осесимметричная дефор-
мация с кручением); ( ),su s t , ( ),u s tξ  – скорости переме-
щений срединной поверхности в направлении касатель-
ной и нормали; ( ),u s tϕ  – угловая скорость поворота 
поперечных сечений в плоскости меридионального сече-
ния; ( ),u s tβ  – угловая скорость поворота относительно 

оси вращения; iq  – контактное давление; ip  – распреде-
ленная нагрузка; ijN , ijM  – внутренние усилия и мо-
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менты; M ρ , Jρ  – масса и момент инерции; iP  и sT  – 
внешние усилия и изгибающий момент. 

Вариационные уравнения движения сплошной 
среды (заполнителя) выводятся из общего уравнения ди-
намики (11) с учетом соотношений Коши и условий 
плоского деформированного состояния или обобщенной 
осесимметричной деформации с кручением (7)–(9): 

ββ

Ω

σ σδ δ δ σσ σ ν δ δrrr r z rz
rr rz r z

v v v v v
r z r r r

 − ∂ ∂ ∂  + + − + +   ∂ ∂ ∂   


      

( )2
β β β

δ δθ δθσ ν ρ ν δθ δ  Ωz
zz r z r r z z

v w v w r w v d
z r z

 ∂ ∂ ∂ + + σ + σ + δ + + − ∂ ∂ ∂   

     

( )2
βδ ν δθ δ

p

r r z z
S

p v p r p v dS− + + −    

 ( )2
βδ ν δθ δ 0.

q

r r z z
S

q v q r q v dS− + + =    (12) 

Здесь Ω  – площадь, занимаемая меридиональным 
сечением заполнителя;  pS – зона действия внешнего дав-

ления; qS  – зона контактного взаимодействия; iu , iu  – 
компоненты векторов скорости перемещения и ускоре-
ния в общей системе координат; ijσ  и ije  – компоненты 
тензоров напряжений Коши и скорости деформаций 
(симметричной части градиента скорости перемещений); 
ρ  – плотность; iq  – контактное давление; ip  – распре-
деленная нагрузка; ijeδ  , iuδ   – вариации ije , iu  (на по-
верхности с заданными кинематическими граничными 
условиями 0iuδ = ); ν  – параметр симметрии ( ν 0=  – 
плоская деформация, ν 1=  – обобщенная осесимметричная 
деформация с кручением), функции ( )ν

α α  α ,v r u r z= =  , 

и 1
βθ νr u−=   введены в задаче с осевой симметрией для  

устранения особенности численного решения на оси вра-
щения. 

Определяющая система уравнений (1)–(12) дополня-
ется начальными и кинематическими граничными усло-
виями. Для ее решения применяется вариационно-раз-
ностный метод и явная схема интегрирования по вре-
мени типа «крест».  

Скорости перемещений и перемещения узлов раз-
ностной сетки заполнителя и срединной поверхности 
оболочки определяются по рекуррентным соотноше-
ниям: 

( )
1/2

1/2 1/2 Ф ,
Ф

k
k k k k k

k
tu u q p

+
+ −

α α α α α
ζ

Δ= + + +   

 1 1/2 1
 ,  k k k ku u u t+ + +

α α α= + Δ  (13) 

где для оболочки , , ,r zα = ϕ β , для массивного тела 
, ,r zα = β , Ф ,  Фα ζ  – обобщенные узловые силы и масса 

или момент инерции. 

Взаимодействие элементов конструкции (оболочки и 
заполнителя) обеспечивается дополнительными кинема-
тическими и статическими условиями на контактных по-
верхностях. Полагается, что у массивных тел контакт-
ными границами являются части контура, а у оболочек – 
части срединной поверхности. Компоненты контактного 
давления ( ) , ,q r zα α = β , положение и конфигурация 
контактных поверхностей в общем случае заранее неиз-
вестны и определяются в ходе решения задачи. 

Моделирование контактного взаимодействия обо-
лочки и заполнителя основано на условии непроникания 
по нормали и проскальзывания по касательной [34; 35; 
37]. На участке контакта вводится местный базис ( ), ,s ξ β
. Здесь s  – направление касательной, ξ  – нормали к по-
верхности, β  – окружная координата (совпадает с 
окружной координатой общего базиса в цилиндрической 
системе координат). Усилие по нормали определяется из 
условия непроникания, а касательные усилия полага-
ются равными нулю: 

' '' 0, 0 
     '  

' '' , 0
u u q

q q
q q q q

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ ξ

= ≥  = = = − <  

 
 

 ''' ,  ' 0, ,u u q q sα α α α≠ = = α = β′′  . (14) 

Функции со штрихом относятся к контактирующей 
поверхности оболочки, а с двумя штрихами – заполни-
теля. Условия непроникания (14) выполняются только в 
активной фазе контактного взаимодействия. При нару-
шении контакта они заменяются условиями на свобод-
ной поверхности. 

Для вычисления контактных давлений вариационное 
уравнение движения контактных границ записывается 
в местном базисе ( ), ,s ξ β . Сначала по известному на мо-

мент времени kt t=  распределению параметров напря-
женно-деформированного состояния для узлов разност-
ной сетки обеих контактных границ находятся скорости 
перемещений 1/2ku +

ξ  и перемещения 1ku +
ξ  по нормали по 

рекуррентным соотношениям (13) ( )α = ξ  без учета кон-

тактного взаимодействия ( )0qξ = . По перехлесту сеток 

определяется зона контакта. Если перехлест сеток для уз-
лов отсутствует, то полученное решение является для 
них истинным. В противном случае определяется кон-
тактное давление, исходя из условий (13) и (14): 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

1/2 1/2'' ' '' '

1/2 '' '
1

' ''

Ф Ф

Ф Ф
.

1 1
Ф Ф

k k k k

k k k

M Mk
k

M M

u u

t
q

+ +

ξ ξ ξ ξ
+

+
ξ

−
+ −

Δ
=

 
+ 

 

 

 (15) 

Нормальные контактные давления, вычисленные 
в местном базисе по формуле (15), перепроецируются из 
местного базиса в общий. Затем осуществляется расчет 
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скоростей перемещений 1/2ku +
α  и перемещений 1ku +

α  обо-

лочки ( ), , ,r zα = ϕ β  и заполнителя ( ), ,r zα = β  по стан-
дартной вычислительной схеме (13) с учетом контакт-
ных давлений. 

Разработанный подход позволяет моделировать не-
линейное докритическое деформирование оболочек вра-
щения с упругим заполнителем, определять предельные 
нагрузки в широком диапазоне скоростей нагружения 
с учетом геометрических несовершенств формы, иссле-
довать процессы потери устойчивости по осесимметрич-
ным и неосесимметричным формам при динамических 
и квазистатических комбинированных нагружениях 
в условиях плоской и осесимметричной деформации. 

 
4. Результаты численного моделирования 

 
С применением разработанной методики исследо-

вана задача деформирования и потери устойчивости 
стальных цилиндрических оболочек с упругим заполни-
телем при равномерном внешнем давлении. Толщина 
оболочки 0 1h =  мм, радиус 0 14,5R =  мм. Материал обо-
лочки – сталь Х18Н10Т с механическими характеристи-
ками: модуль упругости 52,1 10E = ⋅  МПа, коэффициент 

Пуассона 0,3μ = , плотность 37,8 10ρ = ⋅  кг/м3, диа-
грамма деформирования материала приведена в [2].  

Результаты численного исследования сопоставля-
лись с расчетами, выполненными с применением двух 
других численных подходов.  

Первый подход основан на полномасштабном моде-
лировании процесса деформирования и оболочки и за-
полнителя в рамках механики сплошных сред [32; 34; 
35]. Для описания формоизменения элемента сплошной 
среды кинематические соотношения формулируются в 
скоростях и строятся в метрике текущего состояния (7). 
Упругопластические свойства материала оболочки опи-
сываются теорией течения с нелинейным изотропным 
упрочнением (8), (9). Материал заполнителя полагается 
линейно упругим. Вариационные уравнения движения 
оболочки и заполнителя (12) следуют из уравнения ба-
ланса виртуальных мощностей (12). Контактные усилия 
определяются в ходе решения задачи исходя из условий 
непроникания по нормали и свободного проскальзыва-
ния вдоль касательной. Условия непроникания выполня-
ются только в активной фазе контактного взаимодей-
ствия, при нарушении контакта они заменяются услови-
ями на свободной поверхности (14), (15). 

Во втором подходе применяется упрощенная поста-
новка, в которой деформирование оболочки моделиру-
ется согласно гипотезам теории непологих оболочек 
типа Тимошенко с учетом геометрических нелинейно-
стей [28–31], а заполнитель – гипотезе основания Вин-
клера [31; 37]. Кинематические соотношения записыва-
ются в скоростях и формулируются в метрике актуаль-
ного состояния (1), (2). Физические соотношения 
материала оболочки учитываются теорией течения 

с нелинейным изотропным упрочнением (3), (4). Уравне-
ния динамики оболочки (11) выводятся из уравнения ба-
ланса виртуальных мощностей работы (10). Контактное 
взаимодействие оболочки и деформируемого заполни-
теля моделируется из условий непроникания по нормали 
и свободного проскальзывания вдоль касательной (14). 
Полагается, что контактное давление в области взаимо-
действия оболочки с заполнителем пропорционально 
прогибу оболочки с коэффициентом постели , т.е. при-
нимается гипотеза Винклера [31; 37]. 

Представленную в данной статье методику (1)–(15) 
для краткости изложения будем называть третьим под-
ходом. 

Полагалось, что оболочка и заполнитель находятся в 
условиях плоского деформированного состояния. Рас-
четная область представляет собой поперечное сечение 
оболочки с заполнителем. В случае моделирования за-
полнителя основанием Винклера (второй подход) зада-
вались значения коэффициента постели: γ 3000= , 5000, 
7000 и 10 000 МПа/м. Для расчетов по второму и треть-
ему подходу (заполнитель – сплошная среда) для каж-
дого коэффициента постели задавались: плотность 

3 ,40 кг/мρ =   коэффициент Пуассона 0,3,μ =  три вари-
анта начальной толщины заполнителя 0H = 3, 8 и 13 мм. 
Для каждой толщины заполнителя вычислялся модуль 
упругости согласно формуле ( )( )2

0/ 1 2E Hγ = − ν  [19].  

Внешнее давление монотонно возрастает по линей-
ному закону от времени: 0p p t= . В расчетах задавалось 
три варианта параметра скорости нагружения 0p : 50; 
5000 и 50 000 МПа/с. Во втором и третьем подходах на 
внутренней поверхности заполнителя задавался запрет 
перемещений по нормали. Начальные несовершенства 
оболочки (отклонение поперечного сечения от круглой 
формы) моделировались начальной погибью срединной 
поверхности с относительной амплитудой 51 10A −= ⋅ : 

0 0cos , 2,3, , 0 2R Ah n nΔ = β = … ≤ β ≤ π . 
На рис. 2 приведены расчетные зависимости относи-

тельного среднего прогиба ŵ  от внешнего давления p . 
Относительный средний прогиб оболочки определялся 
по формуле: 

( )
01

1 ,   ,ˆ
L

i
i

ww u w
L hξ

=

= = −  

где w  – средний прогиб, L  – количество узлов разност-
ной сетки в окружном направлении, где ( )i

uξ  – прогиб 

(перемещение по нормали) i-го узла расчетной сетки, по-
крывающей срединную линию оболочки.  

В качестве критерия потери устойчивости оболочки 
примем резкий рост относительного среднего прогиба ŵ . 
Первый докритический безмоментный этап деформиро-
вания оболочки характеризуется линейным ростом отно-
сительного среднего прогиба ŵ . Второй закритический 

γ
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этап деформирования проявляется резким ростом отно-
сительного среднего прогиба ŵ , так что графики зави-
симостей среднего прогиба ŵ  от давления p  близки 
к двухзвенным ломаным (см. рис. 2). Величину внеш-
него давления *p , при которой происходит излом кри-
вых, будем называть предельным давлением. Критиче-
ское давление, которое определяется как собственное 
значение, и предельное давление могут различаться при 
динамическом нагружении. 

В первом [31] и третьем подходах расхождение вели-
чин предельного давления *p  для каждого фиксирован-
ного значения коэффициента постели γ  и различных 

начальных толщинах заполнителя 0 0 3,13H h =  не пре-
вышает 1 %, поэтому для расчетов с этими подходами 
все графики приводятся для расчетов с 0H =  8 мм. 

Из рис. (2, a) видно, что для пустотелой оболочки 
при динамическом нагружении величина предельного 
давления р* увеличилась на 12 % по сравнению с квази-
статическим. C увеличением жесткости заполнителя γ 
уменьшается влияние скорости нагружения р0 на пре-
дельное давление р* (см. рис. 2, b–c). На рис. 3 приведены 
эти же зависимости при квазистатическом (см. рис. 2, a) 
и динамическом (р0 = 5000 МПа/с) (см. рис. 2, b) нагру-
жениях. При квазистатическом нагружении жесткость 
заполнителя существенно влияет на предельное давле-
ние р*. Разброс значений р* составляет около 20 % (см. 
рис. 3, a). При динамическом нагружении предельные 
давления р* практически совпадают (см. рис. 3, b). Уве-
личение жесткости заполнителя, так же, как и увеличе-
ние скорости нагружения приводят к увеличению пре-
дельного давления р*, поскольку и заполнитель, и силы 
инерции оказывают поддерживающий эффект. 

 
 

 

a        b 

 

c        d 

Рис. 2. Зависимости относительного среднего прогиба от давления: коэффициент постели: γ = 0 (a), 3000 (b), 7000 (c) и 10 000 (d) 
МПа/м; первый подход – пунктирные линии, второй подход – точки, третий подход – сплошные линии; параметр скорости  

нагружения р0: 50 (красные кривые); 5000 (зеленые кривые) и 50 000 (черные кривые) МПа/с 

Fig. 2. Dependence of the relative average deflection on pressure: bed coefficient: γ = 0 (a), 3000 (b), 7000 (c) and 10 000 (d);  
first approach is shown with dotted lines, second approach is shown in dots, third approach is shown in solid lines; loading speed  

parameter р0: 50 (red curves); 5,000 (green curves) and 50,000 (black curves) MPa/s 
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a         b 

Рис. 3. Зависимости относительного среднего прогиба от давления: коэффициент постели: γ = 0 (красные), 3000 (зеленые),  
7000 (синие) и 10 000 (черные) МПа/м; первый подход – пунктирные линии, второй подход – точки, третий подход – сплошные  
                                                           линии; параметр скорости нагружения р0: 50 (a) и 50 000 (b) МПа/с 

Fig. 3. Dependence of the relative average deflection on pressure: bed coefficient: γ = 0 (red), 3000 (green), 7000 (blue) and 10,000 (black) MPa/m; 
first approach is shown in dotted lines, second approach is shown in dots, third approach is shown in solid lines; loading rate parameter р0: 
                                                                                                50 (a) and 50,000 (b) MPa/s 

   

a b c 

   

d e f 

 

 

 

 

 

 

g h i 

Рис. 4. Формы потери устойчивости оболочек с заполнителем (γ = 3000 МПа/м), первый подход – a–c, второй подход – d–f,  
третий подход – g–i; параметр скорости нагружения р0: 50 (a, d, g), 5000 (b, e, h) и 50000 (c, f, j) МПа/с 

Fig. 4. Buckling modes of shells with filler (γ = 3000 MPa/m), first approach (a–c), second approach (d–f), third approach (g–i);  
loading rate parameter р0: 50 (a, d, g), 5,000 (b, e, h) and 50,000 (c, f, j) MPa/s 
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С увеличением скорости нагружения и жесткости 
упругого заполнителя наблюдается рост номеров преоб-
ладающих форм потери устойчивости, имеющих 
наибольшую скорость роста. Пустотелые оболочки 
в проведенных расчетах теряли устойчивость по второй 
форме. На рис. 4 приведены формы потери устойчивости 
оболочки, полученные в расчетах по трем подходам, ко-
эффициент постели γ = 3000. Для первого подхода при-
ведены расчетные сетки оболочки и заполнителя после 
потери устойчивости (а–с). Для второго подхода крас-
ными линиями приведены срединные линии оболочек 
после потери устойчивости, черными – ее начальная 
форма (d–f). Для третьего подхода приведена расчетная 
сетка заполнителя и срединные линии оболочек (g–i). 
Потеря устойчивости оболочки с заполнителем (коэффи-
циент постели γ = 3000) в расчетах с параметром скоро-
сти нагружения p0 = 50 МПа/с происходит по второй или 
третьей форме (a, d, g), p0 = 5000 МПа/с – по третьей (b, e, 
h) и p0 = 5000 МПа/с (c, f, j) – по смешанной форме более 
высокого порядка. 

 
Заключение 

 
Представлен подход к описанию контактного взаи-

модействия упругопластических оболочек вращения с 
упругим заполнителем при статических и динамических 
осесимметричных нагружениях с кручением. Приво-
дится сопоставление результатов численного решения 
задачи о нагружении равномерным внешним давлением 
упругопластических пустотелых и заполненных упругой 

средой оболочек (R/h =14,5) с расчетами по двум другим 
подходам, разработанным авторами ранее. Результаты 
расчетов по всем трем подходам хорошо согласуются 
друг с другом как по закритическому формообразова-
нию, так и по величине предельного давления. 

Увеличение жесткости заполнителя, так же, как и уве-
личение скорости нагружения, приводят к увеличению пре-
дельного давления р*, поскольку и заполнитель, и силы 
инерции оказывают поддерживающий эффект. При этом 
наблюдается рост номеров преобладающих форм потери 
устойчивости, имеющих наибольшую скорость роста. 

Преимуществом второго и третьего подхода явля-
ется значительное сокращение времени расчета по срав-
нению с первым подходом. Среднее время расчета од-
ного варианта при квазистатическом нагружении на ком-
пьютере с процессором 4,39 ГГц с применением первого 
подхода составляет около 18 ч, второго подхода – около 
10 мин, третьего – около 8 ч. Данные подходы позволяют 
исследовать предельные нагрузки и формы потери 
устойчивости оболочек, а также закритическое поведе-
ние оболочек с учетом начальных геометрических несо-
вершенств, контактного взаимодействия и отрыва от за-
полнителя. Было показано, что применение модели осно-
вания Винклера в задачах контактного взаимодействия 
осесимметричных упругопластических оболочек с упру-
гим заполнителем при внешнем давлении как при низ-
ких, так и при локальных формах потери устойчивости 
является обоснованным [31]. Однако условие примени-
мости второго подхода необходимо оценивать для каж-
дой конкретной задачи. 
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