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А.Г. Князева 

Институт физики прочности и материаловедения СО РАН, Томск, Российская Федерация 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 03 сентября 2023 г. 
Одобрена: 06 декабря 2023 г. 
Принята к публикации:  
12 марта 2024 г.  

 Среди современных комбинированных лазерных и электронно-лучевых технологий 
особое место занимают те, в которых формирование состава происходит непосредственно
в процессе создания изделия или синтеза покрытия. В настоящей работе построена связан-
ная модель синтеза покрытия на подложке. При построении модели осуществлен последо-
вательный переход от трехмерной модели процесса синтеза покрытия на подложке к одно-
мерной, которая полезна для качественного анализа. Одномерная модель учитывает основ-
ные физические особенности, протекающие при синтезе композита на подложке, а также 
связанный характер теплопереноса и деформирования одновременно с учетом различия
теплофизических и механических свойств разных материалов. При построении промежуточ-
ного аналитического решения принято, что система «подложка – покрытие» находится 
в плоском напряженном состоянии. В результате получены явные выражения для компо-
нент тензоров напряжений и деформаций, связанных с изменением температуры и состава.
С помощью полученного аналитического решения термокинетическая часть задачи моди-
фицирована и приведена к более удобному виду. Далее использован  опыт, накопленный
в области макрокинетики, позволяющий подойти к  моделированию процессов создания но-
вых материалов (например, интерметаллидных или металломатричных композитов) в со-
временных технологиях с точки зрения управления процессами фазообразования в зоне
реакции подвижным внешним воздействием. При переходе к безразмерным переменным
выявлены комплексы и параметры, представляющие собой отношения характерных мас-
штабов разных процессов. Параметрическое исследование модели позволило установить
интересные качественные эффекты. Продемонстрировано, что квазистационарный режим
сопровождается физико-химическими процессами в области, которую покинул лазерный 
луч, благодаря накопившемуся в материалах теплу. Показано, что учет связанного харак-
тера разных процессов существенно влияет на динамику синтеза и параметры квазистаци-
онарного режима. 
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 Among modern combined laser and electron-beam technologies, special attention is paid to
those in which composition formation takes place directly in the process of product creation or
coating synthesis. In the present work, a coupled model of coating synthesis on a substrate is 
constructed. When building the model, a sequential transition was carried out from a three-dimen-
sional model of the coating synthesis process on the substrate to a one-dimensional model, which 
is useful for qualitative analysis. The one-dimensional model takes into account the main physical
features of the physical and chemical processes during the synthesis, as well as the coupled nature
of the heat transfer and deformation at the same time taking into account the differences in ther-
mophysical and mechanical properties of different materials. When constructing the intermediate
analytical solution, it is assumed that the system "substrate-coating" is in a plane stress state. As
a result, explicit expressions for the components of stress and strain tensors connected with
changes in temperature and composition are obtained. With the help of the obtained analytical
solution, the thermokinetic part of the problem is modified and reduced to a more convenient form.
Further, the experience accumulated in the field of macrokinetics is used, which allows us to model
the processes of creating new materials (e.g., intermetallic or metal matrix composites) in modern
technologies from the point of view of controlling the processes of phase formation in the reaction 
zone by a moving external source. The transition to dimensionless variables revealed complexes
and parameters representing relations of characteristic scales of different processes. The para-
metric study of the model allowed us to establish interesting qualitative effects. It is demonstrated
that the quasi-stationary regime is accompanied by physical and chemical processes in the region,
which the laser beam had left, due to the heat accumulated in the materials. It is shown that the
coupled nature of different processes significantly affects the dynamics of synthesis and the pa-
rameters of the quasi-stationary regime. 
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Введение 

 
Среди современных комбинированных лазерных 

и электронно-лучевых технологий [1–6] особое место 
занимают те, в которых формирование состава проис-
ходит непосредственно в процессе создания изделия 
или синтеза покрытия [7–10]. «Предсказание» измене-
ния состава на основе равновесной термодинамики или 
по расчетам поля температуры не учитывает особенно-
стей технологий и взаимовлияния процессов разной фи-
зической природы, даже если при этом используются 
современные методы [11–15], требующие много ин-
формации о свойствах (точность определения которых 
невелика) и содержащие множество параметров с не-
четко определенным смыслом. Исследование взаимо-
связи «процесс – структура – свойства» на основе моде-
лей разного уровня детальности [16–19] и остаточных 
напряжений [20–22] в большинстве работ основано на 
последовательном подходе к моделированию процес-
сов разной природы: при моделировании формирова-
ния структуры и напряжений используются данные, по-
лученные при решении теплофизических задач, – поля 
температуры, типичные термические циклы и др. Вли-
яние изменяющихся в динамике структуры и состава на 
свойства, температуру и сопутствующие напряжения 
анализируется редко. В работах типа [23; 24] формиро-
вание структуры при аддитивном производстве 

связывается с термогидродинамическими процессами 
в ванне расплава. Независимо рассчитанную динамику 
поля температуры в [25; 26] используют для прогнози-
рования эволюции зеренной структуры. Авторы [27] 
в трехмерной термомеханической модели учитывают 
вклад мартенситного превращения в полный тензор де-
формаций, а также зависимость свойств материала от 
температуры и истории изменения фазового состояния. 
Остаточные напряжения для однопроходной и много-
проходной наплавки авторы [28] рассчитывали на ос-
нове решения задачи теплопроводности и геометриче-
ской модели наплавленного объекта. Термодинамиче-
ски обоснованная взаимообусловленность процессов 
разной физической природы в подобных исследованиях 
не анализируется.  

К моделированию процессов создания новых мате-
риалов (например, интерметаллидных или металломат-
ричных композитов) в лазерных и электронно-лучевых 
технологиях можно подойти с точки зрения управления 
процессами фазообразования в зоне реакции подвижным 
внешним воздействием. Для этого потребуется опыт, 
накопленный в области теории горения и взрыва [29] 
и в области моделирования химико-технологических 
процессов [30]. Модели лазерной термохимии [31; 32] 
также полезны для анализа качественных эффектов. 
В литературе имеются работы, применимые к анализу 
управления физико-химическими процессами лазерным 
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воздействием и основанные на классических подходах. 
Например, в [33] найдены стационарные решения одно-
мерной модели распространения фронта экзотермиче-
ской реакции при дополнительном нагреве лазерным ис-
точником тепла. Авторы указывают, что несамостоя-
тельные устойчивые режимы распространения фронта 
возможны не только при больших, но и при малых ско-
ростях движения лазера. В статье [34] анализируется воз-
можность управления реакциями в проточном реакторе 
за счет селективного действия лазерного излучения. 
Инициирование реакций самораспространяющегося вы-
сокотемпературного синтеза (СВС) в бинарных порош-
ковых смесях импульсом лазерного излучения обсужда-
ется в [35], где предлагается единый механизм, включа-
ющий формирование очага реакции. Газолазерная резка, 
которая сопровождается экзотермической реакцией 
окисления, анализируется в [36] подобно диффузионным 
режимам горения. Модель управления реакциями СВС 
подвижным лазерным источником в приближении сум-
марной твердофазной реакции предложена в [37]. Пожа-
луй, это – одна из первых работ, где речь идет о модели-
ровании создания изделий в комбинированной техноло-
гии селективного лазерного спекания, совмещенной 
с СВС. В связанных моделях [38–40] классические под-
ходы позволяют отказаться от учета деталей [41], роль 
которых оказывается незначительной для выявления ка-
чественных эффектов, и выявить безразмерные ком-
плексы и критерии, которые могут быть полезными для 
обработки эксперимента и оптимизации технологий. 

Цель настоящей работы состоит в построении одно-
мерной связанной модели синтеза покрытия на под-
ложке, параметрическое исследование которой позволит 
выявить наиболее интересные качественные эффекты. 

 
1. Физическая постановка задачи 

 
Предполагается, что реакционный слой, свободно 

расположенный на подложке (рис. 1, а), находится 
в условиях плоского напряженного состояния  

 0zzσ = . (1) 

В этом случае 

 0zz xy xz yzσ = σ = σ = σ =  (2) 

 
0
0

0 0

xx xy

yx yy

zz

ε ε
ε ε

ε
 (3) 

По поверхности реагента по некоторой заданной тра-
ектории бежит лазерный луч. Особенностям описания 
формы источников тепла, связанных с лазером, посвя-
щены специальные исследования [42–44]. Поскольку в 
общем случае лазерное излучение поглощается не 
только на поверхности, но и в объеме порошка, а погло-
щение лазерного излучения можно описать законом, по 
форме совпадающим с законом Ламберта – Бугера [45], 
то плотность объемного источника тепла в выбранной 
системе координат представим в виде 

( )

( ) ( ) ( )

0

22
0 ,0 ,

2 2

1

exp ,

ext L L
L

L yL x
L S R

x y

W
W f

kS

y y V tx x V t
h h z

R R

= − σ ×

 − −− − × − − − σ + −
 
 

 

где 0W  – мощность лазерного излучения, LS  – эффектив-
ная площадь пятна нагрева, определяемая формой луча 
лазера с главными радиусами кривизны xR , yR ; ,L xV , 

,L yV  – компоненты вектора скорости луча лазера (в ре-
альной ситуации луч сканирует относительно заданного 
положения, а движется манипулятор или подложка с рас-
положенным на ней реагентом); 0x , 0y  – начальное поло-
жение источника на поверхности реагента; Lσ  – показа-
тель поглощения в законе Ламберта – Бугера; Lf  – коэф-
фициент отражения лазерного излучения. При высоких 
частотах сканирования лазерный источник можно заме-
нить эффективным источником тепла, форма которого 
зависит от вида развертки луча лазера [46].  
 
2. Основные уравнения 

 
Для того чтобы учесть в модели управляемого син-

теза покрытия свойства подложки или окружающих 
слоев и одновременно характер напряженно-деформиро-
ванного состояния, будем исходить из трехмерных урав-
нений теплопроводности и уравнений движения, спра-
ведливые как для покрытия, так и для подложки, и свой-
ства которых различны. Уравнение теплопроводности 

 

  
а b 

Рис. 1. Пояснение к постановке задачи: а – трехмерный объект; b – переход к одномерной модели 

Fig. 1. Explanation of the problem formulation: а – three-dimensional object; b – transition to one-dimensional model 
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2 2 2

2 2 2 3 kk
T ch ext T

ddT T T Tc W W K T
dt dtx y zε

  ε∂ ∂ ∂ρ = λ + + + + − α ∂ ∂ ∂ 
 (4) 

включает источник химического тепловыделения chW  
(первое слагаемое после скобок справа) и источник тепла 
вследствие внешнего нагрева extW  (следующее слагае-
мое справа), так как в общем случае поглощение энергии 
лазера или электронного луча происходит в объеме ма-
териала. Последнее слагаемое справа в (4) отражает свя-
занный характер процессов переноса тепла и деформи-
рования.  

В (4) приняты следующие обозначения: T  – темпе-
ратура; , ,x y z – пространственные координаты, t  – 
время; ρ  – плотность; cε  – теплоемкость при постоян-
ной деформации; Tλ  – эффективный коэффициент теп-
лопроводности; K  – изотермический модуль всесторон-
него сжатия; Tα  – линейный коэффициент теплового 
расширения. Свойства каждого слоя считаем некото-
рыми средними (эффективными) и не зависящими от 
температуры. Другие обозначения: 11 22 33kkε = ε + ε + ε  – 
первый инвариант тензора деформаций с компонен-
тами ijε ; ... ... ... ...x y zd... dt t V x V y V z= ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ + ∂ ∂ ; 

, ,x y zV V V  – компоненты вектора скорости, связанные 
с компонентами тензора деформаций соотношениями 

xx xd V
dt x
ε ∂

=
∂

; yy yd V
dt y
ε ∂

=
∂

; 1
2

xy yxd VV
dt y x
ε ∂ ∂

= + ∂ ∂ 
 и т.д. (5) 

Чтобы охарактеризовать напряженно-деформирован-
ное состояние подложки с синтезируемым покрытием, 
в общем случае нам требуются уравнения движения 

xyxx xz xdV
x y z dt

∂σ∂σ ∂σ
+ + = ρ

∂ ∂ ∂
; 

 yx yy yz ydV
x y z dt

∂σ ∂σ ∂σ
+ + = ρ

∂ ∂ ∂
;  (6) 

zyzx zz zdV
x y z dt

∂σ∂σ ∂σ
+ + = ρ

∂ ∂ ∂  
и определяющие соотношения, в качестве которых ис-
пользуем обобщенные соотношения Дюамеля – Неймана 

 2ij ij kk
ij

d d d dwK
dt dt dt dt
σ ε ε = μ + δ λ −  

, (7) 

где w  – в общем случае функция концентраций и темпе-
ратуры: 

 ( ) ( )0 0
1

3
n

T k k k
k

w T T
=

 
= α − + α η − η 

 
 , (8) 

kη  – массовые концентрации компонентов, kα  – коэф-
фициенты концентрационного расширения; индекс «0» 

относится к недеформированному состоянию; n  – число 
компонентов смеси в покрытии (элементов и соедине-
ний); ijδ  – символ Кронекера 

1,  если i j;
0,если i j.

ij

ij

δ = =
δ = ≠

 

Второе слагаемое в (8) зависит от формулировки 
и способа решения кинетической задачи. 

Уравнение неразрывности представим в виде 

 0yx zVV Vd
dt x y z

∂ ∂ ∂ρ + ρ + + = ∂ ∂ ∂ 
. (9) 

Уравнения (4), (6) и (9) справедливы для сред с лю-
быми реологическими свойствами. Однако в случае вяз-
ких сред в уравнении теплопроводности появится еще 
одно слагаемое, связанное с диссипацией энергии. 

В приближении малых деформаций соотношения (7) 
эквивалентны соотношениям  

 [ ]2ij ij ij kk Kwσ = με + δ λε −  (10) 

или 

( ) ( )( ) ( )1 1 2 1 3 1 2ij ij ij kk
E E E w

 νσ = ε + δ ε − + ν − ν + ν − ν  
, 

где , , ,i j x y z= ; ,λ μ  – коэффициенты Ламе, 2
3

K = λ + μ  – 

модуль всестороннего сжатия, связанные с техниче-
скими характеристиками (модулем упругости E и коэф-
фициентом Пуассона )ν  соотношениями 

   
( )

,
3 1 2

EK =
− ν

 
( )( )1 1 2

Eνλ =
+ ν − ν

, 
( )2 1

Eμ =
+ ν

. (11) 

Если в подложке химических реакций нет, то в ней  

( )S 03 T,Sw T T= α − . 

В покрытии в общем случае имеем  

( ) ( )0 03R T,R k k k
k

w T T
 

= α − + α η − η 
 

 . 

Здесь и далее индекс «S» относится к подложке 
(Substrate), индекс «R» относится к покрытию (Reagent). 

Для физико-химических процессов, протекающих 
преимущественно в твердой фазе, плавление порошка и 
изменение пористости (если речь идет о синтезе матери-
ала в слое порошка) явно можно не учитывать. Однако в 
некоторых случаях их учет может быть важен [47–49]. 

Граничные условия на торцах 0; xx x L= = ;  
0; yy y L= =  и на нижней поверхности подложки свя-

заны с потерями тепла излучением и/или конвекцией. 
Например, для 0x =  имеем 
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 ( ) ( )4 4
0T L e L w

T T T T T
x

∂λ = α − + σ ε −
∂

, (12) 

где eT  – температура окружающей среды; wT  – темпера-
тура стенок вакуумной камеры (если процесс осуществ-
ляется в камере); Lα  – коэффициент теплоотдачи; Lε  – 
степень черноты поверхности; 0σ  – постоянная Сте-
фана – Больцмана. 

Заметим, что при условии e WT T=  соотношение (12) 
можно представить в виде 

( )

( )( ) ( )2 2 2 2
0 , ,

T L e

L e e L eff e

T T T
x

T T T T T T

∂λ = α − +
∂

+ σ ε − + = α −
 

где 

( )( )2 2
, 0L eff L L e eT T T Tα = α + σ ε + + . 

Это довольно часто используется при моделирова-
нии с помощью коммерческих пакетов. 

Между покрытием и подложкой контакт считаем 
идеальным.  

Так как внешний источник тепла присутствует в объ-
еме, на поверхности покрытия условие будет аналогич-
ным (12). 

В начальный момент времени, 0t = , имеем: 

0 0; ; 0; 0k k ij ijT T η η= = σ = ε = . 

Если принять, что подложка, на которой расположен 
тонкий слой порошка, также является тонкой, то в про-
стейшем приближении можем принять, что все вели-
чины, которые будем использовать при теоретическом 
описании процесса синтеза, от координаты z не зависят. 
Однако материалы оказывают влияние друг на друга, что 
можно учесть с помощью осреднения. 

 
3. Переход к двумерной модели 

 
Проинтегрируем уравнения (4), (6) и (10) по коорди-

нате z (по толщинам подложки Sh  и покрытия Rh ). По-
лагаем, что внешней механической нагрузки нет. Так как 
слои суммарно тонкие, то, как указано выше, для си-
стемы в целом имеем плоское напряженное состояние. 
В результате интегрирования получим 

 
( )

( )

2 2

, 2 2

, 3 ;

T effeff

ext effR ch kk
T eff

S R S R

dT T Tc
dt x y

Wh W H d
K T

h h h h dt

ε
 ∂ ∂ρ = λ + + ∂ ∂ 

+ ε
+ + − α

+ +

 (13) 

xyxx x
eff

dV
x y dt

∂σ∂σ
+ = ρ

∂ ∂
; 

 yx yy y
eff

dV
x y dt

∂σ ∂σ
+ = ρ

∂ ∂
 (14) 

и 

2xx eff xx eff kk Kw σ = μ ε + λ ε −  , 

 2yy eff yy eff kk Kw σ = μ ε + λ ε −  , (15) 

0 2 eff zz eff kk Kw = μ ε + λ ε −  , 

2xy eff xyσ = μ ε , 

где для эффективных свойств введены обозначения 

S S R R
eff

S R

h h
h h

ρ + ρ
ρ =

+
, ( ) ( ) ( )S RS R

eff
S R

c h c h
c

h h
ε ε

ε

ρ + ρ
ρ =

+
; 

, ,
,

T S S T R R
T eff

S R

h h
h h

λ + λ
λ =

+
;  

 ( ) , ,S T S S R T R R
T eff

S R

K h K h
K

h h
α + α

α =
+

; (16) 

S S R R
eff

S R

h h
h h

λ + λ
λ =

+
 

S S R R
eff

S R

h h
h h

μ + μ
μ =

+
; 

( )S S S R R R

S R

K h w K h w
Kw

h h
+

=
+

. 

После интегрирования в уравнении теплопроводно-
сти появилось слагаемое 

( ) ( )4 4
0 0eff eff wH T T T T= α − + σ ε − , 

где effα  – эффективный коэффициент теплоотдачи в за-
коне Ньютона (характеризует суммарные потери тепла 
с поверхностей подложки и покрытия); effε  – характери-
зует суммарные свойства поверхностей, участвующих 
в лучистом теплообмене. 

Внешний источник тепла принимает вид 

( ) ( ) ( )

,

22
0 ,0 ,0

2 2

'1 exp ,

S R

S

h h

ext eff ext
h

L yL x
L

L x y

W W dz

y y V tx x V tW
f

kS R R

+

= =

 − −− − = − − −
 
 


 

где 
( )( )0 0' 1 exp L RW W h= − −σ . 

Если деформации малы, а силами инерции можно 
пренебречь, полные производные в (13) заменятся на 
частные, а вместо уравнений движения останутся урав-
нения равновесия (которые выполняются для средних 
напряжений). Уравнения примут вид 

 
( )

( )

2 2

, 2 2

, 3 ;

T effeff

ext effR ch kk
T eff

S R S R

T T Tc
t x y

Wh W H
K T

h h h h t

ε
 ∂ ∂ ∂ρ = λ + + ∂ ∂ ∂ 

+ ∂ε
+ + − α

+ + ∂

 (17) 
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0xyxx

x y
∂σ∂σ

+ =
∂ ∂

; 

 0yx yy

x y
∂σ ∂σ

+ =
∂ ∂

. (18) 

Дополнительным соотношением будет 

   

2 2

222

2 2

2

12 ,
2

xy xy
eff

y yyx xx
eff eff

x y x y

uu
x y y x y x

∂ σ ∂ ε
= μ =

∂ ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ε ∂ ∂ ε∂= μ + = μ +    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

  (19) 

где ,x yu u  – компоненты вектора перемещений. 
В результате полученную двумерную задачу можно 

решать численно методом, описанным, например, в [39; 
40]. Основное отличие от [39] состоит в появлении эф-
фективных свойств, зависящих от свойств материалов 
покрытия и подложки.  

Однако для качественного исследования роли под-
ложки задачу можно еще упростить. 

 
4. Простейший вариант модели 

 
Полагаем, что лазерный или электронный луч раз-

вернут в линию. В этом случае , 0L yV = ; ,L x LV V= , 

0xR R= , от координаты y все величины зависеть не будут 
(см. рис. 1, b), и уравнение теплопроводности примет вид 

( )

( )

2

, 2

, 3 ,

R ch
T effeff

S R

kk
ext eff T eff

h W HT Tc
t h hx

W K T
t

ε
+∂ ∂ρ = λ + +

∂ +∂
∂ε

+ − α
∂

 

где 

( ) ( )2
0

, 2
0

, exp L
ext eff eff

x x V t
W x t q

R

 + −
 = −
  

, 

( ) ( )
0 '1eff L

L S R

W
q f

k S h h
= −

′ +
. 

В этом случае имеем нормально-полосовой источник 
тепла. 

Учитывая (15), перепишем уравнения равновесия 
в деформациях 

( )
2

2

2
2 0

2
eff

eff eff xx
eff eff

Kw
x

μ ∂  λ + μ ε − = λ + μ ∂
: 

2

2 0yy
eff x

∂ ε
μ =

∂
, 

Из них следует 

 ( )2xx
eff eff

Kw
Ax Bε = + +

λ + μ
 (20) 

и 

 yy Cx Dε = + . (21) 

Далее находим оставшиеся величины: 

( )( ) ( )11
2zz yy xx

eff eff

Kw
ε = − − γ ε + ε +

λ + μ
; 

 ( )( ) ( )1 12xx eff eff effAx B Cx Dσ = γ λ + μ + + γ λ + ; (22) 

( )( )

( )

1

1

2

,

yy eff eff

eff
eff

eff eff

Cx D

Ax B Kw

σ = γ λ + μ + +

μ
+ γ λ + −

λ + μ

 

где ( )1

2
2
eff

eff eff

μ
γ =

λ + μ
. 

В этом случае  
2 0xy eff xyσ = μ ε = . 

Условия для нахождения постоянных интегрирова-
ния A, B, C, D записываем в интегральном виде  

x

0

0
L

xxdxσ = ; 
0

0
xL

yydxσ = ; 
0

0
xL

xx xdxσ = . 

Это дает четыре уравнения 

( )( ) ( )
x

1 1
0

2 0
L

eff eff effAx B Cx D dx γ λ + μ + + γ λ + =  , 

( )( ) ( )1 1
0

2 0
xL

eff
eff eff eff

eff eff

Cx D Ax B Kw dx
 μ

γ λ + μ + + γ λ + − = 
λ + μ  

 , 

( )( ) ( )
x

1 1
0

2 0
L

eff eff effAx B Cx D xdx γ λ + μ + + γ λ + =  , 

( )( ) ( )1 1
0

2 0
xL

eff
eff eff eff

eff eff

Cx D Ax B Kw xdx
 μ

γ λ + μ + + γ λ + − = 
λ + μ  

  

или 

( )
2 2 0

2
eff

x xeff eff

A B C D
L L

λ   
+ + + =   

λ + μ   
, 

( )

( )2 2
0

2 2
2

2 1 1 0,
2

x

eff

x xeff eff

L
eff eff

xeff eff

C D A B
L L

Kw dx
L

λ   
+ + + −   

λ + μ   

λ + μ
− =

λ + μ 
 

( )
3 1 3 1 0
2 22

eff

x xeff eff

A B C D
L L

λ   
+ + + =   

λ + μ   
, 

( )

( )2 3
0

3 1 3 1
2 22

2 1 3 0.
4

x

eff

x xeff eff

L
eff eff

xeff eff

C D A B
L L

Kw xdx
L

λ   
+ + + −   

λ + μ   

λ + μ
− =

λ + μ 
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Вводим обозначения 

( )2 2
0

2 1 1
2

xL
eff eff

xeff eff

M Kw dx
L

λ + μ
=

λ + μ  ; 

( )2 3
0

2 1 3
4

xL
eff eff

xeff eff

N Kw xdx
L

λ + μ
=

λ + μ  ; 

( )2
eff

eff eff

λ
β =

λ + μ
. 

Тогда система линейных уравнений внешне будет 
выглядеть очень просто: 

2 2 0
x x

A B C D
L L

   
+ + β + =   

   
;  

2 2
x x

A B C D M
L L

   
β + + + =   
   

; 

3 1 3 1 0
2 2x x

A B C D
L L

   
+ + β + =   

   
;  

3 1 3 1
2 2x x

A B C D N
L L

   
β + + + =   
   

. 

Решение этой системы уравнений находится без 
труда: 

 ( )2 4 3
1

A N Mβ= −
β −

; ( )2

2
1
xL

B M N
β

= −
β −

; (23) 

( )2
1 3 4

1
C M N= −

β −
; ( )2

2
1

xL
D N M= −

β −
. 

Если размер пластины в направлении оси 0Х велик, 
то 0, 0M N→ → . В этом случае система уравнения для 
постоянных интегрирования имеет только тривиальное 
решение. Тогда 

 ( )2xx
eff eff

Kw
ε =

λ + μ
;  zz xxε = ε ; (24) 

0yyε = ; 0xxσ = ; 

 eff
yy

eff eff

Kw
μ

σ = −
λ + μ

; (25) 

 

( )

( )
( )

2

, 2

,

3
.

R ch
T effeff

S R

T eff
ext eff

eff eff

h W HT Tc
t h hx

K Kw
W T

t

ε
+∂ ∂ρ = λ + +

∂ +∂
α ∂

+ −
∂λ + μ

 (26) 

Для пластины конечных размеров в направлении 0Х 
имеем  

 ( ) ( )1kk
eff eff

Kw
A C x B Dε = + γ + + +  λ + μ

   (27) 

и 

( )

( ) ( ) ( )

2

, ,2

13 .

R ch
T eff ext effeff

S R

T eff
eff eff

h W HT Tc W
t h hx

Kw
K T A C x B D

t

ε
+∂ ∂ρ = λ + + −

∂ +∂

 ∂  − α + γ + + +  ∂ λ + μ  

 (28) 

Таким образом, в этом простейшем случае задачи 
теплопроводности и равновесия формально разделя-
ются, что удобно при численной реализации модели 
независимо от сложности кинетической подзадачи. 
В двумерном случае такое явное разделение возможно 
при численном решении задачи, как и в [39], на каждом 
шаге по времени, поскольку для задачи о равновесии 
время является параметром. В случае детали конечных 
размеров после подстановки A, B, C, D в (28), это уравне-
ние будет содержать дополнительные слагаемые, в том 
числе интегральные, роль которых в инициировании ре-
акции будет, по-видимому, аналогична [50; 51]. 

В качестве примера рассмотрим простую ситуацию, 
когда весь комплекс химических реакций можно описать 
суммарной схемой  

reagent product→ . 

Тогда к уравнению теплопроводности (26) добав-
ляем единственное уравнение кинетики: 

 ( ) ( )0 1 exp ,aEd k T
dt RT
η  = − η − = Φ η 

 
, (29) 

где η  – степень превращения, aE  – энергия активации 
химической реакции; 0k  – предэкспоненциальный мно-
житель.  

Химический источник в покрытии есть 

( ),ch chW Q T= Φ η , 

где chQ  – тепловой эффект суммарной химической ре-
акции. 

Тогда в покрытии  

 ( ) ( ), 0 03R T R Сw T T = α − + α η − η  , (30) 

т.е. химическим объемным деформациям соответствует
( )03ch Сw = α η−η . Параметр Сα  (он может быть как по-

ложительным, так и отрицательным) отражает факт, идет 
ли реакция с расширением объема или с его уменьше-
нием. 

 
5. Задача в безразмерных переменных 

 
Безразмерные переменные следует выбирать, исходя 

из физического смысла задачи. При этом в модели появ-
ляются комплексы и физических величин, которые пред-
ставляют собой отношения масштабов разных явлений. 
Особый интерес это представляет для задач, в которых 
совместно изучаются явления разной физической 
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природы. Переход к безразмерным переменным позво-
ляет (1) уменьшить число параметров, влияние которых 
необходимо изучить; (2) сделать результаты наиболее 
общими; (3) определить критерии, управляющие процес-
сом, которые впоследствии можно будет использовать 
для обработки эксперимента; (4) осуществить подробное 
параметрическое исследование; (5) разработать подходя-
щий вычислительный алгоритм; (6) «сгладить» неточно-
сти в определении физических параметров и «скрыть» в 
критериях те из них, которые неизвестны. Как правило, 
оказывается, что такие скрытые параметры не являются 
определяющими. Многих из таких возможностей для 
связанных моделей не предоставляют коммерческие па-
кеты, пользователи которых должны свято верить в 
непогрешимость используемых в них данных и коррект-
ность подгоночных параметров или корректирующих 
множителей, которые неизбежны в любой модели. 

Перейдем в (26), (29) к безразмерным переменным. 

 *

* 0

T T
T T

−
θ =

−
, 

*

t
t

τ = , 
*

x
x

ξ = , (31) 

где 

( )* *R R Rx t c= λ ρ   

– характерный тепловой масштаб для верхнего слоя; 

 ( )* 0
ch

R

Q
T T

cε

= +
ρ

 (32) 

– адиабатическая температура и 

 
( ) 2

*
*

0 *

exp aR

a ch

c RT E
t

E Q k RT
ερ  

=  
 

 (33) 

– период адиабатической индукции или время завер-
шения реакции в адиабатических условиях. 

Такие масштабы времени и температуры подходят, 
если реакция – суммарно экзотермическая. В других слу-
чаях (которые в настоящей работе не анализируем) более 
подходящими масштабами могут быть другие мас-
штабы: 

( )
*

* 0
eff

R

q t
T T

cε

= +
ρ

 

– температура, до которой можно нагреть поверх-
ность (слой толщины S Rh h+ ) за время *t ;  

*
0 *

1 exp aE
t

k RT
 

=  
 

 

– характерное время химической реакции при темпе-
ратуре T*. 

Используя (32), (33), придем к следующим уравне-
ниям 

  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2

, 2

0

1 1

1 ,

1
1 ;

1

C T

ext

K K

H

g
W

K

λ

α

∂θ ∂ θ
 ε + − ε = ε + − ε +    ∂τ ∂ξ

+ − ε Φ θ η + θ +

 − ε∂  + − ω σ + θ θ + + η − η ∂τ ε + − ε  

 (34) 

 ( ) ( ) ( )1 exp ,d
d

 η θ= γ − η = Φ θ η  τ σ + θ β 
, (35) 

где 

( )2
0expext

V
W S

 ξ + ξ − τ = −
 δ
 

; 

( ) ( ) ( ) ( )441 WH Nu B  θ = − θ + − θ + σ − θ + σ  ; 

( )
( )( ) ( ) ( )( )

2

0

1

1 1 1R R

K

K K
α

λ μ

ε + − ε  ω = ω
 γ ε + − ε + − γ ε + − ε 

 

– эффективный коэффициент связанности. 
Раскрывая фигурные скобки в (34) и собирая подоб-

ные слагаемые, получим 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

, 21 1

1 1 , .
1

C T

ext

K K

g H W
K

λ

α

∂θ ∂ θ
 ε + − ε + ω σ + θ = ε + − ε +    ∂τ ∂ξ

 
+ − ε − ω σ + θ Φ θ η + θ + ε + − ε  

(36) 

То есть, как и в [52], можем говорить об эффектив-
ной теплоемкости 

( ) ( )1eff CС K= ε + −ε + ω σ + θ  

и об эффективном тепловом эффекте суммарной хими-
ческой реакции 

( ) ( ) ( ), 1 1
1ch eff

gQ
Kα

 
= − ε − ω σ + θ ε + − ε  

. 

Граничными и начальными условиями в (35), (36) 
будут 

 0 :ξ =  0∂θ =
∂ξ

; 1:Lξ = >> 0∂θ =
∂ξ

; (37) 

 0 : 1;    0τ = θ = − η = . (38) 

Напряжения и деформации (24), (25), отличные в 
данном приближении от нуля, в безразмерных перемен-
ных имеют вид: 

 ( ) ( )( )S 1 1yy R K Uμ= − − γ ε + − ε ; 1e
2xx U= , (39) 
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где  

( ) ( ) ( ){ }
( )( ) ( ) ( )( )

01 1

1 1 1R R

K g
U

K K
α

λ μ

ε + − ε θ + + η− η  =
γ ε + − ε + − γ ε + − ε

. 

Если подложки нет, имеем: 

( )

( ) ( ) ( )

0

2

02

1

1 , ;extg H W

∂θ+ ω σ + θ =   ∂τ
∂ θ= + − ω σ + θ Φ θ η + θ +  ∂ξ

 

( ) ( ) ( )( )0S 1 1yy R g= − − γ ⋅ θ + + η − η ; 

( ) ( )( )0
1e 1
2xx g= θ + + η − η . 

В несвязанной задаче 1effС ≡ , , 1ch effQ =  и 

 ( ) ( )
2

2 , extH W∂θ ∂ θ= + Φ θ η + θ +
∂τ ∂ξ

 (40) 

Модель содержит достаточно много параметров. 
Часть из них типична для теории горения: 

*

0a

T R
E

σβ = =
θ

; 
( ) 2

* 1
0

R

a ch

c RT
E Q

ε −ρ
γ = = θ ; * 0

0 2
*

a
T T

E
RT

−
θ = . 

Из этой группы параметров независимы только два. 
Область изменения параметров β, γ невелика. Малые зна-
чения β, γ<<1 типичны для процессов горения и взрыва 
(0,01–0,03). Для управляемых процессов β, γ 
0,03 , 0,2< β   γ < . 

Параметры 

,

,

S T S

R T R

K
K

Kα

α
=

α
;  

( )
( )

S
C

R

c
K

c
ε

ε

ρ
=

ρ
;   

,
,

,

T S
T

T R

Kλ

λ
=

λ
; S

R

Kλ
λ

=
λ

 и S

R

Kμ
μ

=
μ

 

характеризуют соотношение теплофизических и механи-
ческих свойств подложки и покрытия. В 3D-технологиях 
верхний слой – это смесь порошков разного сорта. В не-
которых технологиях синтеза покрытий – это предвари-
тельно осажденный пористый слой. В любом случае 
свойства пористого слоя зависят от пористости, которая 
в процессе спекания и фазообразования изменяется. Во-
прос о характере изменения свойств в процессе спекания 
остается дискуссионным. Но так как безразмерные ком-
плексы включают отношения свойств, то в первом при-
ближении можем ограничиться следующими рассужде-
ниями. 

Если предварительно нанесенное покрытие – пори-
стое, то , 1TKλ > . Такое же соотношение скорее типично 
и для термомеханических свойств. Однако более кор-
ректной является оценка эффективных свойств и их от-
ношений по продуктам реакции, формирующимся 

в покрытии при температуре, характерной для изучае-
мого процесса. Тогда найдем, что величины этих пара-
метров могут быть как больше, так и меньше единицы. 

Параметр Kα  можем выразить через отношение КТР 
и другие параметры: 

( )

( )
,

,
,

2 1
3
2 1
3

R R
S T S

T
R T R

R R

K KK
K K

K

λ μ

α α

γ + − γα
= =

α γ + − γ
, 

где ,
,

,

T S
T

T R

Kα

α
=

α
. 

Связанность процессов разной физической природы 
описывается параметрами 

( ) ( )
( )

2
, * 0

0

3 R T R

R R R

K T T
cε

α −
ω =

λ + μ ρ
 и ( ), * 0

С

T R

g
T T
α

=
α −

. 

В теории термоупругости коэффициент связанности 
0ω , как правило, оценивают при начальной температуре. 

Тогда 0ω <<1. При температуре T* эта величина возрас-
тает. Параметр g  характеризует отношение химической 
деформации к термической. Он может быть как положи-
тельным (реакция идет с увеличением объема), так и от-
рицательным (реакция идет с уменьшением объема). Эф-
фективный коэффициент связанности ω  зависит от со-
отношения свойств подложки и покрытия, что 
проиллюстрировано на рис. 2. Связанность может как 
значительно возрастать (кривые 1 и 2), так и ослабляться 
(кривая 3). Однако если механические свойства под-
ложки и покрытия одинаковы, то этот коэффициент не 
изменяется, и наличие подложки проявляется только в 
изменении эффективного теплового эффекта реакции. 

 

Рис. 2. Изменение эффективного коэффициента связанности  
с относительной толщиной подложки для разных сочетаний свойств: 
1 – , , 2C T TK K K K Kλ μ λ α= = = = = ; 2 – , 0,75;C TK Kλ= =  

,1,5;  2TK K Kμ λ α= = = ; 3 – , 0,75;C TK Kλ= =  K Kμ λ= =   

                                             , 0,5TKα= =  

Fig. 2. Variation of effective coupling coefficient with relative  
substrate thickness for different combinations of properties:  
1 – , , 2C T TK K K K Kλ μ λ α= = = = = ; 2 – , 0.75;C TK Kλ= =  

,1,5;   2TK K Kμ λ α= = = ; 3 – , 0.75;   C TK K K Kλ μ λ= = = =   

                                            , 0,5TKα= =  
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Управлять процессом синтеза можно с помощью па-
раметров 

( ) ( )
*

* 0

eff

R

q t
S

c T Tε

=
ρ −

; *

*

LV tV
x

= ;  
( )2

0

, *

R

T R

R c
t

ερδ =
λ

, 

1S

S R

h
h h

ε = <
+

. 

Режим синтеза зависит и от потерь тепла, которые 
связаны с параметрами 

( )
( )( )

3
* 0 * eff

S R R

T T t
B

h h cε

− σε
=

+ ρ
; ( )( )

*eff

S R R

t
Nu

h h cε

α
=

+ ρ
 и 

*

* 0

0W
W

T T
T T

−
θ = <

−
. 

Если 0WT T= , то 1Wθ = − . Все последние параметры 
зависят от определения масштаба *t , который, в свою 
очередь, зависит от оценки предэкспоненциального фак-
тора 0k  – самой неопределенной величины в макрокине-
тических моделях. Предэкспонент зависит от тех факто-
ров, контролировать которые практически невозможно. 
Однако если характерное время реакции считать экспе-
риментально определяемым параметром, а энергию ак-
тивации реакции и тепловой эффект – оцениваемыми на 
основе термодинамики или иных независимых теорий, 
то 0k  становится уже известным.  

Коэффициент  

( )
2R

R R
R R

λ
γ = = ν

λ + μ
 

можно смело зафиксировать. Для большинства металлов 
и сплавов он будет варьироваться в пределах от 0,5 до 
0,75. В технологи, совмещающей СВС и лазерное спека-
ние [53], часто используют смеси вида Ti-Ni, Al-Ti, Al-Ni 
или более сложные составы. Для этих металлов имеем 

0.56 0.69Rγ = ÷ . В этот же диапазон попадают Cu и Fe. 
Для определенности примем 0,6Rγ = . 

 
6. Результаты численного исследования 

 
В случае образца большого размера, 1L >> , в про-

цессе обработки поверхности подвижным источником 
тепла, развернутым в линию, при любом наборе парамет-
ров устанавливается квазистационарный режим, о чем 
свидетельствует поведение максимальной температуры 
(рис. 3, а, кривая 1). Если задача – несвязанная ( 0 0ω = ), 
а подложка отсутствует ( 0ε = ), то при 1,1σ = ; 0 7,5θ =  

(что дает 0,13γ ≈  и 0,147β ≈ ); 1, 7S = ; 0,8V = ; 0,1δ = ; 

0,05Nu =  и 310B −=  квазистационарный режим харак-
теризуется максимальной температурой max 0,84θ ≈  
и узкой зоной реакции (где происходит тепловыделение 
вследствие превращения реагентов в продукты реакции) 
(рис. 4, а). Реакция инициируется практически сразу. Это 
видно по поведению кривой температуры 1 в точке 0ξ =  
(рис. 3, b), на которой имеется перегиб, соответствую-
щий ускорению реакций и типичный для задач теории 
горения. Подложка с относительной толщиной 0,5ε =  
приводит к существенному уменьшению максимальной 
температуры; кривая температуры на поверхности уже 
не имеет перегиба (кривые 2 на рис. 3, а, b). Как и в пер-
вом случае, в квазистационарном режиме имеет место 
практически полное превращение, но режим характери-
зуется более широко зоной реакции и областью в начале 
образца, где имеется неполное превращение. Учитывая 
связанный характер тепловых и механических процессов 
(ω=0,3), приходим к еще и большему снижению темпе-
ратуры. При данном наборе параметров степень превра-
щения невелика, не превышает 0,132 (на рисунках не по-
казано), с чем и связано отсутствие влияния характера 
реакции на поведение температуры: кривые для 

0,3g = −  и 0g =  практически совпадают. 
 

  
а b 

Рис. 3. Максимальная температура (а) и температура поверхности (b) для разных вариантов модели: 1 – несвязанная задача; 
подложки нет; 2 – несвязанная задача; 0,5ε = ; 3, 4 – связанная задача. Синтез на подложке; 3 – 0,3g = − ; 4 – 0g =  

Fig. 3. Maximum temperature (а) and surface temperature (b) for different variants of the model: 1 – noncoupled model;  
no substrate; 2 – noncoupled model; 0,5ε = ; 3, 4 – coupled problem. Synthesis on a substrate; 3 – 0,3g = − ; 4 – 0g =  
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а b 

Рис. 4. Пример распространения реакции по образцу в несвзязанной модели без подложки (а) и с подложкой (b).  
Моменты времени: τ =  1 – 25; 2 – 50; 3 – 75; 4 – 100 

Fig. 4. Example of reaction propagation along specimen in noncoupled model without substrate (а)  
and with substrate (b) time moments: τ =  1 – 25; 2 – 50; 3 – 75; 4 – 100 

  
a b 

Рис. 5. Распределение температуры (а) и напряжений (b). Моменты времени те же, что и на рис. 4 для кривых 1 и 4. Сплошные 
кривые – несвязанная задача. Подложки нет. Пунктирные линии – несвязанная задача. Синтез на подложке. Символы – связанная  
                                                                                        задача. Синтез на подожке 

Fig. 5. Distribution of temperature (а) and stresses (b) time moments are the same as in Fig. 4 for curves 1 and 4. Solid lines show the 
noncoupled problem. No substrate. Dotted lines show the noncoupled problem. Synthesis on a substrate. Symbols show the coupled problem.  
                                                                                             Synthesis on a substrate 

В представленном примере принято, что свойства 
подложки и покрытия одинаковы. В этом случае 0ω = ω . 

Значительные различия имеют место и в напряже-
ниях и деформациях, сопутствующих синтезу. Это пока-
зано на примере кривых распределения Syy , соответству-
ющих распределениям температуры для двух моментов 
времени (рис. 5). Форма кривых напряжений в значи-
тельной степени повторяет температурные кривые. На 
сплошных кривых 1 имеется минимум (максимум), свя-
занный с постепенным допревращением реагентов в про-
дукты в начальной части образца. Подложка приводит 
к тому, что допревращение происходит значительно 
медленнее вследствие остывания. Зона прогрева, в отли-
чие от зоны реакции, оказывается достаточно широкой. 
Даже в квазистационарном режиме наблюдаются изме-
нения всех величин вдали от ушедшего источника тепла 
и зоны реакции. 

Разные стадии процесса обработки подвижным рас-
пределенным источником энергии иллюстрируют рис. 6. 
Каждый набор параметров (соответствующий разным 

сочетаниям свойств, разным толщинам подложки и раз-
ным параметрам источника) можно охарактеризовать 
максимальной температурой maxθ , достижимой степе-
нью превращения maxη , максимальными значениями 
напряжений maxS  и деформаций maxe , а также временем 
установления квазистационарного режима (когда иско-
мые величины перестают изменяться с заданной точно-
стью). Так, для 0, 7ε = ; 0,3g = − ; 0 0,07ω =  (другие па-
раметры не изменились) max 0,007θ ≈  (близка к нулю); 

max 0, 45η ≈   max 0,39S ≈ , max 0, 48e ≈ . С уменьшением 
толщины подложки все эти величины растут. Например, 
для 0,5ε =  и 0,3ε =  имеем max 0,86η ≈  и max 0,99η ≈ . 
Различие между истинным тепловыделением в реакции 
и эффективным может быть весьма существенным 
(рис. 6, е). 

Для практических приложений могут представлять 
интерес зависимости вида 

( )0 0 , ,, , , , , , , , , , , , , ,C T TX X g K K K K K S V Nu Bλ μ λ α= ε σ θ ω δ , 
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где 
max max max max, , ,X S e= θ η . 

Часть параметров может оказаться несущественной. 
Но это требует детального параметрического исследо-
вания. 

Примеры представлены на рис. 7. Уменьшение мак-
симальной температуры, очевидно, связано с затратами 
тепла на нагрев подложки. Однако, если ее теплопровод-
ность и теплоемкость ниже, чем у покрытия, то эти изме-
нения практически не сказываются на полноте превра-
щения (кривые 3 на рис. 7, а, b). С высокой теплоемко-
стью подложки связаны значительные потери тепла 

дополнительно к потерям тепла конвекцией и излуче-
нием. Для разных сочетаний механических свойств по-
крытия и подложки потери тепла в подложку сказыва-
ются различным образом (кривые 1 и 2). Даже в случае 
низких теплофизических свойств подложки связанность 
процессов разной природы может быть причиной значи-
тельного снижения температуры. Напряжения и дефор-
мации в целом изменяются неоднозначно (рис. 7, c, d). 
Локальные экстремумы в ( )maxS ε  и ( )maxe ε  связаны 
с преобладанием тех или иных процессов – теплопровод-
ности или реакции, которая для данного примера идет 
с уменьшением объема. 

 

  
a b 

  
c d 

 
e 

Рис 6. Распределения температуры (а), степени превращения (b), напряжений (c), деформаций (d) и химического 
тепловыделения (e) в моменты времени τ =  1 – 0,5; 2 – 4,0; 3 – 8,0; 4 – 16,0; 5 – 24,0; 6 – 32,0; 7 – 40,0; 8 – 48,0. 
Сплошные линии на рисунке (e) соответствуют истинному химическому тепловыделению, пунктирные –  
                                                                                         эффективному 

Fig 7. Distributions of temperature (a), conversion degree (b), stresses (c), strains (d) and chemical heat release (e) at the 
moments of time τ =  1 – 0,5; 2 – 4,0; 3 – 8,0; 4 – 16,0; 5 – 24,0; 6 – 32,0; 7 – 40,0; 8 – 48,0. The solid lines in Fig. (e)  
                         correspond to the true chemical heat release, the dashed lines to the effective heat release 
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c d 

Рис. 7. Характеристики процесса для 0 0,1ω =  и 0,3g = −  в зависимости от относительной толщины подложки:  
1 – , , 2C T TK K K K Kλ μ λ α= = = = = ; 2 – , 0,75;C TK Kλ= =  ,  1,5;   2TK K Kμ λ α= = = ; 3 – , 0,75;C TK Kλ= =  , 0,5TK K Kμ λ α= = = . 

                                                                          Остальные параметры представлены в тексте 

Fig. 7. Process characteristics for 0 0.1ω =  и 0.3g = −  as a function of relative substrate thickness: 1 – , , 2C T TK K K K Kλ μ λ α= = = = = ;  

2 – , 0.75;C TK Kλ= =  ,  1,5;   2TK K Kμ λ α= = = ; 3 – , ,0.75;   0,5C T TK K K K Kλ μ λ α= = = = = . Other parameters are presented in the text 

Заключение 
 
Таким образом, в работе последовательно описан 

переход от трехмерной модели процесса синтеза по-
крытия на подложке к одномерной модели, которая 
учитывает основные физические особенности протека-
ющих при этом физико-химических процессов и по-
лезна для анализа качественных эффектов. Подобный 
переход может быть осуществлен и для иных ситуаций, 
например, для условий синтеза слоевых композитов 
[54], синтеза покрытий на поверхности объектов иной 
формы [55]. Впервые в подобной модели учитывается 
связанный характер теплопереноса и деформирования 
одновременно с учетом различия теплофизических и 
механических свойств разных материалов – покрытия и 
подложки. Осуществлен переход к модели в безразмер-
ных переменных, что позволяет «скрыть» параметры, 

численные значения которых оценить сложно. При 
этом в модели появляется эффективный коэффициент 
связанности, величина которого существенно превы-
шает значения, известные из теории термоупругости. 
Показано, что в одномерном приближении, соответ-
ствующем однопроходной наплавке, управляемой по-
движным нормально-полосовым источником тепла, 
процесс выходит на квазистационарный режим. Однако 
физико-химические процессы в прогретой области про-
должаются после прохождения лазерного луча благо-
даря накопившемуся в материалах теплу. Однозначного 
вывода  о величинах напряжений и деформаций в ква-
зистационарном режиме сделать не удается из-за про-
тивоположного влияния разных физических факторов. 
Продемонстрировано, что учет связанного характера 
разных процессов существенно влияет на динамику 
синтеза и параметры квазистационарного режима. 
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