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 Предложена математическая модель импульсного электродинамического излучателя
дискового типа, работающего в области низких частот. Объектом исследования выступает
известная архитектура электромагнитного акустического излучателя со спиралевидной ка-
тушкой и проводящим диском. В настоящей работе выполнено построение уравнений элек-
тромеханической системы в форме Лагранжа – Максвелла. С применением функций Грина
плоской осесимметричной акустической задачи получена оценка силы реакции жидкости.
Проводится сравнение результатов численного решения полученных уравнений и прямого
численного расчета в комплексе конечно-элементного анализа COMSOL. Полученная мо-
дель показывает хорошее качественное соответствие с результатами конечно-элементного 
анализа, при этом позволяет производить расчеты с вариацией всех основных параметров
модели для проектирования излучателя. 
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 This paper proposes a mathematical model for a disk-type pulsed electrodynamic transducer
operating in the low-frequency range. A well-known architecture of an electromagnetic acoustic 
radiator with a helical coil and a conducting disk is studied. In the work, the equations of the elec-
tromechanical system in the form of the Lagrange-Maxwell equations are built with the use of the
Green's functions of a plane axisymmetric acoustic problem to estimate the reaction force of the
fluid. A comparison is made between the results of a numerical solution of the obtained equations
and direct numerical calculation in the COMSOL finite element analysis software. The resulting
model shows good qualitative agreement with the results of finite element calculations while allow-
ing calculations with a variation for all main model parameters required to design the transducer. 
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Введение 

 
В настоящее время большое внимание исследовате-

лей сосредоточено на проектировании мощных низко-
частотных излучателей, применяемых в геологораз-
ведке и подводных коммуникациях. Существенное про-
движение в последнее время наблюдается в 
проектировании подобных излучателей, работающих 
на принципе пьезоэффекта и современных мощных 
магнитострикционных материалов, например, Terfenol-
D [1–12]. Такие излучатели, как правило, реализованы 
по схеме преобразования осевой деформации, развива-
емой материалом, в изгибные деформации внешней 
упругой оболочки (Class IV flextensional transducers [4], 
рис. 1), за счет чего удаётся увеличить амплитуды пере-
мещений. Данная схема компоновки излучателя не 
нова. Так, в 1929 г. уже существовали коммерческие об-
разцы [4], однако применение новых сильных монокри-
сталлических пьезоматериалов позволило существенно 
повысить эффективность работы излучателей. Недо-
статком всех подобных схем являются существенные 
ограничения по глубине работы излучателя, при этом 
применение излучателя на большой глубине имеет 
непосредственные преимущества в части амплитуды 
сигнала, достигающего дна, и, как следствие, эффектив-
ности прохождения сигналом иловых отложений. Пре-
одолеть принципиальные ограничения схем на пьезо- и 
магнитострикционных материалах способны электро-
динамические излучатели.  

В настоящей работе рассмотрена классическая схема 
дискового импульсного излучателя с плоской спираль-
ной катушкой, принципиальная схема представлена на 
рис. 2. Производя разряд конденсатора, через спираль-
ную катушку создаётся переменное магнитное поле, ко-
торое наводит в диске ток в окружном направлении. 
Наведенный ток противоположен току в спирали, что 
приводит к возникновению пондеромоторных сил (по 

своей природе аналогичны силе взаимодействия – притя-
жения или отталкивания – двух параллельных проводни-
ков), выталкивающих диск. В классической работе 
Н.А. Роя [1] даны принципиальные оценки эффектив-
ности излучения и амплитуды сигнала давления при ра-
боте излучателя в области высоких частот, что выража-
ется в используемом Роем подходе к оценке параметров 
электромагнитных и акустических процессов. Как по-
казал численный эксперимент, при попытке примене-
ния указанных характеристик к проектированию излу-
чателя малых волновых размеров или с характерными 
частотами порядка 100 Гц и ниже полученные в статье 
оценки сильно отличаются от расчета, что делает акту-
альным рассмотрение данной задачи в более общей по-
становке.  

 

Рис. 1. Схема компоновки пьезоизлучателя – Class IV  
flextensional transducer 

Fig. 1. Principal scheme of Class IV flextensional transducer 

Целью исследования является разработка компакт-
ной модели электродинамического излучателя диско-
вого типа для характерных частот воздействия порядка 
100 Гц и излучателей малых волновых размеров. Разра-
ботка связанной модели, позволяющей производить па-
раметрические исследования для обеспечения желаемых 
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технических требований излучателя, и верификация этой 
модели прямым конечно-элементным моделирование со-
ставляет научную новизну данной работы. 

 

 

Рис. 2. Принципиальная схема излучателя 

Fig. 2. Principal scheme of elecrtodynamic transducer 

 
1. Математическая модель излучателя 

 
Прямой расчет динамики излучателя может быть 

произведен применением метода конечных элементов 
(МКЭ), однако такой расчет вычислительно трудоемок, 
что делает затруднительным его применение при проек-
тировании излучателя (выборе основных размеров и 
электрических параметров). С практической точки зре-
ния наибольший интерес в применении аналитических 
методов состоит в разработке такой математической мо-
дели, которая позволит производить параметрические 
расчеты с целью выбора оптимальной конструкции.  

Для построения такой модели примем следующие 
допущения относительно электрической и механической 
частей конструкции: 

• в рассматриваемом частотном диапазоне токи 
в проводниках захватывают все сечение равномерно; 

• для описания интегральных характеристик – са-
моиндукции и взаимоиндукции контуров – применимо 
допущение линейности токов; 

• самоиндукция диска может быть оценена по само-
индукции спирали, поскольку наведенные токи и токи 
возбуждения будут подобны в своем пространственном 
распределении; 

• изгиб диска может быть достаточно точно описан 
одномодовым приближением.  

Впоследствии мы будем иметь возможность прове-
рить корректность сделанных допущений путем 

сравнения с прямым численным расчетом МКЭ. Для 
описания динамики излучателя применим формализм 
Лагранжа – Максвелла [6; 7]. Состояние электрической 
части системы будем описывать при помощи зарядов, 
циркулирующих в эквивалентных контурах (рис. 3). За-
пишем магнитную и электрическую энергии системы: 

( ) 2 2
0 1 1 2 2

1 1
2 2mW L L q Mq q Lq= + + +     

2
1  ,

2el
qW
C

=  

где 0,L L  – самоиндукция спирали (диска) и батареи со-
ответственно, M  – взаимоиндукция диска и спирали,  
C  – емкость батареи. 

Диссипативная функция системы  

( ) 2 2
с 0 1 2Ψ  ,el dR R q R q= + +   

где 0, ,c dR R R  – электрические сопротивления спирали, 
батареи и диска соответственно. 

1   ,c
lR
S

=
σ

 

где σ  – удельная проводимость материала спирали, 
2

0 /l r b≈ π  – длина спирали, b  – ширина поперечного се-
чения электрода спирали, S hb=  – площадь сечения спи-
рали, h  – толщина спирали.  

Сопротивления диска можно рассчитать аналогично, 
принимая те же параметры ,l b , что и для спирали. 

 

Рис. 3. Электрическая схема излучателя 

Fig. 3. Transducer equivalent circuit 

Для определения взаимоиндукции и самоиндукции 
проводников (катушки и диска) применим соотношения 
из справочника [8]. На рис. 4 представлены обозначения 
геометрических размеров двух коаксиальных катушек, 
которые в данном случае моделируют взаимодействие 
катушки и диска для вычисления их взаимоиндукции. 

Для плоской катушки самоиндукция представляется 
в виде [8]  

20 Ψ ,
8

L N d
μ

=
π

 

где 0μ  – магнитная проницаемость вакуума, 0 /N r b≈  – 
количество витков катушки, d  – средний диаметр ка-
тушки, параметр Ψ  вычисляется по формуле 
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( ) (
)

3
3 3

2

5 7 9

1
Ψ 1,7424 3, 2900 ln 2,2700

0,3702 0,0826 0,0312 ( 0,5),

+ ρ
= + γ γ − γ +

ρ

+ γ + γ + γ +…   ρ >

 

Δ / ,r dρ =  1 ,
1

− ργ =
+ ρ

 

где Δr  – радиальный размер (разность между внешним 
и внутренним радиусами катушки). 

 

Рис. 4. Расчетная модель взаимодействия спирали и диска  
в виде коаксиальных плоских катушек для вычисления взаимо-  
              и самоиндукции: 1 – первая; 2 – вторая катушки 

Fig. 4. Model of interaction between a spiral and a disk in the  
form of coaxial flat coils for calculating mutual and self-induction:  
                                     1 – first; 2 – second coils 

Значение взаимоиндукции катушки и диска вычисля-
ется по формуле для коаксиальных плоских катушек [8] 

20 Φ ,
4

M N d
μ

=
π

 

где ( )Φ Φ ,= ρ ξ  – коэффициент, значение которого опре-

деляется с диаграммы на рис. 5 [8], /x dξ = . 

 

Рис. 5. Графики зависимостей значения коэффициента Φ   
от параметров  ρ и ξ  

Fig. 5. Graphs of the dependences of the value of the  
coefficient Φ  on parameters ρ  and ξ  

В рассматриваемой в дальнейшем модели излуча-
теля представляет интерес случай, когда внутренний 

радиус катушки и расстояние между катушками x  малы, 
то есть ( )0.8 1 , 0ρ → ξ → . 

Будем рассматривать конструкцию излучателя, где 
диск жестко закреплен в корпусе по своему контуру, в 
целях обеспечения герметичности всей системы на боль-
ших глубинах. Для описания изгибных осесимметрич-
ных колебаний запишем геометрически нелинейные 
уравнения изгибных колебаний круглой пластины [9]: 

2 2 2
4

2 2 2
1 Φ Φ 12w w w wD w h f

t r r r rt r r
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∇ + ρ + μ = + +   ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   

 , 

2
4

2
1Φ  w w
r r r

∂ ∂∇ = −
∂ ∂

, 

где ( ),w r t  – прогиб диска, функция ( )Φ ,r t  – функция 

напряжений, 2μ  – коэффициент демпфирования, f  – 
распределенная внешняя нагрузка, ρ  – плотность мате-

риала диска, h  – толщина диска, ( )
3

212 1
EhD =

− ν
 – изгиб-

ная жесткость, где E  – модуль Юнга материала диска, 
ν  – коэффициент Пуассона материала диска. 

Будем искать прогиб в форме одномодового прибли-
жения 

( ) ( ) ( ), ,w r t y t r= φ  

где ( )y t  – модальная координата, ( )rφ  – первая осесим-
метричная собственная форма свободных колебаний 
диска, нормированная на 1 при 0r = . 

Можно показать [9], что в этом случае ( )Φ ,r t  
должна удовлетворять следующему уравнению: 

( ) ( ) 2Φ , ,r t r y= ψ  

где функция ( )rψ  может быть представлена в виде ряда: 

( ) ( )
( ) ( )

( )

1
2

1
0

1 1
2 21 1

0

,   .
2  

k

k k k
k k k

J r r dr
r b J r b

rJ r dr

∞

=

ξ φ
ψ = ξ =

ξ ξ
′

′


 

В результате подстановки может быть получено 
уравнение относительно модальной координаты ( )y t : 

( )
¨

4 3 2y y y y f φ + ∇ φ = φ ψ + φ ψ − μ φ + ′′ ′ ′ ′′  . 

Домножая обе части выражения на ( )r rφ  и интегри-

руя по r  в пределах от [ ]0;1 , получим уравнение: 

¨
2 3

32 mody y y y f + ω = − μ − α +  , 

где параметры ( )
1 1' 2

3
0 0
r dr r drα = − φ φ ψ =′ ′φ′ ′ψ  ,   

( )2 2 212 1 /h a= − ν  

6

7

8

9

10

1 

2 

ξ 

ρ 
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1 1
2

0 0
,                 .mod mr dr f rf drμ = μ φ = φ    

Чтобы построить связанную систему уравнений ди-
намики излучателя, необходимо соотнести параметр вза-
имного расположения катушек x  и прогиба диска y . 
С учетом наличия в конструкции диска изоляционного 
слоя между спиралью и диском толщиной 0y  примем, 
что связь выражается соотношением: 

0 .x y y= + δ  

Для определения эффективных значений взаимной 
индукции диска и катушки в соответствии с соотноше-
ниями из [8] необходимо выразить эффективное взаим-
ное расстояние между токонесущими элементами. При 
деформировании диска происходит не только изменение 
расстояния, но и общей картины картины взаимного рас-
положения токов (диск перестает быть плоской катуш-
кой). Можно поставить задачу об оценке эффективного 
расстояния между плоскими катушками, соответствую-
щего взаимной индуктивности изогнутого по первой осе-
симметричной собственной форме диска и спирали. Если 
такая зависимость эффективного взаимного расстояния 
найдена как функция прогиба ( )x y , тогда для малых ве-
личин прогиба она может быть с достаточно для инже-
нерных расчетов точностью разложена в степенной ряд 
в окрестности нуля. Соответствующая задача допускает 
аналитическое исследование, но также может быть про-
анализирована и численно. Для рассматриваемой формы 
деформирования диска был получен из анализа отклика 
системы поправочный коэффициент 5 / 6δ = .  

Уравнения, описывающие электрический процесс, 
получим, применяя формализм Лагранжа – Максвелла: 

Ψd           1,2.m m e el

j j j j

W W W
j

dt q q q q
 ∂ ∂ ∂ ∂

− = − − =  ∂ ∂ ∂ ∂  
 

Усилия, действующие на диск, представляются в виде 
   ,em af f f= −  

где af  – силы давления жидкости,  1 2
m

em
W Mf q q
y y

∂ ∂= =
∂ ∂

   – 

пондеромоторные силы. 
 
2. Реакция акустической среды 

 
Для описания давления акустической среды на по-

верхность твердого тела применим функции Грина плос-
кой осесимметричной задачи. Если в плоскости симмет-
рии 0z =  (плоскость расположения диска), известна 
скорость жидкости, то давление можно найти сверткой 
с функцией Грина [10]: 

( ) ( ) 2 2
3 3

3

Λ , , / ,       ,
2

f
a r z r c r r z

r
ρ

τ = δ τ − = +
π

′  

где fρ  – плотность жидкости, ( )δ  – дельта-функция 
Дирака, c  – скорость звука в среде. 

Будем считать, что в плоскости диска скорость дви-
жения жидкости имеет следующее распределение: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
0

0

,   0 0
,     или ,  ,

0,  
y t r r

v r t v r t y t H r r
r r

 ≤ ≤
=    = − >


  

где ( )H  – функция Хэвисайда. 
Данные условия соответствуют задаче о движении 

жесткого кругового штампа в жестком акустическом 
экране. Запишем свертку 

( ) ( ) ( )

( )( )
3

30 0

2 2 2
0

1, , /
2

2 cos   ,

t
fp r z t c v t

H r r r d d d

π ∞

−π

ρ
= ρδ τ − ρ ⋅ − τ ×

π ρ

× − ρ − + ρ θ − α τ ρ θ

′   

где 2 2
3 zρ = + ρ . 

Для определения давления на диск примем 0z =   
( 3ρ → ρ ), тогда, выполняя сокращения и интегрируя по 
τ , получим: 

 
( )

( )( )
0

2 2 2
0

,0,   
2

2 cos  .

fp r t H t y t t y t
c c c c

H r r r d d

π ∞

−π

ρ  ρ ρ ρ ρ        = − − + δ − − ×        π         

× − ρ − + ρ θ − α ρ θ

   
 

Будем считать, что диск начинает движение из состо-
яния покоя, тогда ( )0 0y = , и последнее слагаемое 
в квадратных скобках обращается в 0 после интегриро-
вания по ρ . Последний множитель подынтегрального 
выражения модифицирует верхний предел интеграла. 
Можно показать, что  

( )( )
[ ] [ ]

2 2 2
0

2

2 cos 0  

на  0;     0; ,

H r r r− ρ − + ρ θ − α ≠

 ρ ∈ ∞ ↔ ρ ∈ ρ
 

( ) ( )2 2 2
2 0cos sinr r rρ = θ − α + − θ − α  

Следовательно 

( ) ( )

( )

* ¨

0

*

,0, /  
2

1  ,
2

fp r t y t c d d

y t y t d
c c

ρπ

−π
π

−π

ρ
= − ρ ρ θ =

π

 ρ  = − − − θ  π   

 

  

 

{ }* 2min ; .tcρ = ρ  

Вычисление приведенного выше интеграла и общей 
силы реакции жидкости: 

( )
0

0

2 ,0,
r

aF p r t rdr= π  

на малых временах проблематично. С учетом постановки 
основной задачи – исследовать излучатель малых волно-
вых размеров в области низких частот ( 0 /r c fλ =  – 
длина звуковой волны) и существования оценки 
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2 00 2r< ρ ≤  при [ ]00;r r∈ , можно принять, что интересу-

ющее нас время соответствует интервалу 02 /t r c> . То-
гда верхний предел интеграла определяется однозначно, 
и можно продолжить вычисления: 

( ) ( ) ( )2,0,  /   .
2

fc
p r t y t c y t d

π

−π

ρ
= − − ρ − θ  π     

Интеграл имеет типичную для рассматриваемого 
класса задач структуру: реакция в жидкости определя-
ется не только мгновенной скоростью движения, но и 
предысторией. Существуют хорошие оценки интеграль-
ной реакции жидкости на штамп, полученные из физиче-
ских соображений [11], однако приведенное выше выра-
жение отличается тем, что является точным решением 
задачи в соответствующей временной зоне. Структура 
выражения давления жидкости и общей силы реакции 
указывает, что система уравнений динамики будет со-
держать интегро-дифференциальное уравнение. Для 
практических вычислений представляет интерес рас-
смотреть главную часть выражения при условии, что 

2 /  1cρ  . Раскроем зависимость в ряд Тейлора относи-
тельно нуля 

( ) ( ) ( )
¨

2 2/ /  y t c y t y t c− ρ = − ρ +   

Производя сокращения, получим 

( ) ( ) ( )
2¨ ¨0

2 2
0

2
,0,    ,

2
f f r rp r t y t d E y t

r

π

−π

ρ ρ  
= ρ θ =  π π    

где 
2

2
0

rE
r

 
 
 

 – полный эллиптический интеграл Якоби 

второго рода. 
Тогда реакция жидкости  

( ) ( )
0 ¨

3 0
0

0

282 ,0,  ,        
3

r

a f
r

F p r t rdr r y t t
c

= π = π ρ >  

3
0

8 .
3f fm r= π ρ  

Значение присоединенной массы жидкости fm  соот-
ветствует известным в литературе значениям присоеди-
ненной массы жидкости диска. Таким образом, показано, 
что в первом приближении реакция жидкости состоит 
только в инерционной добавке к массе диска. В рамках 
изложенного подхода возможно уточнение модели за 
счёт удержания следующих членов в ряду. 

В интервале 02 /t r c<  оценку силы давления жидко-
сти можно получить, если принять * tcρ = , тогда в случае 

( )0 0y =  получим формулу, аналогичную классиче-
скому решению для поршня: 

( )2
0 0  ,         2 /  .a fF c r y t t t r c= ρ π < <  

3. Результаты вычислений 
 
Для проверки полученной системы уравнений и вы-

ражения реакции акустического пространства произве-
дем расчет при значениях физических параметров, при-
веденных в таблице.  

Числовые параметры тестового расчета 

Numerical data for test simulation 

Наименование величины Обозна-
чение Значение 

Емкость батареи С 30 мФ 
Сопротивление источника питания R0 50 мОм 
Индуктивность источника питания L0 25 мкГн 
Сопротивления спирали и диска Rc, Rd 1,5 мОм 

Толщина диска h 8 мм 
Радиус спирали/диска r0 0,2 м 

Ширина поперечного сечения элек-
трода спирали b 12 мм 

Модуль Юнга меди E 110 ГПа 
Коэффициент Пуассона меди v 0,34 

Плотность меди ρ 8960 кг/м3 
Плотность воды ρf 1000 кг/м3 

Скорость звука в воде c 1480 м/с 
Толщина изоляционного слоя y0 2 мм 
 
Эталонным решением будет выступать расчет полной 

связанной задачи механо-электромагнито-акустики в ком-
плексе КЭ-анализа COMSOL [5]. Посредством МКЭ [29; 
30] задача решалась в осесимметричной постановке, вид 
геометрической модели дискового излучателя представ-
лен на рис. 6, а. Расчет механики производился только для 
диска с граничными условиями заделки по контуру. Рас-
чет электромагнитных процессов производился для всей 
расчетной области с подключением электрического кон-
тура, схема которого изображена на рис. 6, б. Взаимодей-
ствие магнитного поля и механической области (диска) 
моделируется через связь Lorentz Coupling, взаимодей-
ствие акустического поля и диска учитывается через гра-
ницу областей Acoustic Structure boundary. 

На графиках ниже представлены значения переме-
щения и скорость центральной точки диска, ток в цепи 
возбуждения, реакция акустического пространства, дав-
ление на диске и на удалении 1 м от излучателя. На рис. 7 
представлены результаты для начального электриче-
ского напряжения батареи 1 кВ, на рис. 8 – 4,5 кВ. 

Исходя из представленных графиков, можно сделать 
вывод, что полученная компактная модель электродина-
мического излучателя дискового типа верно описывает 
импульс тока при любых значениях питающего напряже-
ния, а также достаточно точно предсказывает амплитуду 
перемещений и скорости колебаний диска. Однако 
наблюдается расхождение частоты колебаний, получен-
ных на КЭ и компактной модели излучателя, причем, чем 
выше питающее напряжение, тем сильнее расхождение 
частот. При значении питающего напряжения 4,5 кВ на 
результатах расчета КЭ-модели наблюдается возбужде-
ние более высоких форм колебаний ввиду нелинейности 
системы, одномодовая компактная аналитическая мо-
дель их не описывает. 
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a b 

Рис. 6. Вычислительная модель излучателя: а – геометрическая модель дискового излучателя; b – эквивалентная электрическая схема 

Fig. 6. Computational model of transducer: a – geometrical model of electrodynamic disk transducer; b – equivalent electrical circuit 

   

Рис. 7. Результаты расчета для начального электрического напряжения 1 кВ 

Fig. 7. Results for initial voltage 1 kV 

   

Рис. 8. Результаты расчета для начального электрического напряжения 4,5 кВ 

Fig. 8. Results for initial voltage 4.5 kV 
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Заключение 
 
Предложена математическая модель электромагнит-

ного дискового излучателя малых волновых размеров. 
Для описания колебаний диска используется модель, 
учитывающая геометрическую нелинейность, влияние 
закрепления внешнего периметра диска на изгибные ко-
лебания вследствие развития напряжений в плоскости 
диска. Применение указанной модели позволило с хоро-
шей точностью воспроизвести эффект роста частоты ко-
лебаний при увеличении амплитуды колебаний, что со-
гласуется с численным решение методом конечных эле-
ментов. Предложенная схема учета реакции жидкости 
согласуется с профилем давления в численном расчете, 
что подтверждает, что главный член разложения силы 

реакции найден верно. Описание электрической части 
системы с помощью эквивалентных электрических це-
пей показало хорошее соответствие с результатами пря-
мого численного решения уравнений Максвелла. 

Предложенный подход позволяет проводить на мо-
дели с тремя степенями свободы (одна механическая, две 
электрические) исследование динамики дискового излу-
чателя малых волновых размеров, работающего в низко-
частотной области без существенной потери точности в 
сравнении с прямым конечно-элементным расчетом, при 
этом длительность расчета предложенной компактной 
модели составляет доли секунды, в сравнении с едини-
цами часов МКЭ, что позволяет применять модель при 
параметрическом исследовании в поиске оптимальной 
конструкции. 
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