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 Продолжено системное аналитическое исследование математических свойств нелинейной модели сдвиго-
вого течения тиксотропных вязкоупругопластичных сред, учитывающей взаимовлияние процесса деформирова-
ния и эволюции структуры (кинетики образования и разрушения межмолекулярных связей и ассоциатов макро-
молекул), предложенной ранее. При произвольных шести материальных параметрах и (возрастающей) матери-
альной функции, управляющих моделью, аналитически изучен фазовый портрет системы двух нелинейных
дифференциальных уравнений для безразмерных напряжения и степени структурированности, к которой све-
дена модель, в окрестности ее единственного положения равновесия, и базовые свойства кривых течения и кри-
вых деформирования с постоянной скоростью сдвига, порождаемых моделью. Тем самым начат анализ способ-
ности модели описывать поведение как жидкообразных сред, так и твердообразных (густеющих, твердеющих,
затвердевших) вязкоупругопластичных сред: эффекты скоростного и деформационного упрочнения, релаксации,
ползучести, восстановления и др. 

Исследованы характер зависимости кривых деформирования от деформации сдвига (монотонность, выпук-
лость, мгновенный модуль, эволюция касательного модуля), от скорости сдвига и начальной структурированности и 
от материальных параметров и функции модели (в частности, параметров, управляющих влиянием структурирован-
ности на вязкость и модуль сдвига и влиянием напряжения на скорость разрушения структуры). Доказано, что кривые 
деформирования могут быть как возрастающими, так и иметь участки убывания, напоминающие «зуб текучести», и
затухающие осцилляции, что все кривые деформирования имеют горизонтальные асимптоты (напряжение устано-
вившегося течения), монотонно зависящие от скорости сдвига, и напряжение течения строго возрастает с ростом 
скорости, что их мгновенный модуль сдвига, наоборот, зависит от начальной структурированности, но не зависит от 
скорости. При определенных ограничениях на материальные параметры модель способна обеспечить и билинейную
форму кривых деформирования, свойственную идеальной упругопластичной модели, но со скоростной чувствитель-
ностью. Установлено, что семейство кривых деформирования не обязано быть возрастающим ни по начальной
структурированности, ни по скорости сдвига: в некотором диапазоне скоростей сдвига, в котором положение равно-
весия является «зрелым» фокусом и наблюдаются выраженные осцилляции кривых деформирования, возможно
переплетение кривых деформирования с разными скоростями сдвига. Исследовано, как меняется структурирован-
ность в процессе деформирования в зависимости от материальных параметров и функции модели, скорости сдвига 
и напряжения. Начальная структурированность влияет лишь на начальный участок кривых деформирования, но не 
влияет на их асимптоты и на установившуюся величину структурированности, которая монотонно убывает с ростом
скорости сдвига. Разнообразие типов поведения структурированности во времени (в частности, обнаруженное рез-
кое обрушение структуры при достижении критических величин напряжения) порождает ряд необычных эффектов 
(непривычных свойств) по сравнению с типичными кривыми деформирования структурно стабильных материалов. 
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 A systematic analytical study of the mathematical properties of the nonlinear shear flow model
of thixotropic viscoelastic-plastic media is continued. It takes into account the mutual influence of
а deformation process and structure evolution (the kinetics of the formation and destruction of
intermolecular bonds and associates of macromolecules). The model is reduced to the system of
two nonlinear differential equations for the dimensionless stress and the degree of structuredness
(i.e. cross-links density and so on). Assuming six material parameters and an (increasing) material
function governing the model are arbitrary, the phase portrait of the system is analytically studied
in the vicinity of its single equilibrium point. Basic properties of flow curves and stress-strain curves
with constant shear rate generated by the model are examined. Thus, the analysis of the model
ability to describe the behavior of both liquid-like media and solid-like (thickening, hardening, so-
lidifying) viscoelastic-plastic media has been started: the effects of strain-rate and strain hardening, 
relaxation, creep, recovery, etc. 

The stress-strain curves dependence on the shear deformation (monotonicity, convexity, in-
stantaneous modulus, tangent modulus evolution), on the shear rate and initial structuredness and 
on the material parameters and function of the model (in particular, the parameters that control the
effect of structuredness on viscosity and shear modulus and the influence stress on the rate of
destruction of the structure) has been studied. It is proved that stress-strain curves can be both 
increasing and have sections of decrease, resembling a yield-drop, and damped oscillations; that
all stress-strain curves have horizontal asymptotes (steady flow stress), monotonically dependent
on shear rate, and the flow stress strictly increases with increasing shear rate; that their instanta-
neous shear modulus, on the contrary, depends on the initial structuredness, but does not depend 
on shear rate. Under certain restrictions on the material parameters, the model is also capable to
provide a bilinear form of stress-strain curves, which is intrinsic for an ideal elastoplastic model,
but with strain rate sensitivity. It has been established that the family of stress-strain curves does 
not have to be increasing function of initial structuredness or shear rate: in a certain range of shear
rates, in which the equilibrium point is a “mature” focus and pronounced oscillations of stress-strain 
curves are observed, it is possible that stress-strain curves with different shear rates may inter-
weave with each other. It is studied how structuredness changes in the process of deformation
depending on shear rate, stress, material parameters and material function of the model. The initial
structuredness affects only the initial arc of stress-strain curves, but does not affect their asymp-
totes and the steady value of the structuredness, which monotonically decreases with increasing
shear rate. A variety of scenarios of structuredness behavior over time (in particular, the observed
sharp collapse of the structuredness when critical stress values are reached) generates a number
of unusual effects (unusual properties) in comparison with typical properties stress-strain curves
of structurally stable materials. 
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Введение 

 
Эта статья – прямое продолжение исследований [1; 

2], посвященных формулировке одноосного прототипа 
нелинейного определяющего соотношения (ОС) для изо-
термического сдвигового течения тиксотропных вязко-
упругопластичных сред, учитывающего взаимное влия-
ние процессов деформирования и эволюции структуры 
(кинетики образования и разрушения межмолекулярных 
связей и ассоциатов макромолекул), его сведению к си-
стеме двух нелинейных дифференциальных уравнений  

 ( ) ,wws ae se β−αβ= −  (1) 

 [(1 (1 ( ))]w bg sw c − +=  (2) 

для безразмерных касательного напряжения ( )s t  и сте-
пени структурированности ( )w t  (t – безразмерное время) 
и аналитическому исследованию ее положения равнове-
сия и фазового портрета в зависимости от всех пяти без-
размерных материальных параметров (МП) , , ,α 0a b c > , 
β 0≥  (см. ниже), постоянной скорости сдвига v (она вхо-
дит в безразмерный параметр 0η /τca = ν ) и произволь-
ной неубывающей кусочно-гладкой материальной функ-
ции (МФ) ( )g s , описывающей зависимость скорости 
разрушения сшивок от напряжения (см. (5)). 

Адекватное описание нелинейных реологических 
эффектов, построение ОС течения неньютоновских вяз-
ких жидкостей и вязкоупругопластичных сред 
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(например, суспензий, гелей, полимеров в вязкотекучем 
состоянии или в виде расплавов и растворов, битумов и 
их модификаций минеральными и эластомерными 
наполнителями, C-SiC паст для 3D-печати заготовок, ме-
таллов и сплавов в сверхпластичном состоянии и т.п.) 
важно для понимания закономерностей и моделирования 
огромного количества природных и технологических 
процессов [3–48]: движения магмы, поведения грунтов, 
схода селей и лавин, разнообразных технологий перера-
ботки полимеров и других материалов (экструзии воло-
кон, прессования, сверхпластической штамповки и т.п.), 
нефтедобычи (в частности, методом гидроразрыва пла-
ста) и перекачки нефти, дорожного строительства, про-
изводства лаков, красок, масел, пищевых продуктов, ме-
дицинской микрофлюидики и т.п.  

Стационарное течение жидких сред при фиксирован-
ной температуре принято описывать кривой течения или 
кривой вязкости (графиками зависимости напряжения и 
кажущейся вязкости от скорости сдвига). Базовые 
наблюдаемые у неньютоновских жидкостей реологиче-
ские эффекты – зависимость вязкости среды от скорости 
сдвига («аномалия вязкости»), температуры и давления 
[3–48], тиксотропия (явление обратимого изотермиче-
ского уменьшения вязкости при увеличении скорости 
сдвига и ее восстановления при уменьшении скорости) 
[10–27; 32; 38–43], существование конечного предела 
вязкости при стремлении скорости к нулю или к беско-
нечности (максимальной и минимальной Ньютоновых 
вязкостей) [5–27; 29–33; 38–43; 47; 48], сверханомалия 
вязкости (наличие участка убывания на кривой течения) 
[34–38], разбухание экструдата при выходе из канала фи-
льеры (эффект Баруса) [10–27; 38–43] и др. Обычно для 
аппроксимации кривой течения среды используют про-
стейший степенной закон. Поскольку такая зависимость 
не распространяется на весь диапазон скоростей сдвига, 
а начальная вязкость равна бесконечности (для псевдо-
пластичных жидкостей) или нулю (для дилатантных), то 
за полтора столетия, начиная с работ Максвелла, Шве-
дова, Бингама, Оствальда, Ребиндера и др., предложено 
более сотни разных эмпирических и полуэмпирических 
определяющих соотношений (реологических моделей), 
аппроксимирующих нелинейные зависимости напряже-
ния (или вязкости) от скорости сдвига разных сред в 
определенном интервале скоростей сдвига (модели Шве-
дова – Бингама, Гершеля – Балкли, Кэссона, Кросса, Кри-
гера, Джиллеспи, Бернштейна – Кирсли – Запаса (BKZ), 
Олдройда, Леонова – Прокунина, Карро – Ясуда, Вино-
градова – Покровского, Гиезекуса, Менцера, Фан-Тьен – 
Тэннера и др.) [5–33; 38–48], реология стала самостоя-
тельным разделом науки на стыке физики, химии, меха-
ники, материаловедения. Большинство моделей носят 
феноменологический характер, содержат подгоночные 
параметры, не имеющие физического смысла, не учиты-
вают упругость жидких сред и эволюцию их микро-
структуры (образование и разрушение кристаллитов и 
агрегатов, Ван-дер-Ваальсовых связей между молеку-
лами, сшивок и т.п.). 

Представления о том, что понижение вязкости с уве-
личением скорости сдвига обусловлено постепенными 
структурными изменениями полимерной системы, раз-
вивались, начиная с первых работ, в которых был описан 
этот эффект. Уже В. Оствальд (в 1926 г.) обнаружил, что 
вязкость, определяемая отношением напряжения к гра-
диенту скорости сдвига, зависит от режима деформиро-
вания. Он назвал эту вязкость «структурной вязкостью», 
а сам эффект – «аномалией вязкости». В полимерных си-
стемах (расплавах, концентрированных растворах и т.п.) 
наличие структуры (разнообразных связей между макро-
молекулами и надмолекулярными агрегатами) обуслов-
лено, прежде всего, огромной длиной и сложной формой 
макромолекул, их гибкостью, многочисленными степе-
нями свободы их сегментов, наличием межмолекуляр-
ных взаимодействий, приводящих к образованию (и раз-
рушению) зацеплений, узлов, водородных связей, сши-
вок, кристаллитов и других элементов сложной 
пространственной (сетчатой) структуры, эволюция кото-
рой влияет на механические свойства [10–15; 19–27; 31–
43; 47; 48]. 

Лишь немногие из сотни известных ОС жидких сред 
учитывают не только их вязкость и пластичность, но и 
вязкоупругость (столь характерную, например, для рас-
плавов и концентрированных растворов полимеров, для 
жидкостей-пропантоносителей и т.п.) и – так или иначе 
– эволюцию структуры [7; 10–15; 19–27; 32–43; 47; 48]; 
последняя в большинстве случаев описывается всего  
одним структурным параметром. Приложению сформу-
лированного ОС к описанию конкретных эксперимен-
тальных данных и численному решению краевых задач 
практически никогда не предшествует системное анали-
тическое исследование математических следствий из ОС 
для произвольных МП и МФ, управляющих им, анализ, 
позволяющий строго математически описать круг реоло-
гических эффектов, которые ОС может или не может мо-
делировать, найти область применимости и индикаторы 
применимости ОС, которые удобно проверять по дан-
ным испытаний (как это сделано в серии статей автора, 
посвященных качественному анализу ряда линейных 
и нелинейных ОС вязкоупругопластичности [49–57]). 
Несмотря на очевидное значение этого вопроса для хи-
мии и технологии полимеров, он изучен недостаточно. 
Учитывается в лучшем случае влияние изменения струк-
туры на характер течения, но не учитывается влияние де-
формирования на кинетику изменения структуры. От-
сутствие учета взаимного влияния эволюции структуры 
и процесса деформирования и системного качественного 
анализа ОС не позволяет развить достаточно детальную 
и адекватную методику обработки данных реометриче-
ских испытаний сложных жидкостей (текучих систем) 
и теорию процессов переработки материалов с учетом 
влияния всех важных для процессов факторов, проанали-
зировать влияние этих факторов и выбрать важнейшие 
из них в разных режимах деформирования. Представля-
ется принципиально важным адекватно описывать и мо-
делировать эволюцию структуры, конкуренцию и взаи-
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мосвязанность процессов, влияние напряжения и его ис-
тории на текущую скорость трансформации структуры. 

Данная статья – продолжение исследований [1; 2], в 
которых предложена модель для описания изотермиче-
ского сдвигового течения тиксотропных вязкоупруго-
пластичных сред, учитывающая взаимное влияние про-
цессов деформирования и эволюции структуры (см. п.1), 
осуществлено ее сведение к системе двух нелинейных 
дифференциальных уравнений (1), (2) для касательного 
напряжения ( )s t  и степени структурированности ( )w t , 
и начато аналитическое исследование ее положения рав-
новесия и фазового портрета в зависимости от скорости 
сдвига, всех шести МП и МФ ( )g s , которыми управля-
ется модель. Для произвольных МП и МФ в [1; 2] дока-
зана единственность положения равновесия этой си-
стемы, в общем виде исследованы зависимости его коор-
динат от всех МП и от скорости сдвига, доказано, что все 
зависимости монотонны. Выведены и исследованы урав-
нения кривой течения и кривой вязкости, доказано, что 
модель приводит к возрастающей зависимости равновес-
ного напряжения от скорости сдвига и к убывающей кри-
вой кажущейся вязкости, отражающим типичные свой-
ства экспериментальных кривых течения псевдопласти-
ческих сред, но не способна описывать сверханомалию 
вязкости (наличие участка убывания у кривой течения). 
Доказано, что положение равновесия всегда устойчиво 
и возможны ровно три случая: точка равновесия – устой-
чивый узел или вырожденный узел, или устойчивый фо-
кус. Найдены критерии реализации каждого случая 
в виде явных ограничений на МФ и МП модели и ско-
рость сдвига. 

Основные задачи данной статьи – продолжение си-
стемного аналитического исследования общих свойств 
модели (1), (2) при произвольных МП и МФ: изучение 
интегральных кривых и фазового портрета в окрестности 
единственного положения равновесия нелинейной авто-
номной системы (1), (2), исследование свойств кривых 
течения и семейства диаграмм деформирования (ДД) 
с постоянной скоростью сдвига, порождаемых моделью, 
особенностей эволюции структуры в зависимости от МП 
и МФ и способности модели описывать поведение как 
жидкообразной, так и твердообразной (густеющей, твер-
деющей, затвердевшей) тиксотропных вязкоупругопла-
стичных сред: типичные свойства ДД, эффекты скорост-
ного и деформационного упрочнения, релаксации, пол-
зучести, восстановления и др.  

 
1. Модель сдвигового течения тиксотропных 
сред, учитывающая взаимное влияние  
эволюции структуры и процесса  
деформирования 

 
Примем для описания изотермического сдвигового 

деформирования полимеров в вязкотекучем состоянии и 
в виде расплавов и концентрированных растворов и ге-
лей нелинейную модель Максвелла 

 / / ,Gγ = τ + τ η   (3) 

в которой τ – касательное напряжение, γ  – скорость 
сдвига, а материальные параметры зависят от изменения 
структуры полимера под влиянием деформирования: бу-
дем считать, что модуль сдвига G и динамическая вяз-
кость 𝜂 зависят от одного безразмерного структурного 
параметра w(t). Скорость (простого) сдвига γ = ν  (в этой 
работе) будем считать постоянной (заданным кинемати-
ческим параметром), а за w(t) примем степень «сшито-
сти» полимера w, т.е. отношение концентрации надмоле-
кулярных или межмолекулярных связей (зацеплений, во-
дородных связей, химических сшивок и т.п.) в текущий 
момент времени к некоторому максимально возможному 
значению концентрации связей для данной температуры: 

( )G G w= , ( )wη = η , ( ) [0;1]w t ∈ , 0(0)w w= , 0 [0;1)w ∈ . 
На данном этапе будем характеризовать текущую струк-
туру полимера только одним структурным параметром 
w(t), не различая механизмы влияния разных элементов 
(над)молекулярной структуры на вязкость; пока будет 
важно лишь то, что материал имеет структуру, которая 
разрушается под действием сдвиговых напряжений и мо-
жет восстанавливаться. В дальнейшем модель будет 
обобщена введением второго структурного параметра, 
учитывающего механизм ориентирования и распрямле-
ния макромолекул (гибкоцепных) полимеров при одно-
осном деформировании.  

Вообще говоря, модуль сдвига G и динамическая 
вязкость η зависят не только от w (и других структурных 
параметров), но и от температуры, давления и скорости 
сдвига ν (градиента скорости или напряжения τ), однако 
температуру, давление и скорость сдвига мы пока счи-
таем постоянными (рассматриваем изотермический про-
цесс и сдвиговое течение с постоянной скоростью ν). Ве-
личины ( )G G w=  и ( )wη = η  должны быть возрастаю-
щими функциями от степени сшитости, поэтому можно 
принять, что  

0( ) ww eαη = η ,  0( ) wG w G eβ= ,  

где  0 0, 0Gη > , 0 β≤ < α   (4) 

(следуя традициям кинетики выберем эти функции экс-
поненциальными). Поскольку вязкость обычно сильнее 
зависит от степени сшитости (и от температуры), чем мо-
дуль сдвига, то β < α  (и можно положить 0β = , чтобы 
пренебречь зависимостью модуля сдвига от w), и потому 
время релаксации модели Максвелла (3) /T G= η  выра-

жается формулой ( )
0( ) wT w T e α−β= , 0 0 0/T G= η , и возрас-

тает с ростом w. Материальные параметры (МП) 0G  
и 0η  в (4) характеризуют минимальные модуль сдвига и 
динамическую вязкость при 0w = , а также в начальный 
момент (при 0t = ), когда 0(0)w w=  (относительную 
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концентрацию сшивок в начальный момент времени 
0 [0;1]w ∈  можно рассматривать как дополнительный 

МП модели). 
Таким образом, в уравнение (3) входят две неизвест-

ные функции времени ( )tτ  и ( )w t , и необходимо доба-
вить некоторое кинетическое уравнение, описывающее 
эволюцию степени сшитости полимера во времени с уче-
том влияния напряжения (процесса деформирования). 

Изменение числа сшивок в ходе деформирования 
происходит в результате наложения двух конкурирую-
щих процессов: разрушения имеющихся сшивок и обра-
зования новых. При увеличении напряжения разрушение 
(т.е. убывание ( )w t ) ускоряется (соответственно вяз-
кость падает), а скорость образования новых сшивок мо-
жем считать постоянной (при фиксированной темпера-
туре) и пропорциональной плотности вакансий (1–w). 
Поэтому кинетическое уравнение для степени сшитости 
можно принять в виде 

 1 2(1 ) ( )w k w k g s w= − − , (5) 

где 1 2, 0k k >  – МП (вообще говоря, зависящие от темпе-
ратуры), задающие скорости образования и разрушения 
сшивок (их размерность – с-1), ( )g s , 0s ≥ , – неотрица-
тельная неубывающая МФ, такая что (0) 1g =  и 

( )g +∞ = +∞ , задающая зависимость скорости разруше-
ния сшивок от безразмерного напряжения ( )/ cs t= τ τ   
( cτ  – некоторое характерное касательное напряжение: 
пороговое, предельное или просто 0c Gτ =  или 

0 /100c Gτ = ).  
Таким образом, в модели (3)–(5) (управляемой ше-

стью МП, 1 2 0 0, ,η , ,α 0k k G > , β 0≥ , и одной МФ ( ))g s  
учитывается кинетика взаимосвязанного протекания 
двух процессов: сдвигового течения и структурных из-
менений в материале. В уравнении (3) вязкость и модуль 
упругости зависят от структурного параметра (характе-
ристика второго процесса), а скорости разрушения и вос-
становления структуры зависят от напряжения (характе-
ристики первого процесса). 

Введем безразмерное время 0/t t T= , где 0 0 0/T G= η  – 
минимальное время релаксации модели Максвелла (при 

0w = ), и заменим аргумент в искомых функциях ( )s t  и 
( )w t  системы (3), (5) по формулам 0( ) ( )Y t y T t= , 

0 0( ) ( )Y t T y T t′ =  . Тогда после упрощения обозначений 
(замены t  на t, штриха на точку в обозначении диффе-
ренцирования, прописных букв S, W в обозначении 
функций от t  – на строчные) получим уравнения модели 
(3)–(5) в безразмерном виде (1), (2). Это автономная  
система нелинейных дифференциальных уравнений для 

( )s t  и ( )w t , t – безразмерное время, 

0 0 0/ /c ca T G= νη τ = ν τ  – безразмерный параметр, завися-
щий от скорости сдвига ν и вязкости 0η  (или 0T ), 

2 1/b k k=  и 1 0c k T=  – безразмерные МП, характеризую-
щие борьбу процессов образования и разрушения сши-
вок и соотношение их скоростей с временем релаксации 

0T . К ней надо добавить начальные условия 0(0)w w=  и 

0(0)s s= . Система (1), (2) удовлетворяет условиям тео-
ремы существования и единственности решений задачи 
Коши, если МФ ( )g s  непрерывно дифференцируема 
при 0s > .  

 
2. Родственное нелинейное ОС  
вязкоупругопластичности типа Максвелла 

 
Изучаемая модель (1)–(3) родственна физически не-

линейному ОС типа Максвелла  

 13 1
02 3ε ( ) ε( )σ( ) [σ ( ) σ ( )δ ] θ( )δij ij ij ijt t t t t t−= − + ,   (6) 

1 1

0

ε( ) σ (σ( )) η (σ(τ)) τ
t

t E F t V d− −= = + M ,    

1 1
0 0 0 0 0 0 0 0

0

θ( ) σ (σ ( )) η (σ (τ)) τ
t

t E F t V d− −= = + M , 

с четырьмя возрастающими МФ ( )F x , ( )V x , 0 ( )F x , 

0 ( )V x  и МП 0 0,η, ,η 0E E > , исследованному в цикле ста-
тей [49–55] (и др.). Оно связывает истории изменения 
тензоров деформаций ( )tε  и напряжений ( )tσ  в точке 
тела в предположении отсутствия взаимного влияния 
шаровых и девиаторных частей тензоров 0ε−= Ie ε  и 

0σ−= Is σ  (независимости объемной деформации θ( )t  
от касательных напряжений и интенсивности напряже-
ний 0.53

2σ ( )ij ijs s= , а деформаций сдвига и интенсивности 

деформаций 0.52
3ε ( )ij ije e=  – от среднего напряжения 

0σ ( )t ) и пренебрегая влиянием третьих инвариантов тен-
зоров. Одномерный прототип ОС (6) получается из клас-
сической модели Максвелла заменой линейных упругого 
и вязкого элемента на нелинейные, управляемые МФ 

( )F x  и ( )V x  соответственно, т.е. опирается на разложе-
ние полной деформации в сумму упругой и вязкопласти-
ческой компонент.  

ОС (6) обобщает (включает) классические степенные 
модели вязкого течения и ползучести, реологические мо-
дели Гершеля – Балкли и Шведова – Бингама и частные 
случаи моделей Соколовского – Малверна и VBO (обзор 
и библиографию по этим темам см. в работах [50; 51; 53; 
54]). Нелинейные интегральные операторы M  и 0M  
управляют процессами формоизменения и развития объ-
емной деформации (не влияющими друг на друга). Мо-
дули упругости E , 0E  и коэффициенты вязкости η , 0η  
выделены из МФ для удобства учета влияния темпера-
туры в форме ( )E E T= , η η( )T= , 0 0 ( )E E T= , 

0 0η η ( )T=  [51] и обезразмеривания времени с помощью 
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параметра /r Eτ = η . В столь общей форме ОС (6) иссле-
дованию еще не подвергалось до статей [49–55]. В них 
доказано, что ОС (6) (при определенных ограничениях 
на несколько своих МФ) хорошо описывает более де-
сятка базовых эффектов (см. список в [50; 51; 53; 54]), 
типичных для вязкоупругопластических твердых тел 
(а не только для жидких вязкоупругих сред), в частности, 
пригодно для описаний кривых нагружения и разгрузки, 
циклического нагружения, рэтчетинга, различных эф-
фектов при ползучести и сверхпластическом деформиро-
вании. Обнаруженные в [49–55] свойства и возможности 
этого ОС служат ориентирами для дальнейшего исследо-
вания свойств модели (3)–(5) (в частности, семейств кри-
вых деформирования, релаксации и ползучести, которые 
она порождает) и ее обобщений для расширения круга 
описываемых эффектов.  

 
3. Существование и единственность точки  
равновесия системы (1), (2)  
и ее зависимость от МП 

 
Положения равновесия системы (1), (2) – решения 

системы уравнений  

 ws aeα= , ( )w F s= , (7) 

где 1( ) : (1 ( ))F s bg s −= + , 0s ≥ . Они зависят лишь от трех 
параметров α , 0 / ca = νη τ  и 2 1/b k k=  и МФ g (и не зави-
сят от параметров c, 0G , β из (2) и (4)). Функция ( )F s  – 
убывающая функция с множеством значений 

1(0; (1 ) ]b −+ , ( ) 0F s →  при s → ∞  в силу ограничения 
( )g +∞ = +∞ . Так как из первого уравнения 

1 ln /w s a−= α  – возрастающая функция s при 0s > , 
а второе уравнение (7) задает убывающую функцию w(s) 
(для любой возрастающей МФ ( )g s ), то система (7) 
имеет не более одного решения. Решение ровно одно (су-
ществует), поскольку область значений непрерывной 
функции 1 ln /s a−α , s a≥ , совпадает с полуосью [0, )+∞
. Обозначим точку равновесия (равновесные напряжение 
и степень сшитости) через * *( , )s w , * * ( , , )s s a b= α , 

* * ( , , )w w a b= α . Из (7) следуют уравнения для определе-
ния *s  и *w : 

 * *ln / α ( )s a F s= ; (8) 

 * *( )w F s=  (9) 

Очевидно, при любых МП и МФ * 0,s a> >

* (0;1)w ∈ . В силу (9) кривая ( )w F s=  в фазовом про-
странстве {( , ) | [0;1], 0}w s w s∈ ≥  системы уравнений 
(1), (2) – геометрическое место точек равновесия; она не 
зависит от параметра a, т.е. от скорости сдвига, и с изме-
нением a, точка равновесия двигается вдоль нее. Кроме 

того, кривая ( )w F s=  – множество точек, в которых 
поле скоростей системы уравнений (1), (2) горизон-
тально, т.е. структурированность ( )w t  имеет локальный 
экстремум ( 0w = ) в точках пересечения любой фазовой 
кривой с кривой ( )w F s= . В работе [1] доказаны следу-
ющие утверждения о зависимости точки равновесия 

* *( , )s w  от МП. 
ТЕОРЕМА 1. Пусть 0 0, , , , , 0a b c Gα η > , β 0≥  и МФ 

( )g s  непрерывна и кусочно дифференцируема при 0s ≥ , 
не убывает и (0) 1g = . Тогда система двух нелинейных 
дифференциальных уравнений (1), (2) имеет единствен-
ное положение равновесия * *( , )s w  в области (0;1)w∈ , 

0,s >  оно является решением системы уравнений (8), 
(9), зависит лишь от трех параметров α , 0 / ca = νη τ  
и 2 1/b k k=  (и не зависит от 0, ,c Gβ ), а функции * ( , , )s a b α  
и * ( , , )w a b α , , , 0a b α > , обладают следующими свой-
ствами: 

1) * 0,s a> >  пределы при 0a → +  и a → ∞  (т.е. 

при 0ν →  и ν → ∞ ): * (0 ) 0s + = , 1
* (0 ) (1 )w b −+ = + и 

* ( )s +∞ = +∞ ; * ( ) / 1s a a →  при a → ∞  и * ( ) 0w +∞ = , 
если ( )g +∞ = +∞ ;     

2) функции * ( , , )s a b α  и * ( , , )w a b α  монотонны по 
каждому из аргументов в области , , 0a b α > ; 

3) *s  и *w  монотонно убывают по b, производная 
2 2 1

* * * * * * *( ) [1 ( )] 0bs s g s w bw s g s −′= −α + α < ;  
4) функция * ( , , )s a b α  возрастает по α  при 0α > , 

а степень сшитости (9) убывает по α  

2 1
*α * * * * */ [1 ( )] 0s s w bw s g s −′= + α > ,  

 2 2
*α * * *α * * *α( ) ( ) ( )w F s bg s s bw g s s′ ′= − = − , (10) 

*α *αsgn sgnw s= − ,  *α * *0 / 1s s w< < < ; 

5) равновесное напряжение * ( , , )s a b α  – возрастаю-
щая функция параметра a  (и скорости сдвига ν, и МП 

0η ) на интервале 0a > , а равновесная степень сшитости 
(9) убывает по a и ν, производные *s  и *w  по a (обозна-
чаем их штрихом) выражаются формулами  

 
1 2 1 1

* * * * * *
2

* * * *

[1 ( ) ( )] ,
( )

s s a bs F s g s s a

w bw g s s

− − −′ ′= + α ≥
′ ′ ′= −

 (11) 

Возрастание реологической кривой * ( )s a  – важней-
шее качественное свойство типичных кривых вязкости, 
наблюдаемых для разных псевдопластичных жидкостей 
[5–32]. 

На рис. 1, а, b, приведены графики * ( )s a  и * ( )w a  (за-
висимостей от скорости сдвига) для МФ 
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2( ) , ( ) 1 ( ) ,

( ) 1 , 1 ln(1 )

hsg s e g s hs
g s hs g hs

=    = +
= +   = + +

 (12) 

(сплошные, штриховые, пунктирные или штрихпунктир-
ные линии для каждой МФ) и пяти наборов МП с фикси-
рованными α 2= , β 1=  и с разными парами b и h: 

0.01b = , 0.1h =  (черным цветом), 0.01b = , 1h =  (крас-
ным), 0.1b = , 0.1h =  (синим), 0.1b = , 1h =  (зеленым) и 

1b = , 1h =  (голубым). Увеличение каждого из парамет-
ров b и h приводит к смещению кривых * ( )s a  и * ( )w a  
вниз. На кривых * ( )s a  всех моделей есть точки перегиба 
(выпуклость вверх сменяется выпуклостью вниз), и это 
отражает типичное поведение экспериментальных кри-
вых течения неньютоновых сред. Для любых МФ и МП 
при 0a →  * ( ) 0s a → , / (1 )

* ( ) bs a eα +′ → , и 1
* (1 )w b −→ + , а 

при a → ∞  * / 1s a → , * 0w → , и кривые течения * ( )s a
для всех МФ (12) обладают наклонной асимптотой, па-
раллельной прямой s a=  (и лежат выше асимптоты). 
Для моделей с МФ 21 ( )g hs= +  или hsg e=  (и любым 

0h > ) асимптота общая: 1s a= ⋅  (см. сплошные и штри-
ховые кривые на рис. 1, а). А вот для линейных МФ 

1g hs= +  асимптоты кривых * ( )s a  (см. пунктирные ли-
нии) имеют вид s a B= + , где α /( )B bh= . Поэтому на 
всех кривых рис. 1 есть точки перегиба при достаточно 
больших a. На рис. 1, c, приведены те же кривые течения 

* ( )s a , что и на рис. 1, а, но в логарифмических координатах 
(как принято в реологии), с охватом более широкого диапа-
зона скоростей сдвига. На рис. 1, d, приведены кривые 

* *{ ( ), ( ) | [0;50)}s a w a a ∈  в фазовом пространстве для тех 
же МФ (12) и пяти наборов МП что и на рис. 1, а–c, и для 

0,01b = , 0.5h =  (желтые кривые). Все кривые при 
a → ∞  стремятся к асимптоте * 0w =  (ибо * ( )s ∞ = ∞ , 

* ( ) 0w ∞ = ), но с разными скоростями; * ( )s a  растет тем 
медленнее, чем быстрее растет МФ ( )g s . Самый быстрый 
рост * ( )s a  и самое медленное убывание * ( )w a  – у моделей 
с логарифмической МФ (штрихпунктирные кривые). Все 
кривые на рис. 1, d, оборваны при 50a =  или * 60s = , 
стрелками указано направление возрастания параметра а.  

 

         
a      b 

         
с      d 

Рис. 1. Зависимости положения равновесия от скорости сдвига (параметра a) и кривые течения * ( )s a   
в логарифмических координатах, порождаемые моделями с разными МП и МФ (12) 

Fig. 1. Dependences of the equilibrium position on the shear rate (parameter a), and flow curves * ( )s a , 
 in logarithmic scale, generated by models with different material parameters and functions (12) 
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4. Зависимость кажущейся вязкости  
от скорости сдвига и МП модели 

 
Из (8) следует зависимость (установившейся) кажу-

щейся вязкости * 0 *: / /s aμ = τ ν = η  от равновесного 
напряжения * * / cs = τ τ  (а также от скорости сдвига ν или 
степени сшитости *w ), порождаемая построенной моде-
лью (с любыми МП 0 0, , , , , 0a b c Gα η > , β 0≥  и любой 
неубывающей МФ ( ) 1g s ≥ ) при рассматриваемом ре-
жиме деформирования: 

1
0 *exp( [1 ( )] )bg s −μ = η α + , или *

* 0( ) ww eαμ = η = η  (13) 

(формулу (13) можно получить и подстановкой *w w=  
в (4)). При фиксированной скорости сдвига, когда меня-
ются только параметры b и α, связь между ln μ  и *ln s  
(или *w ) линейна: * 0ln ln ln lns aμ = − + η . Характер за-
висимости µ от параметра a (т.е. от скорости сдвига ν) 
полностью определяется зависимостью *w  от a (или *s  
от a). В силу связи * 0ln ln ln lns aμ = − + η  производные 
ln μ  и *ln s  по любому из параметров b и α совпадают: 

* */ /s s′ ′μ μ = . Поэтому совпадают знаки производных и 
интервалы монотонности величин µ и *s  по b или по α. 

ТЕОРЕМА 2. В предположениях теоремы 1 равновес-
ная кажущаяся вязкость * 0 *: / /s aμ = τ ν = η  выражается по 
формулам (13) и обладает следующими свойствами: 

1) кажущаяся вязкость ( , , )a bμ α  монотонно убывает 
по параметру b, и 

2 2 1
* * * * * * */ / ( ) [1 ( )] 0,b bs s g s w bw s g s −′μ μ = = −α + α <  

2) ( , , )a bμ α  возрастает по α при любых МП и МФ, 

α *α */ /s sμ μ = , т.е. α /μ μ  тоже выражается формулой (10), 

и справедливы оценки α *0 / 1w< μ μ < < , 
*

α * 0 * 0 *0 ww w e w eα α< μ < μ = η < η , 
3) ( , , )a bμ α  убывает по a (и по 0η , и с ростом ско-

рости сдвига ν), ее производная по a выражается форму-
лами  2

* * * */ ( )w bw g s s′ ′ ′ ′μ μ = α = −α ,  *
0 *

we wα′ ′μ = η α , 
4) пределы равновесных кажущейся вязкости (13), 

производных напряжения и степени сшитости при 
0a → +  и a → ∞  (т.е. при 0ν →  и ν → ∞ ) и начальный 

угол наклона * (0 )s′ +  реологической кривой * ( )s a  выра-
жаются формулами. 

0 0Qμ = η , 0∞μ = η , 0 Q
∞

μ
=

μ
;  * (0 )s Q′ + = ,   

 2*

*

(1 ) (0)
(0 )
(0 )

b b g
w
s

− ′− +
′ +

=
′ +

,  0
*

(0 )
(0 )

Q
w

′μ + = αη
′ +

, (14) 

1 /(1 )exp( [1 (0)] ) (1, )bQ bg e e− α + α= α + = ∈  (при условии 
( )g +∞ = +∞  для пределов при a → ∞ );  

если (0) 0g ′ = , то * (0) 0w =′  и (0) 0′μ =  при любых МП. 
Все утверждения теоремы 2 доказаны в [1]. Модель 

описывает возрастание реологической кривой * ( )s a , 
убывание кривой вязкости ( )μ ν  и существование конеч-
ных пределов вязкости при 0ν →  и ν → ∞  (максималь-
ной и минимальной вязкостей – см. рис. 2) т.е. важней-
шие качественные свойства типичных кривых вязкости, 
наблюдаемых для разных псевдопластических жидко-
стей [5–32]. Очевидно, из (14) при любых МП и любой 
МФ следует, что 00 ∞< μ < μ  и 0e−α

∞μ > μ , отношение 

0 / ∞μ μ  совпадает с начальным углом наклона * (0 )s′ +  
реологической кривой * ( )s a , зависит лишь от парамет-
ров ,bα  (и не зависит от МФ ( )g s , от 0η  и других МП 
модели (3)–(5)), причем возрастает по α и убывает по b. 

 

             

a      b 

Рис. 2. Кривые (безразмерной) вязкости 0μ( )/ηa , порождаемые моделями с разными МП и МФ (12) 

Fig. 2. Dimensionless viscosity curves 0μ( )/ηa  generated by models with different material parameters and material functions (12) 
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Таким образом, модель описывает общее свойство 
0∞μ < μ  типичных кривых вязкости, наблюдаемых для 

разных псевдопластических жидкостей (часть эффекта 
тиксотропии).  

На рис. 2, а, приведены графики зависимости от a 
обезразмеренной кажущейся вязкости 0μ( )/ηa =  

* 0 */ (νη ) ( )/s a a= τ =  для МФ (12) (сплошные, штрихо-
вые, пунктирные и штрихпунктирные линии) и тех же 
пяти наборов МП с фиксированными α 2= , β 1=  и с раз-
ными парами b и h, что и на рис. 1: 0,01b = , 0,1h =  (чер-
ным цветом), 0,01b = , 1h =  (красным), 0,1b = , 0,1h =  
(синим), 0,1b = , 1h =  (зеленым) и 1b = , 1h =  (голу-
бым). При 0a →  0μ( )/ηa Q→ , при a → ∞  0μ( )/η 1a → ; 
самое медленное убывание μ( )a  обеспечивает логариф-
мическая МФ (12) (штрихпунктирные кривые). На кри-
вых вязкости 0μ( ) / ηa  (зависимость от скорости сдвига 
ν  получается сжатием вдоль горизонтальной оси) есть 
точки перегиба: выпуклость вверх сменяется выпукло-
стью вниз. Отношение 0 / 7∞μ μ ≈  (и, конечно, кривая 
вязкости такой формы) характерно, например, для рас-
плава полиэфирэфиркетона при 400 °С. На рис. 2, b, 
изображены те же кривые, но в логарифмических коор-
динатах (как принято в реологии), с охватом более ши-
рокого диапазона скоростей сдвига и детализацией 
участка малых скоростей. На них хорошо видны гори-
зонтальные полки – участки с максимальной и мини-
мальной вязкостями и квазиньютоновским поведением: 
в диапазоне малых скоростей и больших скоростей вяз-
кость практически постоянна: 0 0( )a Qμ ≈ μ = η  при 

0a a<  и 0( )a ∞μ ≈ μ = η  при a a∞> , где 0 0,1a ≈  и a∞  за-
висят от МП и МФ модели. 

В теоретическое равенство * 0(0 ) /s ∞′ + = μ μ  входят 
измеряемые величины и проверка его выполнения по 
экспериментальным данным может служить удобным 
индикатором применимости модели (3)–(5) к конкрет-
ному полимеру (твердообразному материалу, раствору, 
расплаву, суспензии и т.п.). Равенства (14) удобны и для 
идентификации параметров b, α и 0η .  

 
5. Устойчивость точки равновесия  
и зависимость ее типа от скорости  
сдвига и МП модели 

 
Для исследования устойчивости точки равновесия и 

фазового портрета автономной системы (1), (2) осуще-
ствим ее линеаризацию в окрестности точки равновесия 
(8), (9) и найдем собственные значения линейной си-
стемы и условия, при которых они являются комплекс-
ными или действительными, простыми или кратными, 
исследуем знаки их действительных частей. 

Линеаризация системы (1), (2) в окрестности точки 
равновесия * *( , )s w  дает линейную систему =x xA , где 

T
1 2( , )x x=x , 1 *x s s= − , 2 *x w w= − , * *( , )s w=A J  – мат-

рица Якоби отображения T
1 2( , )f f=f , задающего поле 

скоростей системы (1), (2) в точке * *( , )s w . Вычисление 
частных производных поля скоростей системы (1), (2) 
приводит к матрице 

 
* *( )

11 12

21 * *
1

22 *

, ,

( ), ,

w wa e a a e

a cbw g s a cw

β−α β

−

= −     = α

′= −    = −
 (15) 

где *
*

ws aeα= , * *( )w F s=  по (7). Уравнение для соб-
ственных значений имеет вид  

 2
1 2 0I Iλ − λ + = , (16) 

1 11 22 2 11 22 12 21, detI a a I a a a a= +    = = −A , 

где 1 2,I I  – инварианты оператора A . Они и дискрими-
нант уравнения (16) вычисляются по (15):  

 
*

* *

( ) 1
1 *

( ) 1
2 * * *

,
( ) ,

w

w w

I e cw

I ce w abc w g s e

β−α −

β−α β−

= − −
′= + α

 (17) 

* * *( ) ( )1 2 1
* * * *[ ] 4 4 ( )w w wD e cw ce w abc w g s eβ−α β−α β− − ′= + − − α ,  

или 

**( )2 1 2
1 2 * * *4 [ ] 4 ( ) wwD I I cw e abc w g s e− α−β β− ′= − = − − α , (18) 

где 2 0cb k T= , 2 0 0 / cabc k T= νη τ . Вследствие условия 
( ) 0g s′ ≥  и положительности *s , *w  и всех МП всегда вы-

полнены неравенства 1 0I < , 2 0I >  и 2
1D I< , а из 

* (0;1)w ∈  и β < α  следуют неравенство 
*( ) 1we e β−αβ−α < <  и более точные оценки: 

1 1
* 1 *1 cw I cw c− −− − < < − < − ,  ( )

1I e cβ−α< − − ; 
* *( ) ( )1

2 *
w wI ce w ce ceβ−α β−α− β−α≥ > > ,  

1 2 2 2
* * * * * *[ 1] 4 ( ) 4 ( )cw abc e w g s D c w abc w g s− β −′ ′− − α < < − α . 

Поэтому все коэффициенты уравнения (16) положи-
тельны при всех значениях МП и любой МФ , сле-
довательно, у него нет положительных действительных 
корней и положение равновесия не может быть седлом 
(случай, когда у (16) есть два вещественных корня раз-
ного знака). Корни характеристического уравнения (16) 
вычисляются по формуле 

 
*

**

( ) 1
1 *
( )1 2 1/2

* * *

2

( ) 4 ( ) .[ ]

w

ww

I D e cw

cw e abc w g s e

− α−β −

− α−β β−

λ = ± = − − ±

′± − − α
 (19) 

ТЕОРЕМА 3 [2]. В предположениях теоремы 1 
единственное положение равновесия * *( , )s w  (8), (9) си-
стемы нелинейных дифференциальных уравнений (1), 
(2) устойчиво при произвольных МП и МФ и может быть 
фокусом, узлом или вырожденным узлом:  

( )g s



Хохлов А.В., Гулин В.В. / Вестник ПНИПУ. Механика 1 (2024) 112–143 

 121 

1) точка равновесия – устойчивый узел, если выпол-
нено неравенство 0D > , т.е. 

 **( )1 2
* * *[ ] 4 ( ) wwcw e abc w g s e− α−β β− ′− > α , (20) 

2) точка равновесия – устойчивый вырожденный 
узел, если выполнено равенство 0D = , т.е. 

 **( )1 2
* * *[ ] 4 ( ) wwcw e abc w g s e− α−β β− ′− = α , (21) 

3) точка равновесия – устойчивый фокус, если вы-
полнено неравенство 0D < , т.е.  

 **( )1 2
* * *[ ] 4 ( ) wwcw e abc w g s e− α−β β− ′− < α , (22) 

Таким образом, найдены критерии реализации каж-
дого случая в виде неравенств (20)–(22) на МП. Седлом 
или центром точка равновесия быть не может: при 0D >  
всегда оба корня отрицательны, ибо 1 0I <  и 2

1D I<  
(случай седла не реализуется, так как корни одного 
знака), а при 0D <  всегда Reλ 0<  ( Reλ 0≠  и центр не-
возможен), поскольку 0.5

12 | |I i Dλ = ±  и 1Reλ 0.5I= . 
Условие в виде равенства (21) не является грубым и 
легко нарушается из-за малейшего возмущения МП, так 
что фактически есть два основных случая: узел и фокус. 

Существование устойчивого фокуса у системы (1), 
(2) при ограничениях (22) на МП и скорость сдвига озна-
чает немонотонность ее решений ( )s t , ( )w t , и суще-
ствование режимов деформирования с (затухающими) 
колебаниями напряжения и степени сшитости при вы-
ходе на стационарные значения *s , *w  при t → ∞ . 

Отметим, что положение равновесия (8), (9) не зави-
сит от параметров 0G , β и c из (4) и (2), но тип точки 
равновесия (фазовый портрет системы (1), (2)) зависит 
от них, поскольку β и c входят в критерии (20)–(22). По-
этому управлять поведением интегральных кривых, не 
сдвигая положение равновесия, проще всего с помощью 
параметров β и c.  

Зависимость ( )D c  всегда квадратичная (ибо точка 

* *( , )s w  не зависит от c), при 0c =  *2( ) (0;1]wD e− α−β= ∈ , 
при достаточно больших c тоже ( ) 0D c > . Это означает, 
что при больших c положение равновесия не может быть 
фокусом; это верно и при достаточно малых c, если а 
ограничено, но если нет, то для любого 0c ≠  найдется 
достаточно большое а(c), такое, что ( ) 0D c <  в (узкой) 
окрестности точки а(c) (правда при a → ∞  опять 

( ) 0D c > ). Фокус следует искать в окрестности точки ми-
нимума функции ( )D c , т.е. точки 

 
*

*

*

*

( )2 1
* * * *

2
* * *

[ 2 ( ) ]

[ 2 ( )] 0.

w
m

w

w

w

c w w e ab w g s e

w e e ab w g s

− α−β β−

−αβ

′= + α =

′= + α >
 (23) 

 

При любых МФ и МП ( ) 0mD c < : 
* *2β2 2

* * * *
α( ) 4 ( )[ ( ) ] 0w

m
wD c ab w e g s ab w g s e−′ ′= − α α + < , т.е. 

всегда можно настроиться на фокус только за счет вы-
бора МП c в окрестности значения mc c= .  

Зависимость D от параметра β полностью определя-
ется зависимостью от переменной *wx eβ= , поскольку *s  
и *w  не зависят от β в силу (18) 

2( )D x Ax Bx C= − + ,  *2 wA e− α= , 
*1

* * *2 4 ( )wB cw e abc w g s−α− ′= + α , 2 2
*C c w−= ;  

* *1 2
m * * *

1 1 2
* * * * *

[1 2 ( ) ]
[1 2 ( )],

w wx c w ab w g s e e

ca s w b w s g s

α α−

− −

′= + α =
′= + α

 

*

*

2 2 2 2
m * * *

2 2 2 2
* * *

2 2 2 2
* * * * * *

( ) [1 2 ( ) ]

2 [1 2 ( ) ]
4 ( )[1 ( )]

w

w

D x c w ab w g s e

c w ab w g s e

c w bc s g s b w s g s

α−

α−

−

′= + α −

′− + α +
′ ′+ = α − α

 

(выкладки опущены). Таким образом, знак 
m( ) min (β)D x D=  всегда совпадает со знаком выраже-

ния 2
* * *1 ( )b w s g s′− α , он может быть любым в зависимо-

сти от величин МП и скорости сдвига. При 
2
* * *( ) 1b w s g s′α ≤  0D >  и фокуса быть не может. 
Зависимость ( )D a  сложнее. При 0a → +

1
* (1 )w b −→ + , * (0 ) 0s + = , ( )/ (1 ) 2[ (1 ) ] 0bD c b e− α−β +→ + − ≥ , 

т.е. при 0a → +  (и фиксированных остальных МП) 
предел (0 )D +  не зависит от МФ, и положение 
равновесия всегда является узлом при достаточно 
малом а (малой скорости сдвига). А при a → ∞  имеем 

* ( )s +∞ = +∞ , * / 1s a → , * 0w → , 2 2
* * *4 ( )D c w abc w g s− ′− α . 

Первое слагаемое стремится к +∞ , а предел второго за-
висит от асимптотики функции * *( ) ( ) / (1 ( ))f a ag s bg s′= + . 
Для всех моделей с МФ (12) ( )D +∞ = +∞  при  

любых МП. Для МФ ( ) 1 ( )ng s hs= + , , 0n h > , 
1

* *( ) ( ) / (1 [1 ( ) ])n nf a anh hs b hs C−= + + → , 1C anb−= ,  
при a → ∞ , поскольку * ( )s a a , и потому ( )D +∞ = +∞ . 

Для МФ ( ) 1 ln(1 )g s hs= + +  имеем 1
*( ) (1 ) /f a ah hs −= +  

*/(1 [1 ln(1 )]) 0b hs+ + + → , и потому ( )D +∞ = +∞ . Для 

МФ hsg e=  * * 1( ) / (1 )hs hsf a ahe be ahb−= +  , 2 2
*c w− =  

*2 2(1 )hsc be= + , и потому ( )D +∞ = +∞ .  
Аналогично доказывается, что у всех моделей с лю-

быми МФ (12) и любыми МП бо́льшие (меньшие по мо-
дулю) характеристические корни 1( )aλ  (19) стремятся 
при a → ∞  к 1λ = − , а меньшие 2 ( )aλ  стремятся к −∞ , 

причем 1
2 1 * *( ) ( ) [1 ( ( ))]a I a cw c bg s a−λ = − +  . 
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a        b 

Рис. 3. Графики ( )D a  для четырех моделей с МФ (12) и 0,07h = , и с МП α 2= , β 1= , 0,3c =  (а);  

графики m ( )c a  (23) и ( )mD a  для моделей с α 2= , β 1= , 0,01b =  и МФ (12) с 0,07h =  (b) 

Fig. 3. a – ( )D a graph for four models with material functions (12) and 0.07h = , and with material parameters α 2= , β 1= ,  

0.3c = ; b – m ( )c a (24) and ( )mD a  graph for model with α 2= , β 1= , 0.01b =  and material functions (12) with 0.07h =  

На рис. 3, а, приведены графики ( )D a  для четырех 

моделей с МФ (12) и 0,07h = , и с МП α 2= , β 1= , 

0,3c =  и 1210 ; 0,022; 0,66; 4,7b −=   (кривые 1–4, сплош-
ные, штриховые, пунктирные и штрихпунктирные линии 
для разных МФ). Балансировка моделей с разными МФ 
осуществлялась за счет подбора параметра b таким обра-
зом, чтобы обеспечить совпадение их положений равно-
весия при 400a a= = , т.е. из условия *( ( )) constbg s a = . 

Модель с экспоненциальной МФ (12) (и 1210b −= ) отли-
чается тем, что ( ) 0D a >  на заметном интервале скоро-
стей в окрестности 0a = , благодаря наличию горизон-
тального участка (он расширяется с уменьшением b): 

(0) 0,005D = , и 0,005D ≈  при 30a < , 0D =  при 
37,5a ≈  (кривая 1). У моделей с квадратичной или ли-

нейной МФ (кривые 2, 3) начальный интервал с ( ) 0D a >  
очень узок: например, для линейной МФ (кривая 3) 
корни уравнения ( ) 0D a =  равны 0,02 и 88. Кривая 5 – 
график ( )D a  для модели с той же экспоненциальной 
МФ, что и 1, но при 0,6c =  (с увеличенной в два раза 
скоростью образования сшивок 1k  в (5)). Пунктирная 

кривая 6 – ( )D a  для модели с 0,01b =  и линейной МФ 
с 1h = . Кривая 7 – график ( )D a  для модели с МФ 

1 ln(1 )g hs= + +  с 1000h =  (и 1,5b =  по условию 
балансировки). Данные рис. 3 показывают, что выбор 
МФ g(s) может существенно влиять на поведение ( )D a  
и тип точки равновесия (хотя предел 

( )/ (1 ) 2(0 ) [ (1 ) ]bD c b e− α−β ++ = + −  не зависит от МФ). 

На рис. 3, b, приведены зависимости ( )mc a  (23) (чер-
ные кривые 1´–5´) и ( ) ( ( ), )m mD a D c a a=  (кривые 1–5) от 
а для тех же моделей с разными МФ, что и на рис.1: кри-
вые 1–4 – для моделей с α 2= , β 1= , 0,01b =  и МФ (12) 
с 0,07h = , кривые 5 и 5´ – для модели с такой же экспо-
ненциальной МФ, как и кривые 1 и 1´, но с α = 0.1, β = 0. 
Как было доказано, ( ) 0mD c <  для любых МФ и МП. Для 
модели 1 приведены сжатые графики m0,1c и 0,01 mD , 
чтобы вписать их в область рисунка. Все функции имеют 
одну точку экстремума ( )mc a  – точку максимума, ( )mD a  – 
точку минимума. По графикам видно, что после фикса-
ции 0( )mc c a=  можно добиться уменьшения D по срав-
нению с ( )mD c  за счет увеличения а.   

На рис. 4, а, приведены графики зависимости (β)D  (18) 
для моделей с α 2= , 0,01b = , 2c =  и четырьмя МФ (12) с 

0,07h =  (сплошные, штриховые, пунктирные и штрих-
пунктирные линии) при трех значениях 1;5;10a =  (красные, 
голубые, черные кривые). Для МФ 1 ln(1 )g hs= + +  кривые 
при 1;5;10a =  сливаются. С уменьшением a интервал 

(β) 0D <  сужается. При a =1 все кривые (красные) для раз-
ных МФ практически совпадают. Синяя штрихпунктирная 
кривая – для МФ 1 ln(1 )g hs= + +  с 1000h =  (кривые при 
a =1; 5; 10 сливаются). 

На рис. 4, b, приведены графики зависимости (α)D  
(18) для моделей с β 1= , 0.01b = , 2c =  и четырьмя МФ 
(12) с 0,07h =  (кривые 1–4: сплошные, штриховые, 
пунктирные и штрихпунктирные линии) при трех значе-
ниях 1;5;10a =  (красные, голубые, черные кривые).  
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a       b 

Рис. 4. Графики (β, )D a  моделей с α 2= , 0,01b = , 2c =  и разными МФ (12) с 0,07h =  при 1;5;10a =  (а); графики (α, )D a  

моделей с β 1= , 0,01b = , 2c =  и разными МФ (12) при 1;5;10a =  (b) 

Fig. 4. a – (β, )D a graph for model with α 2= , 0.01b = , 2c =  and with different material functions (12) with 0.07h =  at 1;5;10a = ;  

 b – (α, )D a graph for model with β 1= , 0.01b = , 2c =  and with different material functions (12) with 0.07h =  at 1;5;10a =  

Графики для МФ 1 ln(1 )g hs= + +  (штрихпунктир-
ные кривые 4) сливаются друг с другом для 1;5;10a = ; 
синяя штрихпунктирная кривая – для МФ 

1 ln(1 )g hs= + +  с 1000h =  при a = 10.  Все кривые ны-
ряют в область (α) 0D <  при малых α (с уменьшением β 
график (α)D  смещается вверх, и интервал (α) 0D <  исче-
зает). Кривые модели с экспоненциальной МФ при 

[7;12]a ∈  ныряют в нее дважды (имеют три точки экстре-
мума); при дальнейшем росте a первый минимум исчезает 
(синяя кривая), область (α) 0D <  становится связной и рас-
ширяется, минимальное значение D быстро убывает, 
а | (α) |D′  растет. Для других МФ функция (α)D  моно-
тонно возрастает.  

На рис. 5–7 приведены графики функций (α,β)D , 
( ,β)D a  и ( , )D a c , показывающие, как изменение МП a, 

α, β и c приводит к отрицательности дискриминанта (18), 
а следовательно, к перестройке семейства интегральных 
кривых и появлению или исчезновению фокуса.  

На рис. 5, а, приведены графики (α,β)D , для модели 
с 0.01b = , c = 3 и линейной МФ 1g hs= +  с h = 1 при 

1a =  и β 0.5i= , 0,...,10i =  (кривые 0–10). При β 1≤  
(кривые 0–2) (α)D  возрастает, (α) 0D > , а значение 

(0,β)D  убывает по β. С ростом β рождается точка мини-
мума, появляется и расширяется интервал (α) 0D < , ми-
нимальное значение (α)D  убывает, а (0,β)D  быстро воз-
растает по β. При больших α пучок кривых постепенно 
стягивается в единую кривую, не зависящую от β. На 

рис. 5, b, приведены графики ( , )D a c  для модели с α 10= , 
β 1= , 0,01b =  и МФ 1g s= +  при 0,007 0,0005c i= + , 

0,...,8i = .  
Некоторые кривые ( )D a  пересекают ось a четыре 

раза (у модели – два интервала скоростей, в которых 
( ) 0D a <  и положение равновесия – фокус). Рост пара-

метра с вызывает смещение первой точки максимума и 
второй (основной) точки минимума влево и вниз и убы-
вание максимального корня (правой границы области 
фокусов), при 0,0088c =  значение ( )D a  в первой точке 
максимума меняет знак на отрицательный и область 

( ) 0D a <  становится связной (кривая 4), при 0,0107c =  
первые два экстремума сливаются и исчезают (кривая 8) 
и у функции ( )D a  остается лишь один экстремум. При 

этом предел ( )/ (1 ) 2(0 ) [ (1 ) ]bD c b e− α−β ++ = + −  положителен, 

хотя очень мал: 2(0 )D c+ ≈ . На рис. 6, а, приведены гра-
фики (α,β)D  для моделей с α 2= , 0,01b = , 2c =  и МФ 

hsg e= , 0,07h = , при 1a =  и разных β 0,5i= , 0,...,8i = . 
При β 0,5≤  (кривые 0, 1) (α)D  возрастает и (α,β) 0D > , 
с ростом β рождается точка минимума, возникает и рас-
ширяется интервал (α) 0D < , минимальное значение 

(α)D  убывает, а (0,β)D  быстро возрастает по β. При 
β 1;1.5;2;2.5=  (кривые 3–6) у (α)D  есть два нуля, при 
β 3=  – четыре нуля (кривая 7), при β 3.5≥  – два нуля. 
При больших α пучок кривых постепенно стягивается 
в одну, как и на рис. 5, а. 
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a       b 

Рис. 5. Графики (α,β)D  модели с 0,01b = , 3c =  и МФ 1g s= +  при β 0,5i= , 0,...,10i =  (а); графики ( , )D a c   

модели с α 10= , β 1= , 0,01b =  и 1g s= +  при 0,007 0,0005c i= + , 0,...,8i =  (b) 

Fig. 5. a – (α,β)D  graph for model with 0.01b = , 3c =  for linear material function 1g s= +  at β 0.5i= , 0,...,10i = ;  b – ( , )D a c  

graph for model with α 10= , β 1= , 0.01b =  and material function 1g s= +  at 0.007 0.0005c i= + , 0,...,8i =  

             

a       b 

Рис. 6. Графики (α,β)D  модели с α 2= , 0, 01b = , 2c = , МФ hsg e= , 0,07h =  при 1a =  и β 0,5i= , 0,...,8i =  (а); графики 

( ,β)D a  модели с α 2= , 0, 01b = , МФ hsg e= , 0,07h = , при β 0; 0,5;1;1, 25;1,5;1,75; 2=        и двух значениях с: 2c =  

(черные) и 4c =  (голубые) (b) 

Fig. 6. a – (α,β)D  graph for the model with α 2= , 0.01b = , c = 2, material function hsg e= , 0.07h =  at 1a =  and β 0.5i= , 

0,...,8i = ;  b – ( ,β)D a  graph for the model with α 2= , 0.01b = , material function hsg e= , 0.07h = , at 

β 0;0.5;1;1.25;1.5;1.75;2=  and at two values of с: 2c =  (black) and 4c =  (cyan) 

На рис. 6, b, приведены графики ( ,β)D a  для модели 

с α 2= , 0,01b = , МФ hsg e= , 0,07h = , при разных 
β 0; 0,5;1;1,25;1,5;1,75; 2=        и двух значениях с: 2c =  
(черные) и 4c =  (голубые). С ростом β кривые 

прогибаются сильнее и смещаются вниз, а интервал 
( ) 0D a <  расширяется. При малых с ( 0.8c < ) в окрест-

ности точки 0a =  кривые меняются местами: по мере 
убывания с кривые с меньшим β двигаются вниз быстрее 
и оказываются ниже кривых с большим β. 



Хохлов А.В., Гулин В.В. / Вестник ПНИПУ. Механика 1 (2024) 112–143 

 125 

               

a       b 

Рис. 7. Графики зависимостей ( , )D a c  и ( , )D b c  модели с α 2= , β 1= , 0, 01b = , hsg e=  с 0,1h =  и разными значениями с 

Fig. 7. ( , )D a c  and ( , )D b c  graphs for the model with α 2= , β 1= , 0.01b = , hsg e=  and 0.1h =  at various values of с 

На рис. 7 приведены графики зависимости ( , )D a c  
и ( , )D b c  для МФ hsg e=  с 0,1h = . На рис. 7, а – графики 

( , )D a c  для фиксированных α = 2, β 1= , 0,01b =  

и разных значений c: 810c −=  и 0,01; 0,1;0,5;c =  
1; 2; 3; 3.5; 4  (кривые 0–8). Графики, пресекающие гори-
зонтальную ось (не менее чем в двух точках, ибо 

(0 ) 0D + ≥  и ( )D ∞ = +∞ ), окрашены черным цветом, 
а те, что не пересекают – красным. При с → 0 (см. 
кривую 0) график ( )D a  приподнимается (по сравнению 
с кривой 1), при очень малых c ( )D a  сначала возрастает, 
но в окрестности некоторой точки a(c) (она сдвигается 
вправо с убыванием c) график резко падает вниз, 
пересекает ось (при а = 230 для кривой 0) и столь же 
быстро начинает возрастать (этот эффект связан  
с обращением в нуль первого слагаемого в (18)  
при достаточно малом c). На рис. 7, b, приведены гра-
фики ( , )D b c  для α = 2, β 1= , а = 1 и разных значе-
ний c: 0,01; 0,1;0,2; 0,3;c =    0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9      
(кривые 1–10). С ростом c сначала область ( ) 0D a <  
сначала расширяется, а затем сужается и исчезает. 

На рис. 8, а, приведены графики зависимостей дей-
ствительной и мнимой частей корней (19) характеристи-
ческого уравнения от параметра a (от скорости сдвига) 
для тех же четырех моделей с α = 2, β 1= , 0,3c = , 

1210 ;0,022; 0,66; 4,7b −=  и разными МФ (12) с 0,07h = , 
что и на рис. 3, а, (кривые 1–4, сплошные, штриховые, 
пунктирные и штрихпунктирные линии). Голубые кри-
вые 1´–3´ – три пары ветвей Im λ( )a , отрывающихся от 
горизонтальной оси на интервале, где ( ) 0D a < ; каждая 
пара образует контур, симметричный относительно 
оси а. Кривые 1–4 – ветви Reλ( )a , абсциссы их точек 

ветвления – корни уравнения 0D = , значения в этих точ-
ках вычисляются по (19): *( ) 1

1 *2 wI e cwβ−α −λ = = − − . Для 
логарифмической МФ (12) 0D >  при всех а, и корни 
действительны и один из них практически не зависит 
от а. При a → ∞  у всех моделей 0D >  при большом а 
и ветви Reλ( )a , соответствующие меньшим по модулю 
корням, сходятся (как доказано выше) к горизонтальной 
асимптоте 1λ = −  (кривые 1–3 возрастают и выпуклы 
вверх после точки ветвления, а кривая 4 убывает и стре-
мится к асимптоте сверху). 

На рис. 8, b, приведены графики зависимостей 
Reλ( )a  и Im λ( )a  характеристических корней (19) от па-

раметра a для нескольких моделей с β 1= , 0,01b = , 
0,005c =  и линейными МФ 1g hs= +  с 1h =  при раз-

ных α 0;1; 5; 9;13,5;17; 20; 30=         (кривые 0–7). Они иллю-
стрируют, как перестраиваются кривые с ростом α. Кри-
вая с α 0=  (кривая 0) – для референсной модели без 
учета зависимости вязкости (4) от w; для нее  

*1 2
*[ ] 0wD cw eβ−= − ≥ , 1

* (1 ( ))w bg a −= + , *s a= , 
*

1
weβλ = − , 1

2 * (1 ( ))cw c bg a−λ = − = − + , 

0D =  при ln (1 ( )) / (1 ( ))c bg a bg a+ = β + , т.е. при 
20000a ≈ . С ростом α интервал ( ) 0D a <  (где 

Im λ( ) 0a ≠ , а действительная часть однозначна) быстро 
расширяется в обе стороны, левая петля Reλ( )a  посте-
пенно стягивается к началу координат, а правая вилка 
удаляется от него и точки ветвления кривой 0. При 
α 12≈  в окрестности начала координат рождается еще 
один интервал, в котором 0D <  (график ( )D a  приобре-
тает форму кривой 3 на рис. 5, b), далее он растет вправо 
(кривая 4´) и соединяется с первым интервалом при 
α 17≈  (кривая 5´), а левая петля Reλ( )a  (где 0D > ) 
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исчезает. При дальнейшем росте α область, ограничен-
ная ветвями кривых Im λ( )a , становится выпуклой (кри-
вая 7´) и распухает по вертикали.  

 

а 

 

b 

Рис. 8. Графики зависимостей Reλ( )a  и Im λ( )a   
характеристических корней (19) от параметра a для нескольких  
                        моделей с разными МФ вида (12) 

Fig. 8. Reλ( )a  and Im λ( )a graphs of characteristic roots (20)  
          for several models with various material functions (12) 

Дополнительно отметим, что с ростом параметра h 
интервал, в котором 0D < , дрейфует влево, контур 
между ветвями Im λ( )a  сплющивается вдоль оси а, не 
меняя высоты, точки ветвления Reλ( )a  движутся влево 
строго по горизонталям, левая петля Reλ( )a  сплющива-
ется и поворачивается по часовой стрелке, а правая вилка 
увеличивает угол своего раствора, стремясь к прямому 
углу. С ростом МП с обе точки ветвления и интервал 

0D <  сдвигаются влево, интервал постепенно укорачи-
вается и исчезает при с ≈ 0,55, левая петля Reλ( )a  

стягивается к началу координат и исчезает (на кривой 3 
рис. 8, а, область 0D >  в окрестности нуля столь мала, 
что не заметна). 

Установленные в этом разделе свойства зависимости 
D и λ (и типа положения равновесия) от МП и МФ мо-
дели позволяют проследить, как эволюционируют инте-
гральные кривые и диаграммы деформирования, порож-
даемые моделью, выбрав наборы МП и МФ, обеспечива-
ющие наглядное представление эволюции кривых. 

 
6. Интегральные кривые модели и влияние  
на них начальных условий, МП и МФ 

 
Проиллюстрируем, как смещается точка равновесия 

и меняется ее тип, как перестраиваются интегральные и 
фазовые кривые системы уравнений (1), (2) по мере ро-
ста скорости сдвига (параметра а) на примере двух моде-
лей с разными МФ вида (12). 

На рис. 9 приведены решения ( )s t , ( )w t  и фазовые 
кривые системы уравнений (1), (2) для модели с α 2= , 
β 1= , 1210b −= , 0,3c=  и МФ hsg e= , 0,07h =  (в точности 
такой, как на рис 3, а, и 8, а, на которых кривые 1 изоб-
ражают график ( )D a , Reλ( )a  и Im λ( )a этой модели). 
Для этой модели корни уравнения ( ) 0D a =  примерно 
равны 37 и 415, и если (37; 415)a ∈ , то ( ) 0D a <  и поло-
жение равновесия * *( , )s w  – фокус. Поэтому интеграль-
ные и фазовые кривые с начальными условиями (0) 0s =  
и пятью значениями 0 0,02; 0,1; 0,3; 0, 6; 0,9w =      (они 
маркированы цветом: голубым, черным, зеленым, синим 
и красным) построены при 10, 37;a =  
70,200,300,400;420,500  (для них ( ) 0,005;D a =
0,001; 4,5; 31; 49; 35,5; 18,3; 245600 −  −  −  −  ): 

а, b – для 10a =  (точка равновесия 
* * 74; 0, 99999( , ) ( )s w  =  – узел) и 37a =  ( 0,001 0D = ≈ , 

* * 273; 0, 9998( , ) ( )s w  =  – вырожденный узел) графики 
( )w t  при 10a =  и 37a =  неотличимы на взгляд, напря-

жения ( )s t  существенно выше при 37a = , все решения 
монотонно возрастают; 

c, d – для 70a =  ( * * 372; 0,835( , ) ( )s w  =  – фокус) при лю-
бом 0w  напряжение превышает равновесное значение *s  и 
возникают (затухающие) осцилляции вблизи асимптоты;   

e, f – для 200a=  ( * * 404; 0,351( , ) ( )s w  =  – фокус) вслед 
за начальным участком возрастания структурированно-
сти ( )w t  следует ее резкое падение («обрушение струк-
туры») и постепенно затухающие колебания в окрестно-
сти асимптоты, напряжения ( )s t  на участке до первого 
максимума растут практически пропорционально вре-
мени (т.е. деформации сдвига), а затем падают и осцил-
лируют вблизи равновесного значения (асимптоты), мак-
симумы ( )s t  запаздывают по сравнению с максиму-
мами ( )w t ;   
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a        b 

         

с       d 

          

e       f 

Рис. 9. Решения ( )s t , ( )w t  системы уравнений (1), (2) с МФ hsg e= , h = 0,07 при восьми разных значениях параметра 

10, 37; 70, 200,300,400; 420,500a =   (с начальными условиями (0) 0s =  и (0) 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     ), и соответствующие  
             фазовые кривые: а, b – для а = 10 и а = 37; c, d – для а = 70; e, f – для а = 200; g, h – для а = 300; i, j – для а = 400 и а = 420; k, l – для а = 500 

Fig. 9. Solutions ( )s t , ( )w t  of system (1), (2) with material function hsg e= , h = 0.07 at eight various values of parameter 

10, 37; 70,200,300, 400;420,500a =  (with initial conditions (0) 0s =  and (0) 0.02;0.1;0.3;0.6;0.9w = ) and corresponding phase 
curves in vicinity of equilibrium point, showing its shift and change of its type as the shear rate increases: a, b – at а = 10 and а = 37;  
                                            c, d – at а = 70; e, f – at а = 200; g, h – at а = 300; i, j – at а = 400 and а = 420; k, l – at а = 500 
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Рис. 9. Окончание 

Fig. 9. End 
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g, h – для 300a =  ( * * 418; 0,166( , ) ( )s w  =  – фокус) 
наблюдается аналогичное поведение, но равновесное 
значение (асимптота на рис. 9, g) напряжения выше, а 
структурированности – ниже, «обрушение структуры» 
становится еще более резким, а осцилляции ( )w t  и ( )s t  
затухают немного быстрее, чем при 200a = ;  

i, j – для 400a =  ( 35,5D = − , * * 438; 0, 046( , ) ( )s w  =  – 
фокус, едва заметные осцилляции вблизи асимптоты) и 

420a =  ( 18,3D = , * * 445; 0, 029( , ) ( )s w  =  – узел) графики 
( )w t  неотличимы визуально хотя осцилляций уже нет, 

напряжения ( )s t  при 420a =  чуть-чуть выше, формы 
графиков полностью идентичны, на графиках ( )s t  (и на 
диаграммах деформирования (γ)s ) сохранился «зуб» 
над асимптотой), осцилляции ( )w t  и ( )s t  затухают го-
раздо быстрее, чем при 300a = ; эти графики иллюстри-
руют и вырожденный узел при 415,7a ≈ ; 

k, l – для 500a =  ( * * 501; 0, 0006( , ) ( )s w  =  – узел), 
«зуба» уже нет при 470a > , ( )s t  и (γ)s  монотонно воз-
растают и напоминают двухзвенную ломаную с «изло-
мом» в момент резкого «обрушения структуры», соот-
ветствующего выходу фазовых кривых в зону вертикаль-
ного поля скоростей; при дальнейшем увеличении а 
первое «звено» остается прямолинейным и его угол 
наклона растет, а второе звено становится все более кри-
волинейным и выпуклым, поскольку асимптота *( )s a  
движется вверх (выше доказано, что *( ) / 1s a a →  при 
a → ∞ ).  

Штриховые линии на рис. 9, b, d…, пересечение ко-
торых дает точку равновесия, – кривые (7), т.е. изоклины 
поля скоростей системы (1), (2), в точках которых 0s =  
или 0w = .  

С увеличением параметра а (с ростом скорости 
сдвига) равновесная степень сшитости * ( )w a  моно-
тонно убывает, равновесное напряжение *( )s a  возрас-
тает (см. теорему 1), а положение равновесия (всегда 
устойчивое) меняет тип: узел при 37,5a < , фокус при 
37,5 415,7a< < , узел при 415,7.a >  Черной штриховой 
линией на всех рисунках, изображающих поле скоростей 
и фазовые кривые системы, показана кривая (9), т.е. вто-
рая из кривых (7), на пересечении которых лежит точка 
равновесия. Эта кривая не зависит от параметра а, и по-
тому точка равновесия двигается вдоль нее (вправо) с ро-
стом а. В точке пересечения с ней любой фазовой кривой 
соответствуют точкам экстремума ( )w t . Влияние 
начальной структурированности 0w  затухает все быст-
рее с ростом а (веер цветных кривых на рисунках все 
быстрее стягивается в узкую полоску, ширина которой 
стремится к нулю); конечно, 0w  влияет на начальный 
угол наклона кривых ( )s t  и на мгновенный модуль 

γ 0/ γ |ds d →  диаграммы деформирования (γ, )s a . При 

достаточно высоких скоростях сдвига (при 100a ≥ ) для 
любых начальных условий наблюдается следующий 
«критический» сценарий (см. рис. 9, f, h, j, l): сначала 
напряжение ( )s t  нарастает, структурированность ( )w t  
сначала тоже растет или остается примерно постоянной 
(красная кривая), а затем w резко падает при почти по-
стоянном напряжении (в начале этого обрушения струк-
туры ( )s t  еще растет, а затем падает). Это видно и на 
рис. 9, e, g, i, k: участок убывания графика ( )w t  значи-
тельно круче предшествующего участка возрастания (кри-
вые 1–5). Если (0)w  значительно меньше равновесной 
величины *w , то напряжение предварительно убывает, а 
затем начинает нарастать вместе с ( )w t , пока не проис-
ходит описанное «обрушение». При последующих ос-
цилляциях в окрестности фокуса размах отклонений и 
скорость изменения ( )s t  и ( )w t  уменьшаются со време-
нем. При увеличении МП α и β размах осцилляций реше-
ний ( )s t  и ( )w t  усиливается и может превышать 50 % от 
установившихся значений *s , *w  (если точка равнове-
сия – фокус). При больших значениях a максимум ( )s t  
становится невозможен ни при каком выборе 0w . 

На рис. 10 приведены графики решений ( )s t , ( )w t  и 
фазовые кривые системы (1), (2) для модели с α 2= , 
β 1= , 0,661b = , 0,3c =  и линейной МФ 1g hs= + , 

0,07h =  (в точности такой, как на рис. 3, а, и 8, а, на ко-
торых кривые 3 изображают график ( )D a  этой модели и 
зависимости характеристических корней от параметра а) 
при 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     . Корни уравнения 

( ) 0D a =  равны 0,02 и 88, и потому, чтобы иллюстриро-
вать смену типа точки равновесия и эволюцию инте-
гральных и фазовых кривых и по мере роста скорости 
сдвига, они построены при 0,01;1;10;a =   
50;100; 250; 500    (для них 10 ( ) 0,012; 1,06; 6,01;D a =  −  −  

8,31; 3,74; 105; 470;1930−   ): первое значение из диапа-
зона, в котором положение равновесия – узел, последу-
ющие три – фокус, остальные – узел (см. кривые 3,3´ на 
рис. 8, а).  

Уже при 0,01a =  (при очень малой скорости сдвига) 
появляется максимум («зуб») на графике ( )s t  с 0 0,9w = , 
фазовая кривая огибает положение равновесия и возвра-
щается к нему развернувшимся потоком, заметно пони-
зив структурированность при развороте (рис. 10, d). При 

1a =  едва заметный максимум зарождается и на графике 
( )s t  с 0 0,6w =  (рис. 10, b, где совмещены кривые для 

1a =  и 10a = ) и растет с ростом а. При 1a =  точка рав-
новесия уже фокус, но никаких качественных изменений 
кривых, кроме указанного, не заметно в выбранном мас-
штабе рисунков: интегральные кривые ( )s t  при 1a =  
получаются из кривых ( )s t  при 0.01a =  растяжением 
по оси s в 100 раз (осцилляции s и w очень малы 
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и незаметны) и сжатием по времени примерно в 1,5–
2 раза (время выхода на асимптоту ( )s t  и ( )w t  немного 
сокращается), фазовый портрет – тоже получается растя-
жением рис. 10, d, по оси s в 100 раз, * 3s =  (вместо 
0,033), * 0,56w =  (вместо 0,60), синяя фазовая кривая за-
гибается немного вниз, а спирали фазовых кривых 
в окрестности точки равновесия неразличимы. Совмеще-
ние кривых для 1a =  и 10a =  иллюстрирует как пучки 
кривых ( )s t  движутся вверх с ростом а, а пучки кривых 

( )w t  – вниз. При 10a =  максимум зарождается и на гра-
фике ( )s t  с 0 0,3w =  (зеленая кривая на рис. 10, b), при 

100a =  он уже пропадает (рис. 10, g), а максимумы на 
кривых ( )s t  с 0 0,6w =  и 0 0,9w =  становятся менее 

выраженными и исчезают при 250a ≥ , все решения ( )s t  
возрастают (рис. 10, h, i). Когда положение равновесия – 
фокус, осцилляции решений ( )s t  очень малы и просто не-
заметны. С ростом а уменьшаются отклонения кривых ( )s t  
с разными 0w  друг от друга (пучок стягивается) и функции 

( )s t  все быстрее стремятся к горизонтальной асимптоте 

* ( )s s a= , которая поднимается все выше (в силу теоремы 1 

* ( )s a a  при a → ∞ ). При 1000a =  никаких качествен-
ных изменений кривых по сравнению с 500a =  (рис. 10, i, l) 
незаметно в выбранном масштабе рисунков: только точка 
равновесия сдвигается (по изоклине) до * 1040s = , *w  
уменьшается с 0,04 до 0,02, время выхода на асимптоту 

( )w t  тоже немного сокращается. 

       

а     b      с 

          

d     e     f 

Рис. 10. Решения ( )s t , ( )w t  системы уравнений (1), (2) с α 2= , β 1= , 0,66b = , 0,3c =  и линейной МФ 1g hs= + , 0,07h = , 

при семи значениях 0,01;1;10; 50;100; 250; 500a =        (с начальными условиями (0) 0s =  и пятью разными значениями 

(0) 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     ), и фазовые кривые: а, d – для 0,01a = ; b, e – для 1;10a = ; c, f – для 50a = ; g, j – для 100a = ;  

                                                                                  h, k – для 250a = ; i, l – для 500a =  

Fig. 10. Solutions ( )s t , ( )w t  of system (1), (2) with α 2= , β 1= , 0.66b = , 0.3c =  and linear material function 1g hs= + at seven 

various values of parameter 0.01;1;10;50;100;250;500a =  (with initial conditions (0) 0s =  and five various values of

(0) 0.02;0.1;0.3;0.6;0.9w = ) and corresponding phase curves in vicinity of equilibrium point: a, d – at 0.01a = ; b, e – at 1;10a = ; 

                                                         c, f – at 50a = ; g, j – at 100a = ; h, k – at 250a = ; i, l – at 500a =  
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Рис. 10. Окончание 

Fig. 10. End 

Структурированность ( )w t  немонотонна при любых 
а и 0w , максимумы ( )w t  остаются при любых а, но они 
все больше сдвигаются влево с ростом а, а функции ( )w t  
все быстрее стремятся к горизонтальной асимптоте 

* ( )w w a= , которая опускается все ниже с ростом а 
(в силу теоремы 1 * ( ) 0w a →  при a → ∞ ). При 10a ≥  
видно, что ( )w t  с большим 0w  проваливается ниже осталь-
ных (красная штриховая кривая на рис. 10, b, c, g, h).  

Штриховые линии на рис. 10, d, e, f…, пересечение 
которых определяет положение равновесия в фазовом 
пространстве, – кривые (7), т.е. изоклины поля скоростей 
системы (1), (2) в точках которых вектор скорости гори-
зонтален или вертикален. Изоклина (9), геометрическое 
место точек с ( ) 0w t = , не зависит от а, вдоль нее двига-
ется положение равновесия с ростом а. Пунктиром на 
рис. 10, j, l, приведена для сравнения изоклина (9) для 
модели с экспоненциальной МФ, которая была исследо-
вана на рис. 9 (сопоставление изоклин подчеркивает от-
личия полей скоростей для этих двух МФ и объясняет 
отсутствие резких обрушений и осцилляций структуры 
на рис. 10, в отличие от рис. 9). 

На сводном рис. 11, а, приведены фазовые кривые 
той же модели с линейной МФ, что и на рис. 10, при 

10, 50,100, 250; 500a =  с теми же начальными условиями 
(0) 0s =  и 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     . По мере роста па-

раметра а (с ростом скорости сдвига) точки равновесия 
смещается вдоль изоклины (9) (вдоль штриховой кри-
вой 0) и меняет тип: два фокуса, три узла. Когда точка 
равновесия – фокус (при 88a < ), осцилляции s и w очень 
малы, спирали в окрестности точки равновесия неразли-
чимы при таком масштабе, и фазовые кривые выглядят 
так же, как в узле при 100a = . Примерно при 200a =  
все фазовые кривые уже приближаются к точке равнове-
сия монотонно, слева вдоль изоклины 0 – в отличие от 
захода справа при 100a =  (см. красные кривые и макси-
мумы ( )s t  на рис. 10, а–f). 

На рис. 11, b, приведены фазовые кривые модели с 
α 2= , β 1= , 1210b −= , 0,3c =  и МФ hsg e= , 0,07h =  
(той же модели, которая представлена на рис. 9) при 

10, 50,100, 200, 420a =      (с начальными условиями 
(0) 0s =  и 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     ). Они иллюстри-

руют влияние начальной структурированности 0w  и сме-
щение точки равновесия вдоль изоклины (9) (штриховой 
кривой) и смены ее типа по мере роста параметра а: узел, 
три фокуса, узел. 



Khokhlov А.V., Gulin V.V. / PNRPU Mechanics Bulletin 1 (2024) 112-143 

132 

 

a 

 

b 

Рис. 11. Фазовые кривые двух моделей с начальными условиями 
(0) 0s =  и 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     : а – той же модели  

с линейной МФ, что и на рис. 10, при 10, 50,100, 250; 500a = ; 
b – той же модели с экспоненциальной МФ, что и на рис. 9, при  
                                10, 50,100, 200, 420a =  

Fig. 11. Phase curves for two models with initial conditions 
(0) 0s =  and 0 0.02;0.1;0.3;0.6;0.9w = : a – the same model 

with linear material function as shown in fig. 10 at 
10, 50,100, 250; 500a = ;  b – the same model with exponential  

   material function as shown in fig. 9 at 10, 50,100, 200, 420a =  

7. Свойства диаграмм деформирования  
с постоянной скоростью  

 
Безразмерные ДД с постоянной скоростью деформи-

рования, порождаемые моделью (3), (4), (5), задаются в 
параметрической форме уравнениями ( )s t , γ( )t at= ϒ , 
где t – безразмерное время (полученное делением вре-
мени на 0T ), ( )s t  – решение системы (1), (2) с начальным 
условием (0) 0s =  и произвольной начальной структуриро-
ванностью 0(0)w w= , 0 [0;1]w ∈ , 0 0 0τ /η τ /c cT Gϒ = =  – без-
размерный нормировочный множитель (он мог быть 

задан единице, если бы мы произвели обезразмеривание 
напряжения делением на 0G  и зафиксировали 0τc G= , 
но тогда в случае твердообразных тел рабочий диапазон 
безразмерных напряжений попал бы в диапазон до 0,05 
и менее). Нетрудно убедиться, что производная дефор-
мации по безразмерному времени (начиная с формул (1), 
(2), точка обозначает производную по нему) выражается 
формулами 0γ( )t vT a= = ϒ  через размерную скорость 
сдвига v и безразмерный параметр а. Поэтому зная реше-
ние ( )s t  для фиксированных а и 0w  легко получить диа-
грамму деформирования 0(γ; , )s a w , или 0τ(γ; , )v w  (в раз-
мерном виде), исключив параметр γ / ( )t a= ϒ . Все гра-
фики ( )s t  на рис. 9 и 10 по форме подобны диаграммам 
деформирования (γ, )s a  с постоянной скоростью благо-
даря выбору нулевого начального напряжения (0)s . 

Семейство ДД 0(γ; , )s a w  зависит от двух параметров 
а и 0w , и мы исследуем характер зависимости ДД не 
только от деформации сдвига γ  (монотонность, выпук-
лость, мгновенный модуль, эволюцию касательного мо-
дуля ), но и от параметров а и 0w : прежде всего, выяс-
ним, монотонно ли зависит 0(γ; , )s a w  от а и 0w , и как 
они влияют на модуль упругости (мгновенный модуль) 
и на асимптоту ДД 0(γ; , )s a w , т.е. на напряжение устано-
вившегося течения *s  (см. (8)). Кроме того, исследуем, 
как меняется структурированность при разных МФ и МП 
и разных скоростях сдвига и какие необычные эффекты 
(непривычные свойства ДД) порождает непостоянство w 
по сравнению с типичными ДД структурно стабильных 
материалов. 

Доказанное ранее существование единственного по-
ложения равновесия * *( , )s w  (см. (8), (9)) системы (1), (2) 
и его устойчивость при любых МФ и МП [1; 2] означают, 
что *( )s t s→  при t → ∞  и любая ДД обладает при 
γ → ∞  горизонтальной асимптотой *s s= , где напряже-
ние установившегося течения * * ( , , )s a bs = α  (можно 
трактовать его как предел текучести) зависит от скорости 
сдвига по (8),(9), но не зависит от начальной структури-
рованности материала 0w  (см. рис. 9, 10). Свойства зави-
симости * * ( , , )s a bs = α  детально исследованы в [1] и пе-
речислены в теоремах 1 и 2. В частности, с ростом пара-
метра а (с ростом скорости сдвига) * ( )s a  возрастает, 
а * ( )w a  убывает, а от начальной структурированности 

* ( )s a  и * ( )w a  не зависят. 
Таким образом, модель (3)–(5) адекватно описывает 

ДД многих пластичных твердообразных материалов, для 
которых свойственны течение при постоянном напряже-
нии и скоростная чувствительность предела текучести 
(а также ползучесть с постоянной скоростью и релакса-
ция напряжений). Отметим, что все ДД, порождаемые 
ОС (6), тоже имеют горизонтальные асимптоты, завися-
щие от скорости деформирования. 
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ПРИМЕР. Рассмотрим вырожденный случай: мо-
дель с α 0=  (тогда β 0=  в силу ограничения β α≤ ), ко-
гда вязкость и модуль сдвига в (3), (4) не зависят от *w . 
В этом случае модель (с произвольной МФ g) распада-
ется на классическое (линейное) уравнение Максвелла 
(3) и дополнительное уравнение для структурированно-
сти (5), зависящее от напряжения: s a s= − , 

(1 )ts a e−= −  (это решение с начальным условием 

(0) 0s = ) и (1 ( )tw c bg a ae w c−+ + − =  – линейное уравне-
ние первого порядка, и его общее решение выражается 
интегралом (квадратурой). Система (8), (9) для точки 
равновесия имеет аналитическое решение 

1
* (1 ( ))w bg a −= + , *s a= , положение равновесия – всегда 

узел (не может быть фокусом):  

*1 2 1 2
* *[ ] [ 1] 0wD cw e cwβ− −= − = − ≥ , 2( ( ) 1)D c bcg a= + − , 

1 1λ = − , 1
2 * (1 ( ))cw c bg a−λ = − = − + ,  

и 0D =  тогда и только тогда, когда ( ) (1 ) /bg a c c= − . Се-
мейство ДД не зависит от 0w  и от МФ g, имеет вид 

γ / ( )(γ; ) (1 )as a a e− ϒ= − , ДД возрастают по γ и a и при 
γ → ∞  стремятся к асимптотам s a=  (эти ДД приве-
дены для сравнения на рис. 12, 13 пунктиром). Очевидно, 
что уменьшение α ослабляет влияние структурированно-
сти на процесс деформирования (вязкость и модуль 
сдвига в (3), (4) не зависят от 0w ) и при α 0→  оно по-
степенно отключается, и семейство ДД все меньше отли-
чается от ДД линейной модели Максвелла. 

Как было установлено выше, в общем случае (при 
α 0> ) решения ( )s t  системы (1), (2) могут не быть мо-
нотонными и даже могут осциллировать в окрестности 
прямой *s s=  (когда * *( , )s w  – фокус), а следовательно, 
и ДД 0(γ; , )s a w  может быть немонотонной по γ, иметь 
точки перегиба (в отличие от ДД, порождаемых линей-
ной моделью Максвелла и общим интегральным ОС ли-
нейной вязкоупругости) и приближаться к асимптоте 
с любой стороны. В частности, ДД может иметь харак-
терный вид с «зубом текучести» (см. рис. 9, 10, 12, 13). 
Этими особенностями ДД модели (3)–(5) отличаются от 
ДД, порождаемых ОС (6), которые всегда монотонно 
возрастают [54] (так же, как и ДД, порождаемые инте-
гральным ОС линейной вязкоупругости изотропной 
среды или нелинейным ОС вязкоупругости Работнова 
с произвольными МФ [55]). Монотонность ДД способна 
обеспечить и модель (1), (2), но при определенных огра-
ничениях на параметры (см. рис. 12, 13). 

Безразмерный касательный модуль ДД 
( )/ γ / γ [ ] / ( )wws s aae se β−αβ∂ ∂ = = ϒ−   в силу (1), т.е. 

1 1/ γ [1 ]w ws e sa e− −β −α∂ ∂ = ϒ − . Безразмерный мгновенный 
модуль (модуль сдвига) – предел / γs∂ ∂  при γ 0+→ , т.е. 
при 0+t →  (угол наклона касательной к ДД 0(γ; , )s a w  
в нуле): 

0 0 0 01 1 1 1
0[1 ] τ(0) c

w w w wG Ge s a e e e− − − −β −α β β= ϒ = ϒ =− ,  

а размерный – 0
0τc

wG G G eβ= = . Таким образом, прихо-
дим к формуле (4), в которой изначально заложена зави-
симость модуля сдвига от структурированности. От ско-
рости мгновенный модуль не зависит, хотя ДД (и каса-
тельный модуль при γ 0> ) зависят. Независимость 
мгновенного модуля от скорости деформирования харак-
терна не только для модели (3)–(5), но и для линейного 
ОС вязкоупругости изотропной среды (с любыми функ-
циями сдвиговой и объемной релаксации), и для нели-
нейного ОС вязкоупругости Работнова [55] и для нели-
нейного ОС вязкоупругопластичности (6) [54]. При 
γ → ∞ , т.е. при t → ∞  касательный модуль стремится к 

* *1 1
*[1 ] 0w we s a e− −β −αϒ =−  в силу (8), (9) (т.е. длительный 

модуль всегда равен нулю в рамках модели (1), (2) и не 
зависит от скорости нагружения). Отметим, что фор-
мально это не следует из существования горизонтальной 
асимптоты *s s=  (где * * 0( , , , )s a b ws = α  по (8), (9)), по-
скольку производная может осциллировать без затуха-
ния и не иметь предела. 

Итак, ДД 0(γ; , )s a w  не обязательно монотонны и не 
обязательно выпуклы вверх, начальная структурирован-
ность влияет на модуль упругости (на начальный участок 
ДД), но не влияет на асимптоту (напряжение установив-
шегося течения); на асимптоту влияет скорость дефор-
мирования (и выбор МП и МФ модели). Монотонности 
семейства ДД по 0w  нет: это хорошо видно на рис. 9, c–j. 
Ниже будет показано, что семейство ДД 0(γ; , )s a w  не обя-
зано возрастать по параметру а (по скорости сдвига): 

2 1a a>  не обязательно влечет 2 0 1 0(γ; , ) (γ; , )s a w s a w> , как 
у подавляющего большинства структурно стабильных ма-
териалов (они демонстрируют положительную скоростную 
чувствительность: чем больше скорость, тем выше лежит 
вся ДД) и описывающих их моделей [54; 56; 57]. 

На рис. 12 приведены ДД 0(γ; , )s a w  и графики струк-
турированности 0(γ; , )w a w  модели с α 2= , β 1= , 

1210b −= , 0,3c =  и МФ hsg e= , 0,07h =  (той модели, 
для которой на рис. 9 и 11, b, приведены интегральные и 
фазовые кривые) при 10;37; 70, 200;300, 400; 500,600a = , 
и для пяти значений 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =      (как и на 
рис. 9, кривые с разными 0w  маркированы цветом: голу-
бым, черным, зеленым, синим и красным). Штриховыми 
линиями того же цвета изображены графики (γ)w . На 
рис. 3, а, и 8, а, кривые 1 изображают график ( )D a  для 
этой модели и зависимости характеристических корней 
от параметра а; корни уравнения ( ) 0D a =  примерно 
равны 37 и 415, и если (37;415)a ∈ , то положение равнове-
сия * *( , )s w  – фокус; для выбранных значений а 

23( ) 0,005; 0,001; 4,5; 31; 49; 35,5; 18,3; 245600; 2 10D a =   −  −  −  −   ⋅ .  
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Рис. 12. Диаграммы деформирования 0(γ; , )s a w  и структурированность 0(γ; , )w a w  модели с α 2= , β 1= , 1210b −= , 0,3c =  и 

МФ hsg e= , 0,07h =  при 10;37; 70, 200;300, 400; 500,600a = , и для 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     : а, b – для 10;37; 70a = ; 
c, d – для 200;300a = ; e, f – для 400;500;600a =  

Fig. 12. Stress-strain curves 0(γ; , )s a w  and structuredness 0(γ; , )w a w  generated by the model with α 2= , β 1= , 1210b −= , 0.3c =  

and material function hsg e= , 0.07h =  at 10;37; 70, 200;300, 400; 500,600a =  and for five values of 0 0.02;0.1;0.3;0.6;0.9w = : 
a, b – at 10;37; 70a = ; b, c – at 200;300a = ; d, e – at 400;500;600a =  
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Особенности поведения кривых ( )s t  и ( )w t  этой мо-
дели подробно описаны в комментариях к рис. 9, свой-
ства кривых (γ)s  и (γ)w  аналогичны. Отметим еще, что 
при 50a <  и 400a ≥  ДД имеют типичные очертания, 
свойственные экспериментальным ДД вязкоупругопла-
стичных материалов с высокой (положительной) ско-
ростной чувствительностью и способностью к течению 
при постоянном напряжении (рис. 12, а, e, f): ДД (γ)s  
возрастают и выпуклы вверх, все ДД имеют горизонталь-
ную асимптоту * ( )s s a= , напряжение течения * ( )s a  воз-
растает по параметру а (теорема 1 и рис. 1, а) и не зави-
сит от 0w , а семейство 0(γ; , )s a w  возрастает по а и 0w . 
Однако в диапазоне скоростей сдвига [70;400]a ∈ , когда 
положение равновесия – «зрелый» фокус и очень сильно 
влияние колебаний структурированности, эти типичные 
свойства ДД утрачиваются (рис. 12, b–d): (γ)s  уже не мо-
нотонны и приобретают точки экстремума и перегиба, а 
осцилляции и переплетение кривых (γ)s  на рис. 12, b–e, 
показывают, что ДД (γ)s  не обязаны быть возрастаю-
щими, а семейство ДД 0(γ; , )s a w  может не возрастать по 
параметру 0w . 

Именно на интервале [70;400]a ∈  (рис. 12, b–d) 
резко замедляется рост установившегося напряжения те-
чения * ( )s a  с увеличением а (понижается скоростная 
чувствительность ДД).  

В окрестности 400a =  осцилляции (γ)s  становятся 
быстро затухающими и вырождаются в «зуб текучести» 
(рис. 12, e), а при дальнейшем возрастании скорости 
сдвига точка равновесия становится узлом, и ДД приоб-
ретает типичные очертания с хорошо выраженным пря-
молинейным участком при γ 2≤ % (рис. 12, e, f) и визу-
альным изломом (соответствующим обрушению струк-
туры, описанному в комментариях к рис. 9), 
а напряжения течения * ( )s a  уже мало отличается от а 
(в теореме 1 доказано, что * ( ) / 1s a a →  при a → ∞ ).  

Для сравнения на рис. 12 и 13 приведены (желтые 
пунктирные линии) ДД вырожденной модели с α β 0= = , 
описанной выше, при тех же значениях a. При малых a 
они и их асимптоты s a=  лежат значительно ниже 
асимптот ДД исследуемой модели (напряжения в 8–9 раз 
ниже на рис. 12, а), но по мере роста a асимптоты моде-
лей сближаются и уже при 500a =  асимптоты ДД сов-
падают (рис. 12, f). Аналогичное развитие ситуации 
наблюдается и на рис. 13. Это связано с тем, что при 
больших скоростях сдвига структурированность быстро 
обнуляется и слабо влияет на вязкость: * ( ) / 1s a a →  при 
a → ∞  и 0μ η→  при a → ∞  и при γ → ∞ . 

На рис. 13 приведены ДД 0(γ; , )s a w , порождаемые 
моделью с α 2= , β 1= , 0,66b = , 0,3c =  и линейной МФ 

1g hs= + , 0,07h =  (в точности той моделью, для 

которой на рис. 10 приведены интегральные и фазовые 
кривые) при разных скоростях сдвига: при 

1;3;5;10;30;50;100a =  (рис. 13, а–c) и 
100;250;500;1000a =  (рис. 13, e). На рис. 13, а, b, ДД при 
1;3;5;10;50;100a =  (положение равновесия – фокус при 
88a < , см. кривые 3 на рис. 3, а, и 8, а) построены для 

пяти значений 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =      (как и на рис. 
9–12 ДД для разных 0w  маркированы цветом: голубым, 
черным, зеленым, синим и красным). Хорошо видна за-
висимость мгновенного модуля от начальной структури-
рованности и зуб текучести для густой среды (красные 
кривые). Уже при 0,01a =  (при очень малой скорости 
сдвига), когда точка равновесия – узел, появляется мак-
симум («зуб текучести») на графике (γ)s  с 0 0,9w =  
(рис. 10, а); при 1a =  максимум зарождается и на гра-
фике (γ)s  с 0 0.6w =  и растет с ростом а (синяя кривая 
на рис. 13, а, и рис. 10, c); при 10a =  максимум зарожда-
ется и на графике (γ)s  с 0 0,3w =  (зеленая кривая на 
рис. 13, b, и рис. 10, e), но при 100a =  он уже пропадает 
(рис. 13, b, и рис. 10, i), а максимумы на кривых (γ)s  
с 0 0,6w =  и 0 0,9w =  становятся менее выраженными и 
исчезают при 250a ≥  (все ДД (γ)s  возрастают). Для мо-
дели с меньшим значением b зуб текучести становится 
более выраженным (более острым и высоким) и долго-
живущим (рис. 14, c). Хотя для всех ДД на рис. 13, а, b, 
положение равновесия – фокус, осцилляции ДД (γ)s  
очень малы и просто незаметны. 

На панорамных рис. 13, c, d, приведены ДД при 
1;10; 30; 50a =     и 100; 250; 500;1000a =     для 

0 0,1; 0,6; 0,9w =   . С ростом а уменьшаются отклонения 
ДД (γ)s  с разными 0w  друг от друга (пучок стягивается) 
и функции (γ)s  все быстрее стремятся к горизонтальной 
асимптоте * ( )s s a= , которая поднимается все выше  
(по теореме 1 * ( )s a a  при a → ∞ ). Поведение  
структурированности ( )w t  подробно описано и проил-
люстрировано на рис. 10, поэтому подобные графики 

(γ)w  не приводятся (функции (γ)w  немонотонны  
при любых а и 0w ). 

На сводном рис. 14, а, приведено семейство ДД той 
же модели с линейной МФ, что и на рис. 10 и 13, при 

10, 50,100, 250; 500,1000a =  (первые два значения – из 
диапазона, в котором положение равновесия – фокус, 
остальные – узел) и для двух значений 0 0,1; 0,9w =   
(черные и красные ДД). Как и на рис. 13, c, d, хорошо 
видны зависимость мгновенного модуля от начальной 
структурированности (при 0 0,9w =  он в 2,5 раза 
больше), его независимость от скорости сдвига и появле-
ние зуба текучести (кривые 1–3) для густой среды при 
умеренных скоростях, не разрушающих структуру слиш-
ком быстро. 
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a       b 

      

с       d 

Рис. 13. ДД 0(γ; , )s a w  модели с α 2= , β 1= , 0,66b = , 0,3c =  и линейной МФ 1g hs= + , 0,07h = : а, b – при 1;3;5a =   

и 10;50;100a =  для 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     ; c – при 1;10;30;50a =  для 0 0,1; 0,9w =  ; d – при 100;250;500;1000a =   

для 0 0,1; 0,6; 0,9w =    

Fig. 13. Stress-strain curves 0(γ; , )s a w  generated by the model with α 2= , β 1= , 0.66b = , 0.3c =  and linear material function 

1g hs= + , 0.07h = : a, b – at 1;3;5a =  and 10;50;100a =  for 0 0.02;0.1;0.3;0.6;0.9w = ;  c – at 1;10;30;50a =   

for 0 0.1;0.9w = ;  d – at 100;250;500;1000a =  for 0 0.1;0.6;0.9w =  

На сводном рис. 14, b, приведено семейство ДД 

0(γ; , )s a w  модели с МФ hsg e= , 0,07h =  (той же, что и 
на рис. 9 и 12) при разных скоростях сдвига, а именно 
при 10, 20,37; 70, 200, 400; 500,600,700a =  (первые три 
положения равновесия – узлы, последующие три – фо-
кусы, остальные – узлы) и для двух значений 

0 0,02; 0,9w =  . В интервале скоростей [70;300]a ∈  (ДД 
4, 5 и рис. 12, c, d), когда положение равновесия «зре-
лый» фокус, хорошо видны осцилляции ДД; видимо, их 
можно трактовать и как описание моделью аналога эф-
фекта Портевена – Ле-Шателье, а параметр w (1 w−  или 

we− ) можно связать, в частности, с относительной плот-
ностью подвижных дислокаций в кристалле или со сред-
ним размером зерен и с уровнем неравновесности границ 

зерен в поликристаллических материалах [58–65]. 
В окрестности 400a =  (для рассматриваемой модели) 
осцилляции становятся быстро затухающими и вы-
рождаются в «зуб текучести» (ДД 6), а при дальнейшем 
возрастании скорости сдвига точка равновесия стано-
вится узлом, и ДД приобретает типичные очертания с хо-
рошо выраженным прямолинейным участком при γ 2≤ % 
(красные ДД 7–9 для 0 0,9w = ) или γ 6≤ % (голубые ДД 
7–9 для 0 0,02w = ) и визуальным изломом в точке γ 2= , 

475s =  или точке γ 6= , 460s = , соответствующей  
обрушению структуры, описанному в комментариях к 
рис. 9 ( (γ) 0w ≈  при γ 2>  или при γ 6>  – см. рис. 12, f). 
Существенно, что именно на интервале скоростей сдвига 

[70;400]a ∈  (ДД 4–6) резко замедляется рост 
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установившегося напряжения течения * ( )s a  с ростом а 
(понижается скоростная чувствительность ДД): * ( )s a  
растет гораздо быстрее и при малых скоростях сдвига (кри-
вые 1–3), и при больших (ДД 7–9), когда скорость роста 

* ( )s a  уже становится постоянной (по теореме 1 

* ( )s a a  при a → ∞  – см. рис. 1, а). В этом интервале 
скоростей ДД с меньшей скоростью сдвига может на 

некотором интервале оказаться выше ДД с большей ско-
ростью сдвига (см. красные кривые 4, 5 для a=70 и a=200, 
а также рис. 14, d), хотя для установившихся напряжений 

* ( )s a  строго соблюдается (теорема 1) возрастание по пара-
метру а, т.е. положительная скоростная чувствительность 
напряжения течения. Как и на рис. 14, а, хорошо видна за-
висимость мгновенного модуля от начальной структуриро-
ванности: при 0 0,9w =  он почти в 3 раза больше. 

        
a       b 

           
c       d 

Рис. 14. Семейства ДД 0(γ; , )s a w , порожденные тремя моделями с разными МФ при разных скоростях сдвига и начальной  

структурированности 0w : а – моделью с α 2= , β 1= , 0,66b = , 0,3c =  и МФ 1g hs= + , 0,07h =  (как на рис. 13) при 

10, 50,100,250; 500,1000a =  для 0 0.1;0.9w = ; b – моделью с α 2= , β 1= , 1210b −= , 0,3c =  МФ hsg e= , 0,07h =  (как на 

рис. 12) при 10, 20,37; 70,200,400; 500,600,700a =  и 0 0,02; 0,9w =  ; c, d – моделью с α 5= , β 1= , 0,01b = , 0, 005c = ,  

         и линейной МФ 1g hs= + , 1h = , при 0,1; 1;10; 50;100; 200a =      и 0,1; 1;10a =   (крупно) для 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,9w =     

Fig. 14. Families of stress-strain curves 0(γ; , )s a w  generated by three models with various material functions at different shear rate and 

initial structuredness 0w : a – models with α 2= , β 1= , 0.66b = , 0.3c =  and 1g hs= + , 0.07h =  (as in fig.13) at 

10, 50,100,250; 500,1000a =  for 0 0.1;0.9w = ; b – models with α 2= , β 1= , 1210b −= , 0.3c =  and hsg e= , 0.07h =  (as in 

fig.12) at 10, 20,37; 70,200,400; 500,600,700a =  for 0 0.02;0.9w = ; c, d – models with α 5= , β 1= , 0.01b = , 0.005c =  and  

                       linear 1g hs= + , 1h = , at 0.1; 1;10;50;100;200a =  and 0.1; 1;10a =  (close-up) for 0 0.02;0.1;0.3w =  
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На рис. 14, c, приведены ДД модели с α 5= , β 1= , 

0,01b = , 0,005c = , и линейной МФ 1g hs= + , 1h = , 
при 0,1; 1;10; 50;100; 200a =      (для них 

410 ( ) 1,8; 2; 8; 51;111, 234; 577D a =      ) и 0 0,02; 0,1; 0,3w =   . 
На рис. 14, d, увеличен начальный участок ДД 1–3 для 

0,1; 1;10a =  . У этой модели положение равновесия – 
узел при 12609a ≤  и фокус при (12609;25365)a ∈  (кри-
вая 2 на рис. 8, b – график зависимости характеристиче-
ских корней этой модели от а). Фазовый портрет и ДД 
этой модели в рассматриваемом диапазоне а отличаются 
от ДД модели с линейной МФ, рассмотренной выше на 
рис. 10, 11, 13, 14, а, несколькими особенностями (но-
выми сценариями поведения): 1) для ДД этой модели 
характерен выраженный и долгоживущий «зуб 
текучести» на кривых (γ)s  и ( )s t  для всех 0 0,2w >  (см. 
пунктирные ДД 5, 6 для 0 0,3w =  на рис. 14, c, и красные 
кривые для 0 0,9w = ), зуб растет с ростом 0w ; 2) наличие 
на ДД (γ)s  с малыми 0w  и невысокими скоростями 
сдвига ( 50a ≤ ) начальных участков с выпуклостью вниз 
(рис. 14, d) и даже нескольких точек перегиба; 3) немо-
нотонность семейства ДД 0(γ; , )s a w  по параметрам а и 

0w , «переплетение» ДД с малыми 0w  и невысокими ско-
ростями сдвига (рис. 14, d). Большой рост напряжений 
сверх равновесного (в 2–3 раза выше * ( )s a  при 0 0,9w =  – 
см. красные кривые) вызван тем, что скорость разруше-
ния структуры растет медленно с напряжением ( 0,01b =  
мало), вязкость быстрее растет по w ( α 5= , увеличение 
α усиливает влияние структурированности на процесс 
деформирования), и 0w  сильнее влияет на форму ДД. 

При определенных ограничениях на МП модель спо-
собна обеспечить и билинейную форму ДД, свойствен-
ную идеальной упругопластической модели, но со ско-
ростной чувствительностью (рис. 15).  

На рис. 15, а, приведено семейство ДД 0(γ; , )s a w  и 
графики структурированности 0(γ; , )w a w , порожденные 
моделью с α 100= , β 0= , 0,001b = , 0,3c =  МФ  

hsg e= , 0,1h = , при 10na = , 6;...; 2n = − , и 
10; 25; 50;100;125a =      для начальной структурированно-

сти 0 0,02; 0,1; 0,3; 0,6; 0,9w =     . При изменении скорости 
сдвига (параметра а) на 8 порядков сохраняется билиней-
ное очертание ДД, совсем не зависящие от начальной 
структурированности 0w : у всех ДД есть общий началь-
ный прямолинейный участок с угловым коэффициентом 

0β
0 0/ /w

c cG G e G= τ = τ  при γ 1≤ %, не зависящий от ско-
рости сдвига (стадия упругости), а с дальнейшим ростом 
γ все ДД резко выходят на горизонтальную асимптоту 

* ( )s s a=  (имеют «излом»). Для наглядности ДД при 
0,001; 1;100a =    выделены красным цветом. При 100a ≥  

ДД приобретают закругленный переходный участок все 

большего радиуса перед выходом в режим течения при 
постоянном напряжении * ( )s a  (см. две верхние ДД при 

100a =  и 125a = ).  

 
a 

 
b 

Рис. 15. Семейство ДД 0(γ; , )s a w  и структурированность 

0(γ; , )w a w  при разных скоростях сдвига ( 10na = , 

6;...; 2n = − ) и начальной структурированности 0w  для двух 

моделей с β 0= , 0,001b = , 0,3c = , МФ hsg e= , 0,1h = ,  

                          и α 100=  (а) или α 50=  (b) 

Fig. 15. Stress-strain curves family 0(γ; , )s a w  and structuredness 

0(γ; , )w a w  generated by the model with α 100= , β 0= , 

0.001b = , 0.3c = , material function hsg e= , 0.1h = , at various  

    shear rates ( 10na = , 6;...; 2n = − ) and initial structuredness 0w  

Структурированность (γ)w  при этом сначала быстро 
растет почти до максимального значения 1 (быстро даже 
по времени: при всех 0,1a ≤  для любого 0w  ( ) 1w t ≈  уже 
при 10t = ), затем – после длительного периода стабиль-
ности (это дает упругий участок ДД) – падает (при 10a =  
это происходит уже при 6t =  и стадия постоянства ( )w t  
исчезает) и стабилизируется вблизи нуля (горизонталь-
ный участок ДД). Равновесная структурированнность 
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* ( )w a  убывает и * ( ) 0w a →  при a → ∞  (на рисунке при-
ведены графики 0(γ; , )w a w  до 10a = ). При 0,5a <  гра-
фики (γ)w  с разными 0w  сливаются и начинают разли-
чаться только при 1a ≥  (см. цветные штриховые кривые 
при 10a = ). Такое поведение ДД модели связано, 
прежде всего, с большим значением параметра α, кото-
рое вызывает очень быстрое возрастание вязкости 

0 *μ η ( ) /s a a=  и равновесного напряжения * ( )s a  уже при 
очень малых скоростях сдвига (см. теоремы 1 и 2) и быст-
рое убывание (γ)w  до равновесной структурированно-
сти * ( )w a .  

На рис. 15, b, приведено семейство ДД 0(γ; , )s a w  и 
графики структурированности 0(γ; , )w a w  модели, отли-
чающейся только значением МП α 50= , при тех же ве-
личинах параметра а. Равновесные структурированности 

* ( )w a  в два раза выше, чем на рис. 15, а (см. теорему 1), 
напряжения течения * ( )s a  понизились примерно на 5–
10 % (понижение больше при малых a), ДД качественно 
почти не изменились, но при 10 60a< <  появился едва 
заметный максимум. 

 
8. Дальнейшие направления развития  
базовой модели и ее приложения 

 
Модель (3)–(5) (после аккуратной формулировки 

в трехмерном случае, дальнейшего исследования, де-
тального сопоставления с данными экспериментов и не-
обходимых модификаций и обобщения, в частности, 
учета влияния тепловыделения и теплообмена [28; 34–
36] и введения дополнительных структурных парамет-
ров и дополнительных уравнений для учета кинетики ос-
новных физико-химических процессов) будет приме-
няться для описания испытаний битумов и их модифика-
ций минеральными и эластомерными наполнителями, 
расплавов термопластов (полиэтиленов, полиамидов, по-
лифениленсульфида, полиэфирэфиркетона и др.), угле-
род-карбидкремниевых паст для 3D-печати и для реше-
ния краевых задач в технологиях переработки полимеров 
(в частности, твердофазной плунжерной экструзии, фор-
мования нитей методом экструзии расплава и вытяжки), 
задач ползучести с учетом накопления (и залечивания) 
поврежденности и кинетики химических превращений 
под влиянием агрессивной среды и задач моделирования 
сверхпластического деформирования металлов и спла-
вов с учетом эволюции нескольких параметров струк-
туры (среднего размера, формы и ориентации зерен, 
уровня неравновесности границ зерен, плотности дис-
персоидов, степени сегрегации на границах зерен леги-
рующих элементов, облегчающих зернограничное 
скольжение и т.п.) [44; 58–69]. С целью расширения 
класса описываемых эффектов и области применимости 
модель (3)–(5) удобно использовать как элемент более 
сложных гибридных моделей в сочетании с детально ис-
следованным ранее ОС (6) [49–55]. 

Заключение 
 
В статье продолжено системное аналитическое иссле-

дование свойств нелинейной структурно-реологической 
модели сдвигового течения тиксотропных вязкоупругопла-
стичных сред (3)–(5), учитывающей взаимное влияние про-
цесса деформирования и эволюции структуры (кинетики 
образования и разрушения межмолекулярных связей и ас-
социатов макромолекул), предложенной в статьях [1; 2]. 
При произвольных шести материальных параметрах и (воз-
растающей) материальной функции, управляющих моде-
лью, доказаны существование, единственность и устойчи-
вость положения равновесия системы двух нелинейных 
дифференциальных уравнений для безразмерных напряже-
ния и степени структурированности, к которой сведена мо-
дель, аналитически изучен ее фазовый портрет в окрестно-
сти ее положения равновесия, критерии того, что оно явля-
ется узлом или фокусом, и базовые свойства кривых 
течения и кривых деформирования с постоянной скоро-
стью сдвига, порождаемых моделью. Тем самым начат ана-
лиз способности модели описывать поведение как жидко-
образных, так и твердообразных (густеющих, твердеющих, 
затвердевших) тиксотропных вязкоупругопластичных 
сред: эффекты скоростного и деформационного упрочне-
ния, релаксации, ползучести, восстановления и др. 

Исследованы характер зависимости семейства ДД 
0s >  от деформации сдвига 0γ( ; , )t s w  (монотонность, 

выпуклость, мгновенный модуль, эволюция касатель-
ного модуля), от скорости сдвига а и начальной структу-
рированности wwa s e−αα= −  , а также от МФ и МП мо-
дели (в частности, МП, управляющих влиянием структу-
рированности на вязкость и модуль сдвига и влиянием 
напряжения на скорость разрушения структуры). Дока-
зано, что ДД могут быть как возрастающими, так и иметь 
участки убывания, напоминающие «зуб текучести», и за-
тухающие осцилляции, что все ДД имеют горизонталь-
ные асимптоты (напряжение установившегося течения), 
зависящие от скорости сдвига, и напряжение течения 
строго возрастает с ростом скорости, что их мгновенный 
модуль сдвига, наоборот, зависит от начальной структу-
рированности, но не зависит от скорости. При опреде-
ленных ограничениях на МП модель (3)–(5) способна 
обеспечить и билинейную форму ДД, свойственную иде-
альной упругопластичной модели, но со скоростной чув-
ствительностью (см. рис. 15). Установлено, что семей-
ство ДД 0s >  не обязано быть возрастающим ни по 
начальной структурированности, ни по скорости сдвига: 
в некотором диапазоне скоростей сдвига, в котором по-
ложение равновесия является «зрелым» фокусом и 
наблюдаются выраженные осцилляции кривых дефор-
мирования, возможно переплетение кривых деформиро-
вания с разными скоростями сдвига (см. рис. 14). Иссле-
довано, как меняется структурированность в процессе 
деформирования в зависимости от МФ и МП, скорости 
сдвига и напряжения. Начальная структурированность 
влияет лишь на начальный участок ДД, но не влияет на 
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их асимптоты и на установившуюся величину структу-
рированности, которая монотонно убывает с ростом ско-
рости сдвига. Разнообразие сценариев изменения струк-
турированности во времени (в частности, обнаруженное 

резкое обрушение структуры при достижении критиче-
ских величин напряжения) порождает ряд необычных 
эффектов (непривычных свойств ДД) по сравнению с ти-
пичными ДД структурно стабильных материалов. 
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