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 Решение задач обеспечения надежности конструкций требует изучения процессов равновесного
накопления повреждений, приводящих в том числе к появлению зон разупрочнения в твердых телах.
Представляется целесообразным использование моделей закритического деформирования при прове-
дении прочностного анализа конструкций. Однако получение полных диаграмм деформирования мате-
риала в стандартных испытаниях затруднено в связи с образованием локализации деформаций в виде
шейки. В то же время использование истинных напряжений, учитывающих изменение поперечного сече-
ния тела, некорректно в связи с реализацией сложного напряженного состояния. В связи с этим необхо-
димой является разработка расчетно-экспериментальных методов построения диаграмм деформирова-
ния материала в условиях неоднородных полей напряжений. Рациональным при этом представляется
использование данных о полях деформации на поверхности тел, которые могут быть получены, напри-
мер, с помощью бесконтактных оптических видеосистем. 

В работе представлен расчетно-экспериментальный метод построения диаграммы деформирова-
ния в условиях неоднородных полей напряжений. Рассмотрена упругопластическая модель изотропного 
материала. Начальными данными метода являются две упругие константы, предел текучести материала,
известная диаграмма нагружения тела с концентратором напряжений и соответствующие различным со-
стояниям максимальные значения интенсивности деформаций. Апробация разработанного метода про-
ведена путем численного моделирования процессов растяжения корсетного образца и пластины с кон-
центратором напряжений. Рассмотрены диаграммы деформирования материала с площадкой текучести
и без неё. Результаты демонстрируют высокое соответствие изначально задаваемых и восстановленных
диаграмм деформирования. Сделан вывод о целесообразности использования разработанного метода
при построении диаграмм деформирования материалов и необходимости его модернизации для описа-
ния закритической стадии деформирования. 
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 In order to ensure reliability of structures, it is necessary to study equilibrium damage accu-
mulation which initiates softening zones in solids. It is considered appropriate to use postcritical
deformation models when conducting strength analysis of structures. However, obtaining complete
stress-strain curves in standard tests is difficult due to the strain localization in the form of a neck.
At the same time, the use of true stresses taking into account changes in a specimen cross section
is incorrect due to the implementation of a complex stress state. In this regard, it is necessary to
develop computational and experimental methods for constructing material stress-strain curves 
under conditions of inhomogeneous stress fields. In this case it seems reasonable to use data on
strain fields on the body’s surface, which can be obtained, for example, using non-contact optical 
video systems. 

The paper presents the computational-experimental method for constructing a stress-strain 
curve under conditions of inhomogeneous stress fields. An elastoplastic model of an isotropic ma-
terial is considered. The initial data of the method are two elastic constants, the yield stress value,
the load diagram of a body with a stress concentrator, and the maximum values of strain intensity
corresponding to various states. The developed method was tested by a numerical simulation of
deforming an hourglass specimen and a plate with a stress concentrator. Stress-strain curves with 
and without a yield plateau are considered. The results demonstrate a high agreement between 
the initially specified and reconstructed stress-strain curves. A conclusion is made about the ra-
tionality of using the developed method when constructing stress-strain diagrams and necessity 
for its modernization to describe the postcritical deformation stage. 
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Введение 

 
Решение задач обеспечения безопасности и надеж-

ности ответственных конструкций требует проведения 
уточненного прочностного анализа. Его важным аспек-
том является учет развития в твердых телах зон неупру-
гого деформирования и разрушения. Происходящие при 
этом в материале равновесные процессы накопления по-
вреждений находят отражение на диаграмме деформиро-
вания в виде ниспадающей ветви [1]. Следовательно, це-
лесообразным представляется учет закритической ста-
дии деформирования при проведении прочностных 
расчетов конструкций [2–7]. 

Определение материальных функций на закритической 
стадии деформирования на основе проведения стандарт-
ных испытаний на гладких образцах осложняется в связи с 
образованием на рабочей части локализации деформаций в 
виде шейки [8–10]. Ряд исследователей для решения дан-
ной проблемы проводит расчет не инженерных, а истинных 
напряжений, учитывающих изменение поперечного сече-
ния образца в области локализации [10–13]. При этом пред-
полагается, что закритическая стадия деформирования ма-
териала на истинных диаграммах отсутствует [13, 14]. Од-
нако в данном методе не учитывается, что локализация 
деформаций приводит не только к изменению поперечного 
сечения, но и к нарушению однородности полей напряже-
ний и деформаций. Соответственно, актуальным является 
поиск новых расчетно-экспериментальных методов по-
строения диаграмм деформирования материалов [14–17]. 

Значительный вклад в данной области внесен В.Г. Бажено-
вым с соавторами [18–27]. Получение материальных функ-
ций проводится на основе решения обратной задачи путем 
корректировки точек диаграммы деформирования до полу-
чения высокого соответствия расчетной и эксперименталь-
ной диаграмм нагружения. 

Развитие техники привело к появлению методов 
определения полей деформаций на поверхности тела 
[28–32]. Одним из наиболее распространенных из них 
является использование бесконтактных оптических ви-
деосистем и метода корреляции цифровых изображений, 
что позволяет с высокой точностью получать поля де-
формаций на образцах различной геометрии, в том числе 
с концентраторами напряжений [32–35]. Представляется 
целесообразным для повышения точности построения 
материальных функций использовать в расчетно-экспе-
риментальных методах не только экспериментальные 
диаграммы нагружения тела, но и данные о деформиро-
ванном состоянии его поверхности. Преимуществом 
данного подхода является возможность проведения ис-
пытаний на нестандартных образцах, в которых реализу-
ется неоднородное напряженное состояние, что позволит 
решить проблему образования шейки. 

Данная работа посвящена разработке расчетно-экс-
периментального метода построения диаграммы дефор-
мирования материала по диаграммам нагружения тел с 
концентраторами напряжений с контролем максималь-
ной деформации. Проведена апробация данного метода 
в вычислительном эксперименте. 
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1. Постановка краевой задачи 
 
Краевая задача теории пластичности (материал – 

изотропный, массовые силы не учитываются) представ-
ляет собой систему дифференциальных уравнений 
в частных производных:  
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где ( )klσ r  – тензор напряжений; ( )klε r  – тензор конеч-

ных деформаций; ( )ku r  – вектор перемещений;  r  – ра-

диус-вектор; klδ  – дельта-символ Кронекера; mmσ  – пер-
вый инвариант тензора напряжений; mmε  – первый инва-
риант тензора деформаций; 3mm mmKσ = ε , где K  – 
модуль объемного сжатия материала; iσ  и iε  – интен-
сивности напряжений и деформаций соответственно, 
связанные через функцию пластичности Ильюшина: 

( ) ( )( )3 1 ;i i i iGσ ε = − ω ε ε  
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Здесь G  – модуль сдвига материала; ( )iω ε  – функ-
ция пластичности Ильюшина. Уравнения (1) дополня-
ются граничными условиями: 
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где jn  – единичный вектор нормали к площадке поверхно-

сти тела; sГ  – поверхность, на которой заданы силовые 

граничные условия; 0
iS  – компоненты вектора напряжений, 

приложенного к поверхности sГ ; 0
iu  – компоненты век-

тора перемещений, заданного на поверхности uГ . 
 

2. Расчетно-экспериментальный метод  
построения диаграммы деформирования  
материала при растяжении тела  
с концентратором напряжений 

 
Исходными данными предлагаемого расчетно-экс-

периментального метода являются: 
1) модуль Юнга и коэффициент Пуассона материала 

(из которых можно рассчитать модуль сдвига и модуль 
объемного сжатия), определяемые из стандартного ис-
пытания на растяжение гладкого образца; 

2) предел текучести материала (также определяется из 
стандартного испытания на растяжение гладкого образца); 

3) диаграмма нагружения тела известной геометрии 
с концентратором напряжений (в виде зависимости 
нагрузки P  от перемещения u ); 

4) максимальные значения интенсивности деформа-
ций ( )( )max

i muε  для каждой из точек диаграммы нагруже-

ния (могут быть определены, например, с помощью ви-
деосистемы). 

Отметим, что максимальные значения интенсивно-
сти деформаций необходимы для исключения влияния 
еще не восстановленной части диаграммы деформирова-
ния на значения расчетной нагрузки, что позволит на 
каждом шаге расчетно-экспериментального метода под-
бирать лишь значения интенсивности напряжений. 

Алгоритм метода заключается в следующем: 
1) задается идеальный упругопластический материал с 

известными упругими модулями и пределом текучести; 
2) решается краевая задача (1) с граничными услови-

ями (3), перемещение границы тела на этапе m  задается 
равным ( )mu ; 

3) определяется значение расчетной нагрузки ( )mP , 

проводится его сравнение с экспериментальным. Если 
относительное значение отклонения расчетной нагрузки 
от экспериментальной не превышает допустимого значе-
ния, происходит переход к п.2 со значением перемеще-
ния границы тела ( )1mu + . Иначе корректируется интен-

сивность напряжений для значения интенсивности де-
формаций ( )( )max

i muε : увеличивается, если расчетная 

нагрузка ниже экспериментальной; уменьшается в про-
тивном случае. Переход к п. 2 осуществляется с теми же 
граничными условиями. Завершению работы алгоритма 
соответствует получение решений краевых задач для 
всех точек экспериментальной диаграммы нагружения.  

Иллюстрация работы алгоритма по восстановлению 
диаграммы деформирования материала представлена на 
рис. 1. Предложенный метод реализован на языке APDL 
в программном комплексе конечно-элементного анализа 
ANSYS. 

 

Рис. 1. Иллюстрация работы алгоритма по восстановлению 
диаграммы деформирования материала 

Fig. 1. Illustration of the algorithm for the material stress-strain 
curve reconstructing 

(1) 
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3. Апробация расчетно-экспериментального  
метода 

 
Апробация предложенного расчетно-эксперимен-

тального метода проведена для случаев растяжения кор-
сетного образца (осесимметричная постановка краевой 
задачи) и пластины с концентратором напряжений (реа-
лизуется плоское напряженное состояние). Геометрия 
тел и граничные условия представлены на рис. 2. На пер-
вом этапе проведено численное моделирование процес-
сов деформирования рассматриваемых тел для двух ва-
риантов диаграммы деформирования материала: без пло-
щадки текучести и с её наличием (рис. 3). Построены 
расчетные диаграммы нагружения тел, определены мак-
симальные значения интенсивности деформаций для 
каждого значения граничных условий. Затем на основе 
расчетных диаграмм нагружения проведено восстанов-
ление диаграммы деформирования материала и её срав-
нение с закладываемой изначально в расчет. 

 

a 

 

b 

Рис. 2. Геометрия тела и граничные условия: а – корсетный 
образец; b – пластина с концентратором напряжений 

Fig. 2. Body’s geometry and boundary conditions: a – specimen;  
b – plate with a stress concentrator 

Получаемые при деформировании корсетного об-
разца диаграммы нагружения и поля напряжений пред-
ставлены на рис. 4. Можно отметить, что диаграммы 

нагружения значительно отличаются от диаграмм дефор-
мирования, несмотря на небольшую величину концентра-
ции напряжений. Результаты подтверждают неоднород-
ность распределения напряжений, из которой следует  
некорректность использования пересчета напряжений 
с учетом текущего значения площади поперечного сечения 
для построения истинных диаграмм деформирования. 

 

а   b 

Рис. 3. Диаграммы деформирования материала: а – без площадки 
текучести; b – с площадкой текучести 

Fig. 3. Material stress-strain curves: a – without yield plateau;  
b – with yield plateau 

 

а 

 

b 

Рис. 4. Диаграммы нагружения и поля интенсивности напряжений, 
полученные в результате моделирования процесса растяжения 
корсетного образца: а – для материала без площадки текучести;  
                               b – с площадкой текучести 

Fig. 4. Loading diagrams and fields of stress intensity obtained  
by the modeling of the hourglass specimen stretching process:  
a – for the material without yield plateau; b – for the material with  
                                              yield plateau 

 
Восстановленные с помощью разработанного метода 

диаграммы деформирования материала, изображенные 
вместе с исходными, представлены на рис. 5. Результаты 
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демонстрируют высокую эффективность предложенного 
алгоритма и высокое соответствие изначально заложен-
ной в расчет и восстановленной диаграммы деформиро-
вания. Некоторые несовпадения (в частности, на пло-
щадке текучести, см. рис. 5, b) могут быть устранены за 
счет увеличения числа точек, получаемых на диаграмме 
нагружения тела. 

 

а 

 

b 

Рис. 5. Результаты восстановления диаграмм деформирования:  
а – для материала без площадки текучести; b – для материала  
                                  с площадкой текучести 

Fig. 5. Stress-strain curve reconstruction results: a – for the material  
       without yield plateau; b – for the material with yield plateau 

 
Получаемые при деформировании пластины с кон-

центратором диаграммы нагружения и соответствующие 
поля напряжений представлены на рис. 6. Результаты де-
монстрируют значительное повышение неоднородности 
поля напряжений при росте концентрации напряжений 
(в сравнении с корсетным образцом). В связи с этим рацио-
нальным является предположение о возможности реализа-
ции зон разупрочнения вблизи концентраторов напряже-
ний, что определяет перспективность развития предложен-
ного расчетно-экспериментального метода для построения 
полных диаграмм деформирования материала. 

Восстановленные с помощью разработанного метода 
диаграммы деформирования материала, наложенные на 
изначально задаваемые, представлены на рис. 7. Резуль-
таты демонстрируют достаточно высокую эффектив-
ность предложенного алгоритма, однако в некоторых 
точках наблюдается расхождение между исходной и вос-
становленной диаграммами. Данный эффект объясня-
ется локализацией деформаций вблизи вершины концен-
тратора и сравнительно небольшой зоной с развитыми 
пластическими деформациями. В таком случае на ре-
зультаты работы алгоритма существенное влияние 

начинает оказывать конечно-элементная сетка, подбор 
которой на основе решения задачи сходимости упругого 
решения может быть недостаточным.  

 

а 

 

b 

Рис. 6. Диаграммы нагружения и поля интенсивности напряжений, 
полученные в результате моделирования процесса растяжения 
пластины: а – для материала без площадки текучести;  
                                b – с площадкой текучести 

Fig. 6. Loading diagrams and fields of stress intensity obtained by 
the modeling of the plate stretching process: a – for the material  
       without yield plateau; b – for the material with yield plateau 

 

а 

 

b 

Рис. 7. Результаты восстановления диаграмм деформирования:  
а – для материала без площадки текучести; b – для материала  
                                   с площадкой текучести 

Fig. 7. Stress-strain curve reconstruction results: a – for the material 
without yield plateau; b – for the material with yield plateau 



Вильдеман В.Э., Мугатаров А.И., Хмелев А.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2024) 24–32 

 29 

Заключение 
 
В работе представлен новый расчетно-эксперимен-

тальный метод восстановления диаграммы деформиро-
вания материала по известным диаграммам нагружения 
и максимальным значениям интенсивности деформаций, 
которые могут быть получены в эксперименте, напри-
мер, при использовании бесконтактной оптической ви-
деосистемы и метода корреляции цифровых изображе-
ний. Алгоритм разработанного метода реализован на 
языке APDL в программном пакете ANSYS. Проведена 
апробация предлагаемого расчетно-экспериментального 
метода в вычислительных экспериментах по растяжению 
корсетного образца и пластины с концентратором 

напряжений. Продемонстрировано, что восстановлен-
ные диаграммы деформирования с высокой степенью со-
ответствуют исходным, что подтверждает эффектив-
ность разработанного алгоритма. Отмечено, что шаг 
нагружения (число точек на расчетной диаграмме нагру-
жения) и степень дискретизации расчетной области  
могут влиять на восстанавливаемую диаграмму дефор-
мирования материала, соответственно, требуется прове-
дение дальнейших исследований. Применимость разра-
ботанного расчетно-экспериментального метода ограни-
чена соответствием исследуемых материалов выбранной 
модели упругопластического поведения. Планируется 
применение предложенного метода к обработке резуль-
татов натурных экспериментов. 
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