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 Рассматривается задача о больших прогибах пологой арки в своей плоскости (или бесконечно длинной
панели), нагруженной поперечными нагрузками. Для ее решения применён вариационный подход. Разрешаю-
щие нелинейные уравнения сведены к отысканию прогиба и продольного усилия, которое считается постоян-
ным по длине арки ввиду ее пологости. Предложен приближенный метод решения путем разложения переме-
щений в ряд Фурье. Особенностью использованного подхода является то, что для прохождения предельных
точек не требуется применять специальные алгоритмы типа метода продолжения по параметру. Он позволяет
также проследить процесс закритического деформирования арки. Предложенный подход позволяет рассмат-
ривать задачи для арок переменной толщины, находящихся на упругих опорах, на упругом основании с пере-
менным коэффициентом постели, различными нагрузками. Поэтому он является удобным и в задачах об отыс-
кании, например, оптимального распределения толщины при ограничениях на критическую нагрузку, на жест-
кость, на максимальные напряжения сжатия или растяжения.  

Приведены результаты численных расчетов. Изучен вопрос о сходимости решения в зависимости от ко-
личества членов ряда, в который разлагается искомый прогиб. Выявлено хорошее согласование с известными
аналитическими результатами, полученными ранее путем решения уравнений равновесия элемента арки и па-
нели в случае простых видов нагружения. При этом даже в более сложных случаях нагружения и закритического
изгиба арки без упругого основания результаты, полученные при удержании трех, четырех и пяти членов ряда
Фурье, максимальные прогибы и критические нагрузки отличались не более чем на 2,5 %.  

На основе численных экспериментов выявлены особенности поведения арки, вызванные пере-
стройкой геометрии в процессе нагружения. Исследованы процессы потери устойчивости арки и её за-
критического поведения. Обнаружен эффект при симметричной деформации в случае кинематического
нагружения, а именно выявлено, что при некотором значении сосредоточенной силы возможно бесконеч-
ное число форм равновесия. Рассмотрены арки на упругом основании, а также с переменной толщиной
(результаты приведены в виде диаграмм «нагрузка – перемещение» и в виде картин деформированных
форм арок). На основе численных экспериментов выявлен интересный эффект. Оказалось, что увеличе-
ние толщины при удалении от опор не меняет характера диаграммы «нагрузка – перемещение», т.е. при 
некоторой нагрузке происходит хлопок. Напротив, уменьшение толщины при удалении от опор приводит
к выполаживанию диаграммы, а после некоторого значения толщины в центре дальнейшее ее уменьше-
ние приводит к тому, что хлопка арки не происходит. 
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 The problem of large deflections of a flat arch in its plane (or an infinitely long panel) loaded
with transverse loads is considered. A variational approach has been applied to solve it. The re-
solving nonlinear equations are reduced to finding the deflection and longitudinal force, which is
considered constant along the length of the arch due to its flatness. An approximate solution
method is proposed by decomposing the displacements into a Fourier series. The peculiarity of
the approach used is that in order to pass the limit points, it is not necessary to use special algo-
rithms such as the continuation method by parameter. It also allows you to trace the process of
supercritical deformation of the arch. The proposed approach allows us to consider problems for 
arches of variable thickness, located on elastic supports, on an elastic base with a variable bed
coefficient, various loads. Therefore, it is also convenient in problems of finding, for example, the
optimal thickness distribution under restrictions on critical load, on rigiditystiffness, on maximum
compression or tension stresses.  

The results of numerical calculations are presented. The question of the convergence of the
solution depending on the number of terms of the series into which the desired deflection decom-
poses is studied. A good agreement with the known analytical results obtained earlier by solving
the equilibrium equations of the arch element and panel in the case of simple types of loading is
revealed. At the same time, even in more complex cases of loading and supercritical bending of
an arch without an elastic base, the results obtained when holding three, four and five members of
the Fourier series, the maximum deflections and critical loads differed by no more than 2.5 %. 

On the basis of numerical experiments, the features of the arch behavior caused by the rear-
rangement of geometry during loading are revealed. The processes of loss of stability of the arch
and its supercritical behavior are investigated. The effect of symmetric deformation in the case of 
kinematic loading is found, namely, it is revealed that at a certain value of the concentrated force,
an infinite number of equilibrium forms are possible. Arches on an elastic base, as well as with
variable thickness are considered (the results are presented in the form of load–displacement di-
agrams and in the form of pictures of deformed arch shapes). An interesting effect has been re-
vealed based on numerical experiments. It turned out that the increase in thickness when moving
away from the supports does not change the nature of the load–displacement diagram, i.e., with 
some load, cotton occurs. On the contrary, a decrease in thickness when moving away from the
supports leads to a flattening of the diagram, and after a certain thickness value in the center, its 
further decrease leads to the fact that the arch does not pop. 
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Введение 

 
Задаче о закритическом поведении элементов кон-

струкций, начиная с проблем устойчивости и анализа 
больших прогибов стержня при сжатии, решенных Л. 
Эйлером (см., например, в [1]), посвящалось большое ко-
личество работ, в том числе и задачам о больших проги-
бах стержней в упругой среде (см. например, [2–12]). За-
дача о больших прогибах пологих цилиндрических бес-
конечно длинных панелей была впервые исследована в 
работе [7]. После этого появился ряд публикаций, в ко-
торых эта задача исследовалась при других геометриче-
ских формах панелей, других условиях нагружения, а 
также в случае панелей, образованных из пластин пред-
варительным сжатием. Был обнаружен эффект, который 
не наблюдался в [7], а именно было выявлено [8], что при 
некотором значении сосредоточенной силы при симмет-
ричной деформации возможно бесконечное число форм 
равновесия. В частности, для предварительно изогнутой 
пластины это достигается после прохождения нагрузкой 
ее максимальной величины и уменьшения её до нулевого 
значения.  

Для задач о потере устойчивости конструкций на 
упругом основании было выявлено, что, в отличие от ре-
шения Эйлера, при определенных геометрических пара-
метрах стержня после потери устойчивости для дальней-
шей деформации стержня в упругой среде требуется уже 
меньшая сила, чем критическая [9; 10]. Фактически про-
исходит хлопок, как это имеет место в большинстве слу-
чаев при поперечном нагружении арок или предвари-
тельно искривленных стержней. 

В [11] представлено аналитическое исследование не-
линейно упругого поведения после выпучивания поло-
гих круглых арок, имеющих неодинаковые упругие вра-
щательные торцевые ограничения. Для вывода диффе-
ренциальных уравнений равновесия используется 
принцип стационарности потенциальной энергии. Уста-
новлено, что арка с упругими концевыми заделками не 
может выгибаться в бифуркационном режиме. 

В [12] представлено аналитическое исследование про-
цесса обрушения шарнирно закрепленной неоднородной 
пологой круглой арки под действием равномерного ради-
ального давления. Достоверность аналитического резуль-
тата проверяется путем сравнения с результатами МКЭ. 



Каюмов, Р.А. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2024) 33–41 

 35 

В развитие [7, 8] в работах [13; 14] рассмотрены 
арки, изготовленные из линейно-упругого функцио-
нально-градиентного материала и подверженные воз-
действию сосредоточенной радиальной или вертикаль-
ной мертвой силы. Для описания поведения использу-
ются те же гипотезы, что и в [7; 8], а дифференциальные 
уравнения задачи выводятся из принципа виртуальной 
работы.  

Вариационной постановке задачи устойчивости 
геометрически нелинейного деформирования тонко-
стенных конструкций посвящено немало работ. При 
этом обычно в задачах нелинейного деформирования 
стержней используется вариационное уравнение в 
виде принципа возможных перемещений, как это от-
мечается в [15] (см. также [10; 1–17]). В ней на при-
мере плоской задачи показывается, что с использова-
нием энергетически сопряженных векторов усилий и 
деформаций вариационную задачу можно сформули-
ровать в виде задачи поиска точки стационарности 
функционала типа Лагранжа. При этом появляется 
возможность двумя способами получить уравнения 
устойчивости: как уравнения в вариациях для исход-
ной дифференциальной постановки, а также как урав-
нения Эйлера для второй вариации функционала Ла-
гранжа. Рассмотрена плоская круговая двухшарнирная 
арка, нагруженная потенциальной «мертвой» нагруз-
кой, для статических задач получены точные нелиней-
ные дифференциальные уравнения задачи. Доказана 
эквивалентность дифференциальной и вариационной 
постановок. Получены точные уравнения устойчиво-
сти, учитывающие геометрически нелинейное дефор-
мирование в докритическом состоянии.  

Задачам о больших прогибах, а также закритиче-
ском поведении арок и в последние годы уделяется  
немало внимания. Например, в [16] рассматривается 
плоская круговая двухшарнирная арка, нагруженная 
потенциальной «мертвой» нагрузкой. Для описания 
напряженно-деформированного состояния и устойчи-
вости равновесия используется геометрически точная 
теория, в соответствии с которой каждая точка стержня 
имеет две трансляционные степени свободы и одну вра-
щательную, не зависящую от трансляционных. Для по-
лучения решения не используются никакие упрощения 
о величинах перемещений и углов поворота, а также 
учитываются все жесткости стержня – продольная, 
сдвиговая и изгибная. Получены точные нелинейные 
дифференциальные уравнения статической задачи. 
Сформулирована вариационная постановка в виде за-
дачи поиска точки стационарности функционала типа 
Лагранжа. Доказана эквивалентность дифференциаль-
ной и вариационной постановок. Получены точные 
уравнения устойчивости, учитывающие геометрически 
нелинейное деформирование в докритическом состоя-
нии.  На основе полученных уравнений решена задача 
устойчивости равновесия круговой арки при действии 
«мертвого» радиального давления с учетом всех жест-
костей стержня. Получено характеристическое 

трансцендентное уравнение, а также асимптотическое 
решение этого уравнения в виде простых формул, при-
годных для практического применения. Выполнено 
сравнение полученного решения, учитывающего все 
жесткости стержня, с классическим решением, учиты-
вающим только изгибную жесткость. 

Немало работ, посвященных практически важным 
задачам. Например, в [17] проводится расчет на устойчи-
вость криволинейных стержневых элементов сплошно-
стенчатых стальных арок по изгибно-крутильной форме, 
в [18] проводится анализ большепролетных арок (крыш 
велодромов) при разных условиях закрепления, в [19] ис-
следуется устойчивость многослойных цилиндрических 
прямоугольных в плане панелей, выполненных из попе-
речно-клееной древесины. Продолжаются и теоретиче-
ские исследования (например, в [20] выводятся непроти-
воречивые уравнения теории плоских криволинейных 
стержней при конечных перемещениях, а в [21] исследу-
ются вопросы разрешимости уравнений в геометрически 
нелинейных краевых задачах для пологих оболочек по 
теории типа Тимошенко). 

Рассматриваются и нестандартные условия закреп-
ления, например, в [22; 23] исследуется нелинейное по-
ведение и устойчивость пологих арок с упругими гори-
зонтальными и вертикальными опорами. Аналогичное 
исследование в [24] сопровождается сравнением с экс-
периментальными результатами. В [25] также учитыва-
ется упругая податливость опор и представлено анали-
тическое исследование потери устойчивости много-
слойной арки. При этом обнаружено, что арка может 
терять устойчивость либо в режиме предельной точки, 
либо в режиме бифуркации (как это было отмечено ра-
нее и в работе [8]), а ее поведение очень чувствительно 
к жесткости опоры. Проведено сравнение с результа-
тами, полученными методом конечных элементов. 
Этому же направлению посвящена работа [26], в кото-
рой неустойчивость в плоскости пологой арки исследу-
ется в зависимости от перемещений и поворотов опор. 
В [27] исследуется влияние формы сечения на потерю 
устойчивости как в плоскости, так и из плоскости арки. 
Аналогичное исследование, но численным методом, 
проведено в [28]. В [29; 30] аналитически решаются за-
дачи с учетом нелинейно упругой податливости опор 
повороту оси. В [31] приведены экспериментальные 
и аналитические результаты, но уже с учетом упруго-
пластических, а в [32] – аналитические решения с уче-
том вязкоупругих деформаций. 

Ниже также рассматривается пологая панель или 
арка (рис. 1), которая может иметь упругое основание, 
упругие опоры, совокупность различных нагрузок. 
В этом случае использование уравнений равновесия при-
водит к трудностям, поскольку нелегко найти их точные 
решения на каждом участке и сшивать их. В таких слу-
чаях целесообразнее использовать вариационные ме-
тоды. Они удобны и в оптимизационных задачах, по-
этому задачи разработки простых методов их решения 
остаются актуальными. 
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1. Постановка задачи и метод её решения 
 
Рассмотрим пологую панель длины L (см. рис. 1), ко-

торая может иметь переменную цилиндрическую жест-
кость, упругие опоры и упругое основание, которое 
также может иметь переменный коэффициент постели. 
При цилиндрическом изгибе панели задача становится 
одномерной и совпадает с точностью до обозначений с 
задачей об арке, а отличие заключается лишь в том, что 
вместо цилиндрической жесткости 3 2/12(1 )D Eh= − ν  
необходимо использовать изгибную жесткость EJ, а в ка-
честве жесткости на растяжение 2/ (1 )K Eh= − ν  необхо-
димо использовать ЕА, давление на поверхность панели 
надо заменить распределенной по линии нагрузкой q.  

В рассматриваемой задаче использование уравнения 
равновесия элемента панели приводит к трудностям, по-
скольку в общем случае найти его точное решение на 
каждом участке (как это делалось в [7; 8] при простых 
видах нагружения и простых формах панели) не пред-
ставляется возможным. Трудности увеличиваются и в 
том случае, когда нагрузка представляет собой совокуп-
ность, например, сосредоточенных сил, кусочно-пере-
менных распределенных нагрузок, поскольку прихо-
дится сшивать решения, полученные на участках с одно-
родными нагрузками. В таких случаях предпочтительнее 
использовать энергетический метод решения задач, ко-
торый будет изложен ниже. 

В качестве примера рассмотрим панель, загружен-
ную так, как это показано на рис.1. Принимаем, что ма-
териал упругий. Тогда в случае пологой панели можно 
принять закон Гука в виде: 

 ( ) ( ) ( )",M x D x w x= ⋅  (1) 

здесь ( )M x  – погонный изгибающий момент, ( )D x  – ци-
линдрическая жесткость, ( )w x  – прогиб, штрихами обо-
значены производные по координате x. 

Закон Гука для N представим в виде: 

 ( ) ( )N K x x= − ⋅ε , (2) 

здесь ( )K x  – жесткость на сжатие или растяжение. 
Считаем, что панель лежит на упругом основании, 

а его реакция ( )r x  связана с прогибом w законом Вин-
клера: 

 ( ) ( ) ( )r x k x w x= − ⋅ , (3) 

здесь ( )k x – коэффициент постели. Упругая опора на 
расстоянии x3 (см. рис. 1) имеет жесткость с и связана с 
прогибом w  соотношением  

 3( )R c w x= − ⋅ . (4) 

Как и в работах [7; 8], можно считать, что погон-
ная продольная сила N постоянна по длине (т.е. не зави-
сит от x). 

 

Рис. 1. Схема нагружения панели или арки 

Fig. 1. Loading diagram of the panel or arch 

 
Разрешающее энергетическое соотношение запишем 

в виде: 

 

2

1

0 0

0

3

( ) " " ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0,
q

q

L L

L

i i
i

x

x

D x w w dx N f w w dx

k x w w dx F w x

q x w dx R w x

′ ′⋅ ⋅ δ ⋅ − + ⋅δ ⋅ +

+ ⋅ ⋅ δ ⋅ + ⋅δ +

+ ⋅δ ⋅ + ⋅δ =

 





 (5) 

здесь wδ  – виртуальный прогиб, первое и второе слагае-
мые – работы изгибающих моментов и продольной силы, 
третье слагаемое – работа реактивной силы r упругого 
основания, два последних слагаемых – работы внешних 
сил, четвертое – работа реактивной силы R. 

Для решения задачи об определении функции ( )w x  
можно ее представить в виде ряда по некоторым  
функциям, удовлетворяющим условиям закрепления  
на опорах: 

 
1

( ).
n

i i
i

w A x
=

= ϕ  (6) 

В качестве iwδ  примем эти же функции: 

( )i iw xδ = ϕ . 

После подстановки (6) в (5), задав разные iwδ , полу-
чим линейную систему уравнений для коэффициен-
тов iA , которые будут представлять собой функции не-
известного пока усилия N. 

Для того чтобы связать N и прогиб w, рассмотрим со-
отношение для ε, записанное с учетом немалых прогибов 
в виде: 

 21' ( ')
2

wu w
R

ε = − + . (7) 

Здесь u  – перемещение в направлении оси x, R – ра-
диус кривизны панели. Подставляя (7) в закон Гука (2), 
получим 

 xq1 

у 

 х 
N N 

q 
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 21' ( ')
2

N wu w
K R

= − + . (8) 

Интегрируя (8), найдем выражение для u : 

 2

0 0

1 ( ')
2

x xN wu x dx w dx C
K R

= + − +  . (9) 

Из условия закрепления на левой опоре вытекает, 
что 

0C = . 

Для получения уравнения относительно усилия N 
нужно записать условие закрепления на правом краю па-
нели в виде: 

 ( ) 0u L = . (10) 

Соотношение (10) является нелинейным уравнением 
относительно N, которое потребовало бы разработки 
специальных методов его решения. Поэтому ранее в [7] 
был предложен другой путь для отыскания связи 
между N и внешней нагрузкой (в [7] был рассмотрен 
только вариант равномерно распределенной нагрузки q). 
Следуя этому подходу, и здесь можно принять, что внеш-
ние воздействия меняются пропорционально некото-
рому параметру нагружения t, а именно: 

 0 0,i iF F t q q t= ⋅ = ⋅ . (11) 

Тогда с учетом (9) и (5) соотношение (10) при задан-
ном N будет представлять собой квадратное уравнение 
относительно t. Задавая различные значения для усилия 
N, можно из (10) выразить корни t через N, а значит, и 
величины нагрузок по соотношению (11). Таким обра-
зом, получим t как функцию параметра N. Подставляя N 
и t в систему уравнений, полученную из (5) при разных 

iwδ , и решая ее, найдем искомые iA . Тогда становятся 
известными выражения для прогиба (6).  

 
2. Численные эксперименты 

 
Ниже приведены результаты численных экспери-

ментов в случае использования некоторых конкретных 
геометрических и механических характеристик. Анали-
зировались зависимости между различными парамет-
рами напряженно-деформированного состояния. В каче-
стве первого тестового примера рассмотрим простую за-
дачу о потере устойчивости арки с первоначально 
постоянной кривизной под действием равномерно рас-
пределенной нагрузки q. Решение такой задачи, как сле-
дует, например, из работы [2], может быть сведено к рас-
чету критической нагрузки для кольца. Оно записано 
в виде [2]: 

 
2 2

3 2
4 1кр

EJ Rq
R L

 π= − 
 

. (12) 

Здесь Е – модуль Юнга, R – радиус кривизны арки.  

В качестве ( )i xϕ , входящих в ряд (5), в этом случае 
удобно использовать тригонометрические функции вида 

 ( ) sin( / )i x i x Lϕ = π . (13) 

Они удовлетворяют не только кинематическим усло-
виям шарнирного закрепления, но и статическим, 
а именно изгибающие моменты на торцах арки будут 
также равны нулю.  

Были исследованы арки различной геометрии с раз-
личным числом членов ряда в (5). Оказалось, что резуль-
таты, полученные при удержании даже двух (5), отлича-
ются менее чем на 4,8 % от результатов, полученных при 
большем количестве членов ряда. Таким образом, в этой 
задаче достаточно ограничиваться двумя первыми функ-
циями (13). 

Для расчетов были приняты следующие исходные 
данные: L=10 м, R=12,5 м, EJ= 0,45 МН м2. Тогда фор-
мула (12) дает значение кр 0,1398q =  МН/м. С этим ре-
зультатом хорошо согласуется полученная по приведен-
ной выше методике и приведенная на рис. 2, а, зависи-
мость 1( )q q w= , где 1w  – это прогиб на расстоянии 0,5 L 
от левой опоры. 

 

a 

 

b 

Рис. 2. Зависимость 1 1( ), (0,5 )q q w w w L=   =  (а); формы 
арки до загрузки и после потери устойчивости (b) 

Fig. 2. Dependence 1 1( ), (0.5 )q q w w w L=   =  (a); arch shapes 
before loading and after loss of stability (b) 

 
Далее была рассмотрена задача о нагружении арки 

сосредоточенной силой F1, приложенной в некоторой 
точке 1x  (см. рис. 1). Такая задача исследовалась в [8] на 
основе анализа нелинейного дифференциального урав-
нения равновесия четвертого порядка. Полученные ре-
шения слева и справа от точки приложения силы стыко-
вались в [8] путем удовлетворения в этой точке 
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статических и кинематических условий. Была получена 
также и приближенная формула для критической силы в 
случае центрально приложенной силы. Она имеет следу-
ющий вид: 

 0
кр 23

f D
F

b
= . (14) 

Для этого случая нагружения здесь была рассмот-
рена задача для панели с теми же исходными данными, 
что и в первом тестовом примере. Но при этом при вы-
числении D  коэффициент Пуассона принимался рав-
ным нулю. Из (14) вытекает следующее значение для 
критической силы  

кр 0,0644F =  МН. 

Ниже приведены результаты, полученные численно 
по приведенной выше методике. Расчеты дают значение 

кр 0,06998F =  МН, отличающееся от полученного по 
формуле (14) на 7,9 %. Здесь также были исследованы арки 
различной геометрии с различным числом членов ряда 
в (5). Оказалось, что здесь необходимо не менее трех чле-
нов ряда. Тогда результаты, полученные при удержании 
трех, четырех и пяти членов ряда (5), отличаются не более 
чем на 2,5 %. Таким образом, в этой задаче достаточно 
ограничиваться тремя первыми функциями (13). 

 

a 

 

b 

Рис. 3. Зависимость 1 1( ), (0,5 )F F w w w L=   =  (а); формы 
арки до загрузки (b) и после потери устойчивости 

Fig. 3. Dependence 1 1( ), (0.5 )F F w w w L=   =  (a); arch shapes 
before loading and after loss of stability (b) 

 
Здесь наблюдается эффект, который не обнаружи-

вался в [7] при равномерной нагрузке, но имеет место 
при воздействии сосредоточенной силы. А именно, как 
видно из рис. 3, при кинематическом нагружении (когда 
сила F  является фактически реакцией) после прохожде-
ния верхней критической нагрузки, равной 

0,06998crF =  МН, в арке достигается состояние 
нейтрального равновесия, при котором 0F = . При этом 
становится возможным существование бесконечного 
числа форм равновесия. В этом состоянии продольная 
сила достигает максимально возможной величины 

0,1772N =  МН. При дальнейшей деформации арка вы-
ворачивается, а силу F  требуется уже направлять не 
вниз, а вверх (т.е. придерживать арку). 

Далее были рассмотрены задачи о деформации арок 
на упругом основании. Результаты расчета с разными k 
приведены на рис. 4. Особенностью этих задач является 
то, что в случае сосредоточенной нагрузки при больших 
коэффициентах постели k для сходимости решения тре-
буется уже большее число слагаемых в ряду (5), чем 
в предыдущем случае. Еще одной особенностью таких 
задач является то, что при немалых k уже не происходит 
потери устойчивости (т.е. нет предельной точки, как на 
рис. 2 или на рис. 3). Однако возможна ситуация, когда 
на диаграмме 1( )F F w=  появляется почти горизонталь-
ный участок. Такая диаграмма напоминает зависимость 
сжимающей силы от осевого перемещения в задаче о за-
критическом изгибе прямого стержня (см. задачу об эла-
стике Эйлера, например, в [1]). Третьей особенностью 
является то, что в рассмотренных задачах даже при ма-
лых k не обнаружено эффекта, отмеченного выше для 
свободно опертой арки, когда становится возможным су-
ществование бесконечного числа форм равновесия. 

 

a 

 

b 

Рис. 4. Зависимость 1 1( ), (0,5 )F F w w w L=   =  при k = 0,0072 МН/м2 
(нижняя кривая); при k = 0,0177 МН/м2 (средняя кривая); при 
k = 0,0256 МН/м2 (верхняя кривая) (а); формы арки до загрузки, 
а также при одной и той же нагрузке F = F0, которая равна 
критической в случае k = 0,0072 МН/м2(нижняя кривая); вторая 
и третья снизу кривые – формы арки при F = F0 в случаях  
          k = 0,0129 МН/м2 и k = 0,022 МН/м2  соответственно (b) 

Fig. 4. Dependence at k = 0.0072 MN/m2 (lower curve); at k =  
= 0.0177 MN/m2 (middle curve); at k = 0.0256 MN/m2 (upper curve) 
(a); the shape of the arch before loading, as well as at the same load, 
which is critical in the case of k = 0.0072 MN/m2 (lower curve); the 
second and third curves from below are the shape of the arch in the  
 cases of k = 0.0129 MN/m2 and k = 0.022 MN/m2, respectively (b) 
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Далее были рассмотрены задачи о деформации арок 
на упругом основании с разными коэффициентами по-
стели k под действием центрально приложенной 
нагрузки F , а также арок переменной толщины на упру-
гом основании при k = 0,0072МН/м2. На рис. 5, а, приве-
дены результаты расчета с различными k, а на рис. 5, b – 
для разных законов изменения толщины по длине арки. 
Как и ожидалось, увеличение k ведет к повышению жест-
кости арки (см. рис. 5, а). А анализ решений при разных 
законах изменения толщины арки приводит к не совсем 
предсказуемому результату.  

 

a 

 

b 

Рис. 5. Зависимость 1 1( ), (0,5 )F F w w w L=   =  при k = 0,0072 МН/м2 

(нижняя кривая); при k = 0,0177 МН/м2 (средняя кривая); при 
k = 0,0256 МН/м2 (верхняя кривая) (а); зависимость 1( )F F w=  
при k = 0,0072 МН/м2; для нижней кривой отношение изгибной 
жесткости в центре арки к изгибной жесткости на опорах равно  
 0,3; для средней кривой равно 1; для верхней кривой равно 1,4 (b) 

Fig. 5. Dependence 1 1( ), (0.5 )F F w w w L=  =  at k = 0.0072 MN/m2 
(lower curve); at k = 0.0177 MN/m2 (middle curve); at k = 0.0256 MN/m2 
(upper curve) (a); dependence 1( )F F w=  at k = 0.0072 MN/m2; for 
the lower curve, the ratio of the bending stiffness in the center of the 
archto the bending stiffness on the supports is 0.3; for the middle  
                 curve, it is 1; for the upper curve, it is 1.4 (b) 

Для изгибной жесткости был принят следующий за-
кон ее изменения по длине арки: 

 (1 )sin( / ) (0).EJ x L EJ= + α π ⋅  (15) 

При 0α >  наибольшая толщина будет в среднем се-
чении арки, а при 0α <  – на опорах. 

На основе численных экспериментов был выявлен ин-
тересный эффект. Оказалось, что при заданном коэффи-
циенте постели k = 0,0072МН/м2 (в этом случае имеется 
предельная нагрузка crF ) увеличение толщины при удале-
нии от опор не меняет характера диаграммы «нагрузка – 
перемещение», т.е. при некоторой нагрузке crF  происхо-
дит хлопок. Напротив, уменьшение толщины при удале-
нии от опор приводит к выполаживанию диаграммы, а по-
сле некоторого значения толщины в центре дальнейшее ее 
уменьшение приводит к тому, что хлопка арки не проис-
ходит. Это можно видеть из рис. 5, b). 

 
Заключение 

 
В данной работе в геометрически нелинейной поста-

новке рассмотрена задача о больших прогибах (в том 
числе о потере устойчивости и закритическом изгибе) 
пологих панелей и арок, загруженных различными попе-
речными нагрузками при наличии усложняющих факто-
ров – переменных жесткостей, упругого основания, раз-
ного типа нагрузок и опор. Рассмотрен вариационный 
метод решения задачи.  

Особенностью изложенного подхода является то, 
что для прохождения предельных точек не требуется 
применять специальные алгоритмы типа метода продол-
жения по параметру. Он позволяет также проследить 
процесс закритического деформирования арки. На ос-
нове численных экспериментов выявлена быстрая сходи-
мость решения при увеличении числа членов ряда для 
аппроксимации прогиба. Обнаружен эффект, который 
имеет место при воздействии сосредоточенной силы, но 
не наблюдается при равномерной нагрузке. А именно 
при кинематическом нагружении после прохождения 
верхней критической нагрузки в арке достигается состо-
яние нейтрального равновесия, при котором сила равна 
нулю, и при этом становится возможным существование 
бесконечного числа форм равновесия. Выявлено также, 
что при небольшом коэффициенте постели k увеличение 
толщины при удалении от опор не меняет характера диа-
граммы «нагрузка – перемещение» и происходит хлопок. 
Напротив, уменьшение толщины при удалении от опор 
приводит к выполаживанию диаграммы, а после некото-
рого значения толщины в центре дальнейшее ее умень-
шение приводит к тому, что хлопка арки не происходит. 
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