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ДЕФОРМИРОВАНИЕ ТОНКОЙ ПЛЕНКИ ПОСЛЕ УТЕРИ КОНТАКТА  
С ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ОСНОВАНИЕМ С УЧЕТОМ ВЛИЯНИЯ  
ЕГО КРИВИЗНЫ, ПОДАТЛИВОСТИ И ДЕЙСТВИЯ ПОПЕРЕЧНЫХ СИЛ;  
ОТСЛОЕНИЕ, РАСПОЛОЖЕННОЕ В ОКРУЖНОМ НАПРАВЛЕНИИ 

Д.В. Гандилян 

Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН, Москва, Российская Федерация 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ  

Получена: 03 июля 2023 г. 
Одобрена: 29 апреля 2024 г. 
Принята к публикации:  
21 мая 2024 г.  

 Рассмотрен процесс образования отслоения покрытия от цилиндрического основания под
действием сжимающих напряжений. Решение задачи получено в рамках теории цилиндрических 
оболочек. В качестве уравнений равновесия использовались уравнения Муштари – Доннелла – Вла-
сова, а в качестве граничных условий – условия типа обобщенной упругой заделки. Получены вы-
ражения для компонент смещения покрытия и скорости высвобождения энергии при отслоении
вдоль прямолинейной и криволинейной границы отслоения. 

Получены профили отслоившегося участка покрытия. Выявлена роль, вносимая податливо-
стью основания и ее кривизны в значения скорости высвобождения энергии и угла поворота в
точке заделки, а также в изменение формы профиля покрытия. Показано, что при увеличении по-
датливости основания, а также (положительной) кривизны значения скорости высвобождения
энергии и величины нормальной компоненты смещения покрытия существенно возрастают. Об-
наружено, что при достаточно больших значениях кривизны основания в профиле отслоившегося 
участка покрытия возникает эффект гофрирования, что приводит к появлению локальных экстре-
мумов в графике зависимости скорости высвобождения энергии от протяженности отслоения.
Данного эффекта не наблюдалось при исследовании отслоения, расположенном в продольном 
направлении [1]. Также показано, что для достаточно податливых оснований существует некото-
рая критическая ширина отслоения, для которой отслоению становится энергетически выгоднее
развиваться за счет удлинения, чем за счет расширения. При увеличении положительной кри-
визны и податливости основания значение критической ширины уменьшается. Также рассмотрено
альтернативное условие существования критической ширины отслоения, заключающееся в ис-
следовании величины угла поворота в точке заделки, соответствующей перекрытию поверхностей 
покрытия и основания при значении угла равного нулю. 
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 The process of delamination of a coating from a cylindrical substrate under the action of com-
pressive stresses is considered. The solution of the problem was obtained within the theory of
cylindrical shells. The Mushtari-Donnell-Vlasov equations were used as the equilibrium equations,
and the conditions of the generalized elastic clamped type were used as the boundary conditions.
Expressions are obtained for the coating displacement components and the energy release rate
during delamination along the rectilinear and curvilinear delamination boundaries. The profiles of
the exfoliated section of the coating were obtained. The role of the substrate compliance and its
curvature on the values of the energy release rate and the angle of rotation at the clamping point,
as well as in the change in the shape of the coating profile, is revealed. It is shown that with an 
increase in the compliance of the substrate, as well as the value of (positive) curvature, the value
of the energy release rate and the value of the normal component of the displacement of the coat-
ing increase significantly. It has been found that at sufficiently large values of the substrate curva-
ture, a corrugation effect occurs in the profile of the delaminated section of the coating, which leads
to the appearance of local extrema in the graph of the dependence of the energy release rate on 
the delamination length. This effect was not observed in the delamination located in the longitudinal
direction [1]. It is also shown that for sufficiently compliant substrates there is a certain critical
delamination width, for which it becomes energetically more favorable for delamination to develop
in the circumferential direction than in the axial one. As the positive curvature and compliance of
the substrate increase, the value of the critical width decreases. An alternative criterion for the 
critical delamination width is also considered, which consists in studying the value of the angle of
rotation at the embedding point, which corresponds to the overlap of the coating and substrate
surfaces at an angle value of zero. 
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Введение 

 
Покрытия являются важным элементом в различных 

приборах и устройств в микро- и наноэлектронике, с помо-
щью которых повышается твердость и износостойкость 
эксплуатируемых приборов. В процессе эксплуатации дета-
лей, особенно в сложных термомеханических условиях, 
в покрытиях могут развиваться дефекты. Одним из харак-
терных видов дефекта является отслоение покрытия [1–7].  

Механические напряжения, возникающие в покрытиях 
во время эксплуатации деталей, оказывают существенное 
влияние на их долговечность и надежность. В частности, 
сжимающие напряжения могут способствовать краевому 
отслоению и скалыванию покрытий [8; 9] либо приводить 
к их короблению или гофрированию [10-12]. 

Также на процесс отслоения покрытия влияют такие 
факторы, как кривизна и податливость основания, влия-
ние которых исследовалось для металлических, оксид-
ных и полупроводниковых покрытий в [12; 13]. В работах 
[14; 15] исследовалось влияние кривизны, а в [16–18] – по-
датливости основания на параметры возможного отслое-
ния покрытия. Одновременное влияние кривизны и по-
датливости основания исследовалось в работах [1; 19; 
20]. В частности, в [19] рассматривалась модель, не учи-
тывающая влияние поперечных сил на компоненты сме-
щения и угол поворота в точке заделки, в [20] – модель 

слабо искривленной пластины. В работе [1] исследова-
лось отслоение покрытия в осевом направлении в рамках 
более общей теории нелинейных цилиндрических оболо-
чек, в данном исследовании анализируется отслоение по-
крытия в окружном направлении. 

В работе получены выражения для скорости высво-
бождения энергии при отслоении вдоль границ отслое-
ния, угла поворота в точке заделки, также получен про-
филь отслоившегося участка покрытия. Исследованы за-
висимости скорости высвобождения энергии, угла 
поворота в точке заделки от значений податливости ос-
нования и ее кривизны, также рассмотрено условие су-
ществования критической ширины отслоения анало-
гично исследованиям [1; 19; 20]. 

 
1. Постановка задачи, общие соотношения  

 
Рассмотрим деформирование отслоившегося участка 

покрытия толщины h , соединенного с цилиндрическим 
основанием радиуса R . Для решения данной задачи вос-
пользуемся криволинейной системой координат (рис. 1), 
компоненты смещений в срединной поверхности покры-
тия обозначим: ( )α,  βv , ( )α,  βu , ( )α,  βw .  

До отслоения на покрытие вдоль координатных ли-
ний α, β,  γ  (рис. 2) действовали сжимающие усилия  
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1

1

1

σ ,
σ ,      σ 0,
0,

F h
P h
N

=
= >
=

 (1) 

где l  – полуширина отслоившего участка покрытия. На 
основание действовало растягивающее напряжение 

0 σ .hp
R

=  

 

 

Рис. 1. Криволинейная система координат 

Fig. 1. Curvilinear coordinate system 

 

 

a   b 

Рис. 2. Распределение силовых параметров: а – до отслоения 
покрытия; b – после отслоения покрытия 

Fig. 2. Distribution of force parameters: a – before delamination  
of the coating; b – after delamination of the coating 

 
После отслоения на покрытие вдоль координатных 

линий α, β,  γ  (рис. 3) действуют усилия 2 2 2, , F P N  и из-
гибающий момент M  в точке заделки. 

  

Рис. 3. Геометрия отслоения покрытия 

Fig.3. Delamination of the coating 

Для достаточно протяженного отслоения сечения, 
расположенные вдали от концов, могут быть рассмот-
рены в приближении плоской деформации, при этом 
одна из тангенциальных компонент смещений отсут-
ствует, т.е. ( )α, β 0v = , а остальные компоненты зависят 

только от одной переменной: ( )αu u= , ( )αw w= . 
В дальнейшем анализе используются следующие пара-
метры (см. рис. 3): 

( )'
l

w
α=

θ = − α – угол поворота отслоения в точке за-

делки; 
( )αw  – смещение поверхности основания. 

Дифференциальные уравнения изгибаемой по обра-
зующей цилиндрического покрытия имеют вид [21–24]: 

 
( )

( )

4 2

2 24 2 2

3

2

ν σν 1 0, 
α α

,
12 1 ν

w w h wD F F Eh
R R R

EhD

∂ ∂  + − + − + = ∂ ∂  

=
−

 (2) 

 2 0,
α

dF
d

=  (3) 

где D  – изгибная жесткость покрытия, E  и ν  – модуль 
Юнга и коэффициент Пуассона покрытия. 

Граничные условия записываются в виде 

 
( ) ( )

( ) ( )

3

3

2

2

α 0 0,

.

     α 0 0, 
α α

,      α
α l

dw d w
d d

d w Ml w l w
Dd

= = = =

α = = = =
 (4) 

Неизвестными в рассматриваемой задаче являются 
изгибающий момент M , смещение в точке заделки lw  
и усилия 2F , 2N . 

Из условий баланса сил, а также закона Гука следует, 
что компоненты 2 2 2, , F P N  имеют вид [19; 20] (для удоб-
ства обозначим 2F T= , 0T > ) 

2 ,F T=  

 ( ) ( )2
2 2ν ν 1 σ 1 ν ,wP F h Eh

R
 = − − − −  
 

 (5) 

( ) ( )2
2 2 20 0

1 1α ν ν 1 σ 1 ν α .
l l wN P d F l h Eh d

R R R
  = = − − − −  

  
   

Граничные условия примем в виде условий обоб-
щенной упругой заделки [1, 25]. 

  
( )

( )
( ) ( )

11 12 13
1

12 22 23 2

13 23 33

,   .
1 ν

u l a a a F
EE hw l a a a h M E

w l a a a N

−

    
    


′− = =     −      

 (6) 

Эффективные продольные F и поперечные (перере-
зывающие) N усилия определяются следующим образом 
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2 1 ,F F F T h= − = − σ  

( ) ( )2
2 1 2 0

1 ν 1 ν σ 1 ν α 0
l wN N N F l hl Eh d

R R
  = − = + − − − − =  

  
  

 ( ) ( )2
0

1 ν 1 ν σ 1 ν α .
l wTl hl Eh d

R R
  = + − − −  

  
  (7) 

С учетом выражений (7) граничные условия (6) запи-
сываются в виде  

 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1
11 12 13

1
12 22 23

1
13 23 33

σ ,
σ ,

σ .

Eu l a T h a h M a N
Ehw l a T h a h M a N
Ew l a T h a h M a N

−

−

−

= − + +
− = − + +

= − + +
′  (8) 

Решение дифференциального уравнения (2) с учетом 
условия (3) и граничных условий (4) есть 

( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 2 2α ν ν 1 σ cos α cos α ,Rw T h C b C b
Eh

= − − + +  (9) 

где 

( )1 2
1 1

1
cos

MC
Db b l

= − −


 

( )( ) ( ) ( )( )
2
2

22
12 1

ν ν 1 σ ,
1 /

b R Mw l T h
Eh b Db b

 − α = − − − + −  

(10) 

( )( ) ( )
( ) ( )( )2 22

12 1 2

1 α ν ν 1 ,
1 / cos

R MC w l T h
Eh b Db b b l

 
= = − − − σ + 

−  

(11) 

 1 2 2
λ 41 1 ,
2

EhDb
T Rl

= + −  (12) 

 2 2 2
λ 41 1 ,
2

EhDb
T Rl

= − −  (13) 

параметр λ есть 

 .Tl
D

λ =  (14) 

Из (9) следует, что прогиб в центре отслоения покры-
тия равен  

 ( ) ( )( ) 1 2α 0 ν ν 1 .Rw T h C C
Eh

= = − − σ + +  (15) 

Для определения параметров M , T , lw  в (9) вос-
пользуемся граничными условиями (6). 

До отслоения на покрытие действовали напряжения 
0
αασ  и 0

ββσ , а после отслоения – αασ , ββσ : 

 

0 1
αα

0 1
ββ

2
αα

2
ββ

0
αα αα αα

0 2
ββ ββ ββ

σ σ,

σ σ,

σ ,

σ ,

σσ σ σ ,

σσ σ σ .

F
h
P
h

F T
h h

P
h
T h F

h h
P h

h

= − = −

= − = −

= − = −

= −

− + −Δ = − = =

− +
Δ = − =

 (16) 

Выражения для компонент дополнительных дефор-
маций [14; 15] в принятой постановке задачи имеют вид 

 

2

αα

ββ

1ε ,
α 2 α

ε .

du dw
d d

w
R

 Δ = +  
 

Δ =

 (17) 

Подстановка (16) в выражение для дополнительных 
деформаций (17) дает 

2
αα

αα ββ
σ 1ε ν ε ν   

α 2 α
F T h du dw w

E Eh Eh d d R
Δ − − + σ  = Δ + Δ = = = + +  

 
 

 
21  ν .

α 2 α
du F dw w
d Eh d R

−   = − − 
 

 (18) 

Интегрирование данного выражения от 0 до l дает 
разность тангенциального смещения в точках l и 0. В 
силу симметрии ( )α 0 0u = = , следовательно:  

 ( )
2

0

1 ν α.
2 β

lF l dw wu l d
E h d R

  −  = − +    
  (19) 

Подстановка (9) в (19) и интегрирование дает 

( ( ) ( )( )σ ν) ν ν 1
T h l l Ru l T h

E h R Eh
− +

= − − − σ −  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 2 2 2
1 1 1 1 2 2 2 2

1 2

ν ν 1 12 sin 2 2 sin 2
8 8

C sin b l C sin b l
b C b l b l b C b l b l

b R b R


− + + − + − +


 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

1 2 1 2 2 2 1 1 1 2
3 2 2

1 2

sin sin
 .

b l b l C C b lcos b l b l b lcos b l b l

l b b

−
+
− 

(20) 

Введем безразмерные величины: 

 

2

                ,
σ σ

σ               ε .
σ

F Nf n
h h
Mm

Eh

= =

= =
 (21) 

После чего с учетом (7) имеем 

 
( )

( ) ( ) ( )2
0

1 σ ,
1 1ν 1 1 ν 1 ν α .

ε
l

T f h
wn l f l d

R R

= +

  = + + − − −  
  


 (22) 
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Из условия положительности параметров σ, T , а 
также того, что σh T> , следует, что 1 0f− < < . Пара-
метр λ в безразмерных величинах примет вид 

( ) ( ) ( )3

1 σ 12
λ 1 12ε ηπ 1 ,

f hT ll l f f
D hEh

+
= = = + = + (23) 

где η – отношение полуширины отслоения к критической 
полуширине, соответствующей потере устойчивости от-
слоения от прямолинейной границы при условии гранич-
ных условий типа жесткой заделки:  

 
0

η ,l
l

=  (24) 

 
( )0

2

π π .
12ε12 1 ν

E hl = =
σ−

 (25) 

В безразмерных величинах выражения (9), (20) запи-
шутся следующим образом  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2
1 22

ε πν 1 cos cos ,
12ε1 ν

w l C Cf b l b l
h h hk

   = + + +   −    
(26) 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1 2 2

1 2

ηεπ ηπ νε ν 1
12ε 12ε 1 ν

/ νsin η / νsin η

u l f f
h

C h b l k C h b l k
b l b l

= − − + −
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− − −

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
2 2

1 2
1 1 1 2 2 2

1 12ε 1 12ε2 sin 2 2 sin 2
8 πη 8 πη

C Cb l b l b l b l b l b l
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( )( )( )( )
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2 2 1 1 1 22 2 2
1 2

/ /12ε cos sin cos sin ,
πη

b l b l C h C h
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−
(27) 

где 

( ) ( )
( ) ( )22 21 2

2 22
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1 η π cos ,
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C Cm b l b l
h hb l b l

  = − −  
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2 2

2
22 2

2 1 2 1

ν 11 πε η π ,
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w l fC m
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( ) ( )
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2
2

1 22

4 1λ 1 1 ,
2 π 1 ε

v
b l k

f

−
= + −
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( ) ( )
( )

2
2

2 22

4 1λ 1 1 ,
2 π 1 ε

v
b l k

f

−
= − −

+
 

0 .l
k

R
=  

Также с учетом (21) граничные условия (8) предста-
вим в более удобном виде 

( )
11 12 13 11 12 132 ε ε ε,

u l F M Na a a a f a m a n
h Eh EhEh

= + + = + + (28) 

( )
12 22 23 12 22 232 ε ε ε,

dw l F M Na a a a f a m a n
d Eh EhEh

− = + + = + +
α

 (29) 

( )
13 23 33 13 23 332 ε ε ε.

w l F M Na a a a f a m a n
h Eh EhEh

= + + = + + (30) 

Вычислим производную от смещения 𝑤(α), которая 
определяется выражением (9) 

 ( ) ( )1 1 1 2 2 2sin α sin α ,
α

dw C b b C b b
d

= − −  (31) 

в безразмерных величинах принимающая вид 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1
1 1

2
2 2

α 12ε sin
α πη

12ε sin .
πη

dw l C b l b l
d h

C b l b l
h

=  = − − 
 

 −  
 

 (32) 

Подстановка полученных выражений для u(α), w(α), 
w′(α) (26), (27), (32) в граничные условия (28)–(30) дает 
систему из трех уравнений, определяющую значения 
трех неизвестных переменных m, f, lw . 

 
2. Вычисление скорости высвобождения  
энергии при распространении отслоения  
вдоль криволинейной и прямолинейной  
границы отслоения 

 
Аналогично [1], скорость высвобождения энергии 

при распространении отслоения в направлении криволи-
нейной границы ssG  вычисляется как высвобождающа-
яся упругая энергия единицы длины отслоившегося 
участка, деленная на его ширину, равную 2l, состоящая 
из энергии, высвободившейся из изгибаемого участка 
покрытия 1UΔ , неотслоившегося участка покрытия 2UΔ  
и энергии, высвободившейся из основания 3UΔ . 

Первая из данных величин вычисляется как разница 
упругой энергии отслоившегося участка до и после от-
слоения 

 1 1 1 .before afterU U UΔ = −  (33) 

Удельная потенциальная энергия деформации 1U  
(энергия на единицу объема) есть [15] 

( )1 αα αα ββ ββ γγ γγ αβ αβ βγ βγ γα γα
1 1σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε σ ε .
2 2ij ijU = = + + + + + (34) 

В данной задаче последнее выражение упростится до 
вида 

 ( )1 αα αα ββ ββ
1 σ ε σ ε .
2

U = +  (35) 

Удельная потенциальная энергия деформации до и 
после отслоения выражается через дополнительные ком-
поненты напряжения и деформации в виде 
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( )

( )( ) ( )( )( )

0 0
αα αα αα αα αα αα

0 0
ββ ββ ββ ββ ββ ββ

0 0 0 0
1 αα αα ββ ββ

0 0 0 0
1 αα αα αα αα ββ ββ ββ ββ

σ σ σ       ε ε ε ,
σ σ σ       ε ε ε ,

1 σ ε σ ε ,
2

1 σ σ ε ε σ σ  ε ε .
2

before

after

U

U

= + Δ = + Δ

= + Δ = + Δ

= +

= + Δ + Δ + + Δ + Δ





(36) 

Учитывая связь между компонентами напряжений и 
деформаций, получаем 

( ) ( )( )0 0 0 0 0 0
1 αα ββ αα ββ αα ββ

1 ε νε ε ε νε ε ,
2beforeU E E= + + +  

( ) ( ) ( )( 0 0 0 0 0 0
1 αα ββ αα αα ββ αα αα ββ αα

1 ε νε ε ε ν ε ε ε νε ε
2afterU E E E= + + Δ + Δ + + Δ + (37) 

( ) ( ) ( )0 0 0 0
αα ββ αα ββ αα ββ ββ αα ββε ν ε ε ε νε ε ε ν ε εE E E+ Δ + Δ Δ + + + Δ + Δ +  

( ) ( ) )0 0
ββ αα ββ ββ αα ββε νε ε ε ν ε ε .E E+ + Δ + Δ + Δ Δ  

Выражение для высвободившейся удельной потен-
циальной энергии деформации принимает вид 

( )( 0 0
1 1 1 ββ αα ββ

1 2 ε νε ε
2before afterU U U EΔ = − = − Δ + +    

( ) ( ) ( ) )0 0
αα ββ αα ββ αα ββ αα ββ2 ε νε ε ν ε ε ε ν ε ε .αα+ Δε + + Δ + Δ Δ + Δ + Δ Δ (38) 

Потенциальная упругая энергия, отнесенная на еди-
ницу длины координаты β, вычисляется через интегри-
рование удельной энергии 

/2 /2

1 1 1 1 1/2 /2
γ α γ α

l h l h

before after before afterl h l h
U U U U d d U d d

− − − −
Δ = − = − =      

( )(/2 /2 0 0
1 ββ αα ββ/2 /2

1γ α 2 ε νε ε
2

l h l h

l h l h
U d d E

− − − −
= Δ = Δ + +     

( ) ( ) ( ) )0 0
αα αα ββ αα ββ αα ββ αα ββ2 ε ε vε ε ν ε ε ε ν ε ε γ α.d d+ Δ + + Δ + Δ Δ + Δ + Δ Δ (39) 

Связь между дополнительными деформациями и 
компонентами смещений имеет вид [14; 22] 

 

αα 1 1

ββ 2 2
2 2

1 1 2

2

2 2 2

ε ε γ ,
ε ε γ .

1ε ,          ,
α 2 α α

ε ,                0.
β

K
K

du dw d wK
d d d

w d wK
R d

Δ = +
Δ = +

 = + = 
 

= ==

 (40) 

Подставляя последнее соотношение в (39) с исполь-
зованием выражения (16), получаем  

( ) ( )( )(/ 2 0 0 0 0
1 2 αα ββ 1 1 αα ββ/2

1 2ε νε ε 2 ε γ ε νε
2

l h

l h
U E K

− −
Δ = − + + + + +   

( )( )( ) ( )( ) )1 1 2 1 1 2 1 1 2ε γ νε ε γ ε ν ε γ ε γ αK K K d d+ + + + + + + =  

( ) ( ) ( )
3

0 0 0 0 2 2 2
2 αα ββ 1 αα ββ 1 1 2 2 1

1 2ε νε ε 2ε ε νε ε 2νε ε ε α
2 12

l

l

hE h h h K d
−

 
= − + + + + + + + = 

 
  

( )
( )

( )

0 0 0
1 αα αα ββ

0 0 0
1 ββ ββ αα

1 2

σ ε νε σ

σ ε νε σ

σ
ε νε

F h E h h

P h E h h

T hF
Eh Eh

= − = − + =

= = − = − + = =

− +
− = = +

 

3
2 2 2

2 1 1 2 1 1 2
1 1ε σ ε σ νε ε ε ε α

24 2 2
l

l

hh h Eh EK Eh Eh d
−

 
= − − − + + + + = 

 
  

( ) ( ) ( )
22 22 2

2
20 0

σ
2σ 1 ν 1 ν α α.

α
l lh T l w w d wl h Eh d D d

Eh Eh R R d
    = − + − − − −         

  (41) 

Энергию 2UΔ  определим как работу сил, действую-
щих на неотслоившиеся участки покрытия  

( ) ( )( ) ( )( )2 α αU T h u l M w lΔ = + σ − = ′− − = −  

( ) ( ) ( )2
0

1 ν 1 ν 1 ν α α
l wTl hl Eh d w l

R R
  − + − σ − − = =  

  
  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )22 σ α .f h u l m h w l n hw l= + σ − α = − ′σ − α = − = (42) 

Энергия 3UΔ , учитывающая влияние основания на 
покрытие до отслоения, записывается в виде [1; 26; 27] 

 
( ) ( )2

2
3 2

σ
π.

2
s

s

E E h
U l

REE

+
Δ =  (43) 

Удельная упругая энергия не отслоившегося покры-
тия имеет следующий вид  

 
( )2 2 2

0

1 ν σ σ .
2 2

h hG
E E

−
= =  (44) 

Скорость высвобождения энергии (отнесенная к 
энергии покрытия до потери устойчивости), с учетом вы-
ражения (9), а также величин (8), входящих в (42), есть 

( )1 2 3

0 02
ss U U UG

G lG
Δ + Δ + Δ

= =  

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

2

12ε επ1 1 2 1 ν 1 ν
πε 1 ν 12ε

kf f
k


= − + + − + +
 −

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

2 2
21 1 2 2 2

2 22 21 2

/ sin / sin 3 επ1 ν 4 1
επ 12 1 ν

C h b l C h b l k vf
b l b l k

 + + − − + +  −

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )22 2

1 1 21 2 1 2
2 2 22

1 1 2

8sin cosεπ2 2 1 ν
( )1 ν 12ε

b l b l b lC C C Cf
h h b l h hl b bk

         + + + + + +        −−        

 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )22

1 2 2 11 2 1
2 2 22

1 2 2 1

sin 2 8sin cosεπ1 ν
( )1 ν 12ε

b l b l b l b lC C Cf
h b l b l h hl b bk

       + + + + +      −−      

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

4 4 322 1 2 1
1 2 1 14 4

2

sin 2 3 2 2 sin 2
η π

b lC C C Cb l b l b l b l
h b l h h h

        + − + + +                 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 22

3 1 22 1 2
2 2 2 12 2 2

1 2

8
sin 2 cos sin

( )
b l b lC C C

b l b l b l b l
h h hl b b

    + + +    −    
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3
1 2 21 2

1 22 2 2
2 1

8
cos sin η 3ε

( )
s

s

E Eb l b l C C b l b l k
h h El b b

 +   + + −   −    
 

( )( ) ( )( 11 12 13 12 22 23
12ε 2
πη

f a f a m a n m a f a m a n− + + + + + + +  

 ( ))13 23 33 .n a f a m a n+ + +  (45) 

Аналогично тому, как это делалось в [1], скорость 
высвобождения энергии при распространении отслоения 
вдоль прямолинейной границы G  рассчитывается как 
непосредственное изменение упругой энергии при уве-
личении длины отслоения [18–20] 

   1 2 3

0 0 0 0

η ,
2 η

ss ssU U U G GG d d
G db G d G G

     Δ + Δ + Δ
= = +     

     
 (46) 

где 
0

ssG
G  определяется с помощью (46). 

Значения коэффициентов матрицы жесткости 
( ), , 1, 2,3ija i j =  есть [1; 16; 17; 20; 28–32]: 

1 23 4 3

11 12
1 3 ,    3 0,27 ,
2 2s s s

E b E h Ea a
E h E b E

    
 = + = +   
     

(47) 

1
3

2
22 13 23

312δ,   1 3δ,   6δ ,     δ 0,635 ,
2 s

Ea a a
E

 
= = + = + =  

 
 (48) 

 
1

3

33
1 1 8 3πγ ln 6 ,

6π 3 27
s

s

EE ba
E E h

       = + + +          

  (49) 

где γ 0,5772= …  – постоянная Эйлера.  

 
3. Результаты численных расчетов 

 
Графики зависимости скорости высвобождения 

энергии при распространении отслоения вдоль криволи-

нейной и прямолинейной границы 
0 0

, ssG G
G G

  
 

, угла 

поворота θ  в точке заделки от параметра 
0

l
l  для раз-

личных значений относительной податливости основа-

ния 
s

E
E , а также для различных величин кривизны ос-

нования представлены на рис. 4–7. На рис. 8, 9 представ-
лены профили отслоения покрытия при разных 
значениях 

0

l
l . Все расчеты были выполнены для значе-

ния коэффициента Пуассона, равном ν 0,3= . 

 

Рис. 4. Зависимость скорости высвобождения энергии при 
распространении отслоения вдоль криволинейной (монотонные 
ветви) и прямолинейной границы (ветви с максимумами) от 

0

l
l  при σ 0,01E =  и при 0 0, 0,02, 0,02;l

R = + −  жесткое 

основание – сплошные линии; 1
s

E
E =  – пунктирные линии;  

                условие жесткой заделки – точечные линии 

Fig. 4. Dependence of the rate of energy release during the 
propagation of delamination along a curvilinear (monotonic branch) 
and rectilinear boundary (branch with maxima) on 

0

l
l  when 

σ 0.01E =  and 0 0, 0.02, 0.02;l
R = + −  the rigid base is shown with 

solid lines, 1
s

E
E =  is shown with dashed lines; the condition  

                 of a rigid clamping is shown with the dotted lines 

 

Рис. 5. Зависимость скорости высвобождения энергии при 
распространении отслоения вдоль криволинейной (монотонные 
ветви) и прямолинейной границы (ветви с максимумами) от 

0

l
l  

при σ 0,01E =  и при 0 0,1;l
R = +  жесткое основание – 

сплошные линии; 1
s

E
E =  – пунктирные линии с короткими 

штрихами; 10
s

E
E =  – штрихпунктирные линии, 100

s

E
E =  –  

                пунктирные линии с длинными штрихами 

Fig. 5. Dependence of the rate of energy release during the 
propagation of delamination along a curvilinear (monotonic branch) 
and rectilinear boundary (branch with maxima) on 

0

l
l when 

σ 0.01E =  and when 0 0.1;l
R = +  the rigid base is shown with 

solid lines; 1
s

E
E =  is shown with dotted lines with short strokes; 

10
s

E
E =   is shown with dash-dotted lines, 100

s

E
E =  is shown  

                            with dotted lines with long strokes 
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Рис. 6. Зависимость угла поворота θ  от 
0

l
l  при 

0 0, 0,02, 0,02;l
R = + −  жесткое основание – сплошные линии;  

                           1
s

E
E =  – пунктирные линии 

Fig. 6. Dependence of the rotation angle θ on 
0
 whenl

l  

0 0, 0.02, 0.02;l
R = + −  the rigid base is shown with solid lines;  

                        1
s

E
E =  is shown with dotted lines 

 

 

Рис. 7. Зависимость угла поворота θ  от 
0

l
l  при 0 0,1;l

R = +  

жесткое основание – сплошные линии; 1
s

E
E =  – пунктирные ли-

нии с короткими штрихами; 10
s

E
E =  – штрихпунктирные  

  линии; 100
s

E
E =  – пунктирные линии с длинными штрихами 

Fig. 7. Dependence of the rotation angle θ  on 
0

l
l  when 0 0.1;l

R = +  

the rigid base is shown with solid lines; 1
s

E
E =  is shown with dotted 

lines with short strokes; 10
s

E
E =  is shown with dash-dotted lines;  

             100
s

E
E =  is shown with dotted lines with long strokes 

 
Как показано в [1], зависимости скорости высвобож-

дения энергии (47), соответствующие росту отслоения в 
осевом и окружном направлениях, должны пересекаться 

в максимуме первого. Можно заметить (рис. 5), что для 
достаточно податливых оснований существует некото-
рая критическая ширина отслоения, для которой отслое-
нию становится энергетически выгоднее развиваться за 
счет удлинения, чем за счет расширения, и чем податли-
вее основание, тем меньше критическая ширина. 

 

а 

 

b 

Рис. 8. Профиль отслоения покрытия в зависимости от разных 

значений 
0

η l
l=  при 0 0,05,l

R = +  1
s

E
E = : а – в трехмерном  

     пространстве; b – в проекции на двумерное пространство 

Fig. 8. Profile of coating delamination depending on different values 

of 
0

η l
l=  when 0 0.05,l

R = +  1
s

E
E = : a – in three-dimensional  

             space; b – in projection onto two-dimensional space 

 
По результатам вычислений можно сделать вывод, что 

при положительной кривизне основания отслоение покры-
тия возникает при напряжениях ниже уровня потери устой-
чивости (скорости высвобождения энергии положительны 
для всего диапазона 

0

l
l  (см. рис. 4, 5), угол поворота 

в точке заделки также положителен (см. рис. 6, 7), а наличие 
податливости основания только усиливает этот процесс. 

Также замечено, что начиная с определенного отри-

цательного значения кривизны, а именно 0 0,02l
R < − , 

отслоения покрытия не происходит ввиду того, что 
в этом случае данный процесс энергетически невыгоден. 
Расхождение между результатами, полученными с уче-
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том влияния поперечных сил и перемещений ( )3 0ia ≠ , 

и упрощенными моделями ( 3 0ia = ) становится замет-

ным для значения кривизны 0 0,3 0, 4.l
R > …  

 

а 

 

b 

Рис. 9. Профиль отслоения покрытия в зависимости от разных 

значений 
0

η l
l=  при 0 0,1l

R = + , 1
s

E
E = : а – в трехмерном 

пространстве; b – в проекции на двумерное пространство 

Fig. 9. Coating delamination profile depending on different values 

of 
0

η l
l=  when 0 0.1l

R = +  1
s

E
E = : a – in three-dimensional 

space; b – in projection onto two-dimensional space 

 
Обратим внимание и на то, что при увеличении кри-

визны в результатах профиля отслоения покрытия (см. 
рис. 8, 9), скорости высвобождения энергии (см. рис. 5) 
наблюдается эффект «волнистости» (гофрирования), 
чего не наблюдается для задачи, рассмотренной в работе 
[1], причем, чем больше значение кривизны, тем сильнее 
проявляется данный эффект. Аналогично, в рассматри-
ваемой задаче из зависимостей для угла поворота в точке 
заделки (см. рис. 6, 7) наблюдается критическая ширина 

отслоения, более которой модель становится физически 
некорректной ввиду возникновения перекрытия поверх-
ностей покрытия и основания. Физическая невозмож-
ность подобного перекрытия предотвращает дальней-
ший рост отслоения в данном направлении. 

 
Заключение 

 
В рамках теории цилиндрических оболочек полу-

чено и исследовано решение задачи об отслоении покры-
тия от цилиндрического основания, вытянутого в окруж-
ном направлении участка покрытия. Решение получено с 
учетом совместного влияния кривизны и податливости 
основания на параметры отслоения. В качестве уравне-
ний равновесия использовались уравнения Муштари – 
Доннелла – Власова, а в качестве граничных условий – 
граничные условия типа обобщенной упругой заделки, с 
помощью которых учитывалась податливость основа-
ния. Получены выражения для скорости высвобождения 
энергии при отслоении вдоль границ отслоения, угла по-
ворота в точке заделки, также получены профили отсло-
ившегося участка покрытия. Исследовано изменение 
скорости высвобождения энергии, профиля отслоения 
покрытия в зависимости от разных значений податливо-
сти основания и ее кривизны. Показано, что при увели-
чении податливости основания, а также величины (поло-
жительной) кривизны значения данных параметров зна-
чительно возрастают. Из анализа результатов также 
следует, что для достаточно податливых оснований су-
ществует некоторая критическая ширина отслоения, для 
которой отслоению становится энергетически выгоднее 
развиваться в окружном направлении, чем в осевом. 
Также из полученных результатов можно сделать вывод, 
что при увеличении положительной кривизны и подат-
ливости основания значение критической ширины 
уменьшается. Показано, что при достаточно больших 
значениях кривизны основания в профиле отслоения по-
крытия возникает эффект гофрирования, что приводит к 
появлению локальных экстремумов в зависимости ско-
рости высвобождения энергии от протяженности отсло-
ения. Исследовано условие распространения отслоения, 
заключающееся в сравнении величины угла поворота от-
слоения в точке заделки с нулем [20] (уменьшение зна-
чения данного угла до нуля соответствует перекрытию и 
прекращению дальнейшего отслоения покрытия). Про-
ведено сравнение результатов, полученных с помощью 
рассмотренной модели, с результатами, полученными с 
помощью упрощенной модели, не учитывающей влия-
ние нормального смещения и перерезывающей (попе-
речной) силы в точках заделки [19; 20]. 
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