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И.Г. Емельянов1,2, А.Н. Кислов1 

1Уральский федеральный университет, Екатеринбург, Российская Федерация 
2Институт машиноведения УрО РАН, Екатеринбург, Российская Федерация 

О  СТАТЬЕ  
 

АННОТАЦИЯ 

Получена: 10 октября 2023 г. 
Одобрена: 25 апреля 2024 г. 
Принята к публикации:  
21 мая 2024 г.  

 С использованием численных методов решена задача определения прочности и пре-
дельного состояния стальной оболочечной конструкции при термомеханической нагрузке.
Действующие напряжения определяются путем решения физически нелинейной краевой
задачи для оболочки вращения. Используется классическая теория оболочек, основанная
на гипотезах Кирхгофа – Лява, и метод интегрирования уравнений оболочек с дискретной
ортогонализацией С.К. Годунова. Путем интегрирования системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений в каждой точке оболочки вычисляются меридиональное, окружное
напряжения и соответствующие деформации. При учете пластической деформации мате-
риала краевая задача становится нелинейной. Связь между напряжением и деформацией
линеаризуется методом дополнительных деформаций. Предложен критерий предельного
состояния для тонкостенных конструкций. При отсутствии необходимых параметров для ма-
териала конструкции применяется интерполяция и экстраполяция экспериментальных дан-
ных на основе нейронных сетей. Метод демонстрируется на примере муфеля, который
представляет собой тонкостенную конструкцию в виде оболочки вращения, нагруженную
внутренним избыточным давлением водородосодержащего газа и нестационарным тепло-
вым полем. Муфель предназначен для высокотемпературного отжига электролитической 
стали, и изготовлен из нежаропрочной стали Ст3, механические свойства которой при тем-
пературе более 500 °С недостаточно изучены. Однако рабочая температура муфеля может
достигать более 1000 °С. Под действием такой тепловой нагрузки в конструкции муфеля 
образуются заметные остаточные деформации, и муфель может потерять свою несущею
способность. Для термомеханических нагрузок определена максимальная температура
1000 °С, при которой наступает предельное состояние и эксплуатация муфеля не допу-
стима. Получено удовлетворительное совпадение с реальной температурой муфеля при
эксплуатации 1100 °С, при которой муфель теряет свою несущую способность. 
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 Using numerical methods, the problem of determining the strength and limiting state of a steel
shell structure under thermomechanical loading is solved. The operating stresses are determined
by solving a physically nonlinear boundary value problem for a shell of revolution. The classical 
theory of shells, based on the Kirchhoff – Love hypotheses, and the method of integrating shell
equations with discrete S.K. Godunov orthogonalization are used. By integrating a system of ordi-
nary differential equations at each point of the shell, the meridional and circumferential stresses
and the corresponding deformations are calculated. When taking into account the plastic defor-
mation of the material, the boundary value problem becomes nonlinear. The relationship between
stress and strain is linearized by the method of additional strains. A limiting state criterion for thin-
walled structures is proposed. In the absence of the necessary parameters for the material of con-
struction, interpolation and extrapolation of the experimental data based on neural networks is
used. The method uses the example of a muffle, which is a revolution shell structure loaded with
an internal excess pressure of a hydrogen-containing gas and a non-stationary thermal field. The 
muffle is designed for high-temperature annealing of the electrolytic steel, and is made of non-
heat-resistant St3 steel, its mechanical properties have not been sufficiently studied at tempera-
tures above 500 °C. However, the operating temperature of the muffle can reach more than 
1000 °C. Under the influence of such a thermal load, noticeable residual deformations are formed
in the muffle structure and the muffle may lose its load-bearing capacity. For thermomechanical
loads, a maximum temperature of 1000 °C is determined at which the limit state occurs and the
operation of the muffle is not permissible. A satisfactory agreement was obtained with the actual
muffle temperature during operations of 1100 °C, at which the muffle loses its load-bearing 
capacity. 
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Введение 

 
С задачей определения прочности тонкостенных ме-

таллических конструкций при термомеханических 
нагрузках достаточно часто сталкиваются в инженерной 
практике. Проблема определения напряженного состоя-
ния оболочечных конструкций при силовой и тепловой 
нагрузке в упругой постановке хорошо разработана [1–
8]. Оболочечные конструкции, в которых возникают пла-
стические деформации, исследовались в работах [9–16]. 

При оценке прочности металлических конструкций, 
которые делительное время эксплуатируются в агрессив-
ной среде и повышенной температуре, необходимо учи-
тывать изменение их механических свойств. В связи с 
этим прогнозирование поведения тонкостенных метал-
лических конструкций, используемых в агрессивных 
средах и нагруженных тепловой и силовой нагрузкой, яв-
ляется актуальной прикладной задачей. Ее сложность за-
ключается в одновременном учете всех факторов воздей-
ствия на материал конструкции, например, механиче-
ских сил, температуры и агрессивной среды.  

Однако определяют механические параметры мате-
риалов обычно в однотипных по характеру нагружения 
стандартных экспериментах, в которых не учитывают 
все многообразие возможных сочетаний нагрузок раз-
личной физической природы. Поэтому для решения та-
ких задач иногда приходится применять модельные 

расчеты с использованием интерполяции и экстраполя-
ции. Сложность этих расчетов обусловлена нелинейно-
стью задачи, возникающей при учете воздействующих 
на конструкцию различных внешних факторов. 

В данном исследовании предложен метод определе-
ния прочности и предельного состояния тонкостенной 
металлической конструкции. При определении прочно-
сти и предельного состояния металлической конструк-
ции, участвующей в неизотермических процессах нагру-
жения и контактирующей с агрессивной средой, прихо-
дится рассматривать несколько самостоятельных задач:  

1) разработка модели конструкции, позволяющей 
определить ее напряженное состояние при термомехани-
ческой нагрузке;  

2) разработка модели, позволяющей определить не-
стационарное распределение температуры в конструк-
ции при эксплуатации;  

3) определение механических параметров материала 
конструкции при термомеханической нагрузке с учетом 
влияния агрессивной среды; 

4) выбор модели, определяющей предельное состоя-
ние материала в тонкостенной конструкции. 

Предлагаемый метод иллюстрируется на примере 
конструкции муфеля при экстремальной термомеханиче-
ской нагрузке. Исследуемый муфель является тонкостен-
ной стальной оболочкой вращения, нагруженной внут-
ренним избыточным давлением водородосодержащего 
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газа и нестационарным тепловым полем. Он предназна-
чен для высокотемпературного отжига электролитиче-
ской стали, которая располагается внутри защитного му-
феля. Температура эксплуатации муфеля в кратковре-
менные моменты может превышать 1000 °С. Однако из 
экономических соображений муфель изготовлен из не-
жаростойкого материала – стали Ст3, не предназначен-
ной для эксплуатации при такой повышенной темпера-
туре. Под действием экстремальной тепловой нагрузки в 
конструкции муфеля образуются заметные остаточные 
деформации, показанные на рис. 1.  

 

Рис. 1. Муфель в горизонтальном положении  
с остаточными деформациями 

Fig. 1. The muffle in a horizontal position  
with residual deformations 

 
1. Гипотезы и методы решения определения 
напряженного состояния муфеля 

 
Основной элемент муфеля – это цилиндрическая 

оболочка, жестко соединенная с плоской круглой крыш-
кой. Конструкция муфеля при эксплуатации располага-
ется вертикально. При эксплуатации на оболочку будут 
действовать нагрузки от собственного веса, избыточного 
давления газа и теплового излучения. 

В настоящее время существует большое количество 
вычислительных программ, например, ANSYS [17], 
ABAQUS [18], которые используются при моделирова-
нии напряженного состояния и теплопроводности тонко-
стенных конструкций. Чаще всего при определении 
наряженного состояния и распределения температуры 
применяется метод конечных элементов [19–24]. Описы-
вая геометрию тонкостенных конструкций, обычно при-
меняют конечные элементы, основанные на теории обо-
лочек. Использование такой теории позволяет свести 
трехмерную задачу континуума к двумерной задаче сре-
динной поверхности оболочки. 

Исследуемую оболочку толщиной h отнесем к непре-
рывной срединной поверхности с криволинейными орто-
гональными координатами s, θ, γ, где s и θ – меридио-
нальная и окружная координаты, а γ ( / 2 / 2h h− ≤ γ ≤ ) – 
координата в направлении внешней нормали к поверх-

ности оболочки. На рис. 2 показана оболочка вращения, 
нагруженная на произвольной площадке распределен-
ной нагрузкой р. 

При принятии некоторых кинематических гипотез 
трехмерные уравнения континуума приводятся к си-
стеме дифференциальных уравнений в частных произ-
водных, определяющей напряженно-деформированное 
состояние оболочек вращения [4; 5] 

 
( ) ( ) ( )

( )

4

0
1

0

, , , ,

s ,

m

m m
m

L

A s A s s
s

s s
=

∂ ∂= θ + θ + θ
∂ ∂θ

≤ ≤

Y YY f
   (1) 

с граничными условиями на левом и правом торце 

 ( ) ( )1 0 1 2 22, LB s B s=   =Y b Y b . (2) 

Здесь Y  – вектор-функция искомого решения, mA  – 
матрица, элементы которой определяются через геомет-
рические и механические параметры оболочки; компо-
ненты вектора f  зависят от приложенных к оболочке по-
верхностных нагрузок и интегральных характеристик 
температурного поля; iB  и ib  – заданные матрицы и век-

торы. Размерность вектора Y  зависит от принимаемых 
гипотез.  

 

Рис. 2. Оболочка вращения 

Fig. 2. The shell of revolution 

 
Классическая теория оболочек, основанная на гипо-

тезах Кирхгофа – Лява [3; 4], обычно используется для 
описания тонкостенных тел из изотропных материалов, 
когда для радиуса оболочки R выполняется условие 

/ 20R h > . В рамках этой теории система (1) состоит из 
восьми дифференциальных уравнений в частных произ-
водных, а вектор разрешающих функций имеет вид  

 { }ˆ, , , , , , ,r z s r z sN N S M u u= ν ϑY .  (3) 

где ,r zN N  – радиальное и осевое усилия; ,r zu u  – ана-

логичные перемещения; Ŝ  – сдвигающее усилие; sM  – 
меридиональный изгибающий момент; ν – окружное пе-
ремещение; sϑ  – угол поворота нормали.  
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Учитывая вертикальное расположение муфеля, 
напряженное состояние исследуемой оболочки при за-
данной нагрузке будет осесимметричным, следова-
тельно, размерность задачи понизится еще на единицу. 
Таким образом, задачу определения напряженного со-
стояния оболочки, можно свести к системе шести обык-
новенных дифференциальных уравнений [4; 10–12; 25] 

 ( ) ( ) ( )0,  s ,L
d A s s s s
ds

= + ≤ ≤Y Y f   (4) 

где { }, , , , ,r z s r z sN N M u u= ϑY  – вектор функция иско-
мого решения. 

Следовательно, система (4) дополняется гранич-
ными условиями (2), в которых матрицы iB  имеют раз-
мерность 3×3 и могут быть проинтегрированы, применяя 
численные методы. При решении краевой задачи (4) ис-
пользуется метод Рунге – Кутта с дискретной ортогона-
лизацией С.К. Годунова [3; 4; 26] в некоторых заданных 
точках по меридиану оболочки. Этот метод при интегри-
ровании оболочки нормирует результаты решения на 
каждом заданном шаге и часто применяется при реше-
нии разнообразных задач для оболочечных конструкций 
[4; 10; 12; 25; 27]. 

Поскольку оболочка муфеля работает при повышен-
ных температурах, то возможно образование пластиче-
ских деформаций. При учете пластической деформации 
материала краевая задача становится нелинейной и опи-
сывается такой же системой уравнений (4). Связь между 
напряжением и деформацией будет линеаризоваться ме-
тодом дополнительных деформаций. Эта связь представ-
ляется в виде закона Гука, но с дополнительными чле-
нами, учитывающими зависимость механических свойств 
материала от деформации [11; 12; 25]. При этом объемное 
напряженное состояние оболочки сопоставляется с одно-
осным состоянием при простом растяжении образца 

 
3

S σ= , 
*1

3
H + μ= ε,   (5) 

где σ и ε – напряжения и деформации при простом рас-
тяжении образца, а ∗μ  – коэффициент поперечной де-
формации, который определяется как  

 1 1 2
2 2E

∗ − μ σμ = −
ε

.  (6) 

где E – модуля Юнга, μ – коэффициент Пуассона [11; 12]. 
Интенсивности касательных напряжений S и деформа-
ций сдвига H для оболочки определяются следующим 
образом  

 2 2( ) / 3s sS θ θ= σ − σ σ + σ ,  (7) 

 2 2 2[( ) ( ) ( ) ] / 6s sH γ γ θ θ= ε − ε + ε − ε + ε − ε ,  (8) 

 
 

где sσ  и θσ  – соответственно меридиональное и окруж-
ное напряжения, а sε , θε , γε  – компоненты деформаций 
по меридиану, окружности и нормали к поверхности 
оболочки [11; 12]. 

После интегрирования системы (4) в каждой точке 
оболочки будет определены sσ  и θσ  напряжения, 
а также соответствующие деформации sε , θε , γε . 

 
2. Эксплуатационные условия и критерий  
работы муфеля 

 
Температура муфеля при эксплуатации. Высоко-

температурный отжиг электролитической стали состоит 
из следующих этапов: регулируемый нагрев, выдержка, 
нерегулируемое охлаждение под муфелем. При эксплуа-
тации нагревание муфеля осуществляется по достаточно 
сложному закону с небольшой скоростью нагревания, 
которая автоматически контролируется с помощью тер-
мопар. Для исследуемой конструкции используем допу-
щение, что температура по телу оболочки в направлении 
меридиональной и окружной координаты распространя-
ется равномерно. Учитывая небольшую толщину обо-
лочки, температура по толщине будет одинакова. Следо-
вательно, механические свойства материала одинаковы 
для всех точек оболочки муфеля. По мере прогрева свой-
ства материала будут изменяться пропорционально вре-
мени t. Таким образом, для исследуемой оболочечной 
конструкции отпадает необходимость решения задачи 
теплопроводности. Следует добавить, что задача неста-
ционарной теплопроводности и определение распреде-
ления температуры в зависимости от времени для оболо-
чек вращения уже была рассмотрена [28; 29]. Изменение 
механических параметров материала оболочки будет за-
висеть только от времени прогрева t, т.е. от времени экс-
плуатации конструкции. 

Механические параметры материала. Цилиндри-
ческая оболочка муфеля изготовлена из стали Ст3, ко-
торая, несмотря на широкое применение, имеет опреде-
ленные ограничения. Механические свойства стали при 
нагревании до температуры 250 °С практически не ме-
няются. В интервале температур от 250 до 300 °С проч-
ность стали несколько повышается, пластичность сни-
жается. Нагревание выше температуры 400 °С приво-
дит к падению предела текучести и временного 
сопротивления, а при температуре 600–650 °С насту-
пает температурная пластичность и сталь теряет свою 
несущую способность. Поэтому механические свойства 
стали при температуре более 500 °С недостаточно изу-
чены. В табл. 1 приведены экспериментальные значе-
ния предела прочности ultσ  (напряжение предельного 
сопротивления при разрыве материала образца) и пре-
дела текучести Yσ  для различных температур для 
стали Ст3 [30].  

 
 



Емельянов И.Г., Кислов А.Н. / Вестник ПНИПУ. Механика 2 (2024) 59–68 

 63 

Таблица 1 

Значения пределов прочности и текучести  
для стали Ст3 (МПа) 

Table 1 

Values of the tensile and yield strengths for St3 steel (MPa) 

T, °C ultσ  Yσ  

20 422 206 
200 500 216 
300 490 206 
400 275 157 
500 216 126 
600 210  
800 80  
900 70  
1000 50  
1100 40  

 
Известно, что деформация, соответствующая пре-

делу прочности, равна 0,05 0,1ultε = − . Зависимость мо-
дуля Юнга от температуры имеет вид [30] 

 0 (1 0,00074 ),Е Е Т= − ⋅  (9) 

где 5
0 2 10E = ⋅  МПа при Т = 0 °С. 

Учитывая экспериментальные данные, приведенные 
в табл. 1, диаграмма «напряжение – деформация» 

( )fσ = ε  для данной стали может быть аппроксимиро-
вана билинейными прямыми с точками предела текуче-
сти Yσ , Yε  и предела прочности ultσ , ultε  для различных 
температур. В табл. 2 представлены значения деформа-
ций для построения диаграммы ( )fσ = ε  исследуемого 
материала. 

Влияние водородосодержащей среды на механи-
ческие свойства материала. При эксплуатации внут-
ренняя поверхность оболочки муфеля контактирует с за-
щитным газом, содержащим водород. Известно, что при 
оценке прочности различных конструкций необходимо 
учитывать изменения прочностных свойств металлов 
при наводороживании. При эксплуатации элемента кон-
струкции связь между напряжением σ, деформацией ε, 
концентрацией водорода c, температурой элемента T и 
временем эксплуатации t можно представить в виде 

( , , , )f T c tσ = ε .  
Задача диффузии водорода и определение распреде-

ления концентрации водорода в оболочке вращения в за-
висимости от времени рассмотрена в работах [28; 29]. 
В нашей задаче изменение механических свойств от воз-
действия водорода учитывать не будем, поскольку за-
щитный газ содержит его в небольшом количестве 
(только 5,5 %). 

Критерий предельного состояния оболочки. Кри-
терием прочности материала конструкций обычно при-
нимается условие, когда интенсивность касательных 
напряжений S в конструкции достигает напряжений раз-
рушения для материала образца при растяжении 

 / 3ultS = σ .  (10) 

Когда выполняется это условие, нарушается сплош-
ность материала в наиболее нагруженной точке кон-
струкции, однако конструкция при этом может не поте-
рять свою несущею способность. Критерий (10) обычно 
используют только для хрупких материалов.  

Таблица 2 

Значения деформаций для стали Ст3 

Table 2 

Values of the strains for St3 steel 

T, °C ultε  Yε  

20 0,05 0,00103 
200 0,05 0,00126 
300 0,1 0,0013 
400 0,1 0,0011 
500 0,1 0,001 

 
Существует деформационный критерий, который за-

ключается в том, что деформация материала оболочки в 
любом направлении должна быть ограничена условием 

ultε ≤ ε . Однако точно определить предельную деформа-
цию при разрыве материала образца ultε  в эксперименте 
достаточно сложно, поэтому будем использовать проч-
ностной критерий. 

Известно, что напряжения в произвольной точке 
оболочки определяются двумя слагаемыми от продоль-
ных усилий ,sN Nθ  и изгибающих моментов ,sM M θ , 
которые за пределом текучести вносят неодинаковый 
вклад в запас прочности оболочечной конструкции [31]. 
При выполнении неравенства 

 / 3ultS > σ   (11) 

оболочка может еще нести эксплуатационную нагрузку 
за счет менее нагруженной ее части около срединной по-
верхности. Поскольку интенсивность касательных напря-
жений ( )S γ  изменяется по толщине оболочки, то в работе 
[32] введено понятие интегральной интенсивности каса-
тельных напряжений hS . Она определяет несущую спо-
собность оболочки по всей толщине за пределом текуче-
сти и учитывает моментное напряженное состояние, кото-
рое обычно возникает в тонкостенных элементах 

 
/2

/2

1 ( ) .
h

h
h

S S d
h −

= γ γ   (12) 

При достижении hS  определенного значения в обо-
лочке будет образовываться так называемый «пластиче-
ский шарнир» – потеря несущей способности оболочки 
в целом.  

Таким образом, принимаемый критерий предельного 
состояния будет заключаться в том, что разрушение тон-
костенной конструкции в процессе эксплуатации проис-
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ходит, когда в наиболее нагруженной точке тонкостен-
ной конструкции интегральная интенсивность касатель-
ных напряжений hS  достигает напряжения предельного 
сопротивления при разрыве материала образца ultσ . Сле-
довательно,  

 3.ult hSσ =   (13) 

 
3. Результаты и обсуждения 

 
Конструкция муфеля нагружена внутренним избы-

точным давлением p = 0,037 МПа, весом муфеля 1100 кг 
и переменной температурой T. Длина цилиндрической 
оболочки L = 3,0 м с внешним диаметром 1,576 м. Тол-
щина оболочки и крышки h = 8 мм. На рис. 3 показана 
расчетная схема муфеля. 

 

Рис. 3. Расчетная схема муфельной конструкции,  
находящейся под действием внутреннего давления 

Fig. 3. Design diagram of a muffle construction  
subjected to internal pressure 

 
Из этой расчетной схемы видно, что при х = 0 будет 

выполнятся r = 0 (r – радиус срединной поверхности обо-
лочки). Это точка является особой точкой при исследо-
ваний замкнутой по меридиану оболочки. Некоторые 
элементы в матрице mA  уравнения (1) содержат в знаме-
нателе r. Поэтому проинтегрировать оболочку при нали-
чии особой точки на круговой крышке невозможно. Од-
нако существует простой прием, позволяющий обойти 
эту проблему – «выкалывание» особой точки, т. е. зада-
вая условие х = 0,001, получим r = 0,001. Поскольку при 
х = 0 проинтегрировать систему уравнений (4) нельзя, 
граничные условия (2) устанавливаются с учетом реаль-
ной деформации плоской крышки муфеля. На левом 
торце муфеля ( 0 ; 0,001; 0s s x z= = = ) – шарнирно по-
движная опора, принимаем 0S r ZM u N= = = . В конце 
цилиндрической оболочки на правом торце ( ;Ls s=

0,784; 3x z= = ) – шарнирно неподвижная опора, при-
нимаем 0S r ZM u u= = = . 

Предельное состояние конструкции муфеля может 
наступить при экстремальном повышении давления p 
или температуры T. Ограничимся рассмотрением случая 
определения максимальной температуры эксплуатации 
муфеля, при которой наступает предельное состояние.  

При интегрировании системы уравнений (4) радиус 
крышки делится на 40 шагов интегрирования и ортого-
нализации, а длина цилиндрической оболочки – на 
120 шагов. Расчет проводился для различных темпера-
турных режимов эксплуатации муфеля от 20 до 500 °С 
при механических свойствах материала, приведенных 
в табл. 1. 

На рис. 4 показано распределение меридиональных 
sσ  и окружных θσ  напряжений, а также распределение 

интенсивности касательных напряжений S по меридио-
нальной координате s при температуре эксплуатации 
20 °С. Напряжения даны для внешней поверхности му-
феля. Наиболее нагруженная точка конструкции муфеля 
находится на цилиндрической оболочке вблизи места со-
единения с крышкой. 

Одним из способов оценки правильности числен-
ного решения задачи для оболочек может быть совпаде-
ние полученного напряженного состояния на участках 
оболочки вдали от краев с напряженным состоянием, вы-
численным с использованием простых аналитических 
формул. Полученные напряжения в цилиндрической ча-
сти муфеля сравнивались с напряжениями, вычислен-
ными для цилиндрической оболочки, нагруженной внут-
ренним давлением с использованием безмоментной тео-
рии [33] 

/ 3,72сррR hθσ = =  МПа,  

 / 2 1,86s сррR hσ = =  МПа,  (14) 

где срR  – срединный радиус оболочки. 

 

Рис. 4. Зависимость меридионального напряжения (кривая 1), 
окружного напряжения (кривая 2) и интенсивности касательных  
                       напряжений (кривая 3) от координаты s  

Fig. 4. Dependence of meridional stress (curve 1), circumferential  
stress (curve 2) and shear stress intensity (curve 3) on coordinate s 

 
Получено хорошее совпадение кольцевых и мериди-

ональных напряжений (14) с напряжениями для цилин-
дрической части оболочки. Это видно на вставке рис. 4 
в более крупном масштабе. 
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В табл. 3 приведены значения интенсивности каса-
тельных напряжений S для наиболее нагруженной точки 
муфеля – точки на цилиндрической оболочке вблизи с со-
единением с крышкой. Приведено по три значения S на 
внутренней, срединной и внешней поверхности оболочки: 

hγ = − / 2 , 0γ = , hγ = / 2 . Также в табл. 3 приведены 
значения интегральной интенсивности касательных 
напряжений в оболочке 3hS , вычисленной с использо-
ванием соотношения (12), для температур до 500 °С. 

Необходимо заметить, что при температуре 20 °С в 
наиболее нагруженной точке муфеля появляется пласти-
ческая деформация. Требуется 7 приближений (итера-
ций) нелинейной краевой задачи, чтобы достигнуть ре-
шения с заданной точностью 0,01. При 500 °С требуется 
еще больше итераций – 34. 

Поскольку для расчетов при температурах более 
500 °С нет необходимой информации по механическим 
свойствам используемой стали муфеля, то для определе-
ния предельной способности его работы необходимо 
применять как методы интерполяции, так и экстраполя-
ционные методы прогнозирования. 

Таблица 3 

Значения интенсивности касательных напряжений  
и интегральной интенсивности касательных  

напряжений (МПа) 

Table 3 

Values of the shear stress intensity and the integral  
intensity of shear stresses (MPa) 

T, °C S ( hγ = − / 2 ) S ( 0γ = ) S ( hγ = / 2 ) 3hS  

20 120,28 2,39 120,22 137 
200 126,13 2,28 126,07 144 
300 119,95 2,39 119,91 137 
400 91,64 2,64 91,54 104 
500 82,01 5,97 81,89 96 

 
При интерполяции и экстраполяции эксперимен-

тальных данных будем использовать метод нейронных 
сетей [34–37]. Моделирование с помощью нейронных се-
тей является многопараметрической задачей нелинейной 
оптимизации. Необходимые значения предельного со-
противления материала и прогнозируемые значения ин-
тенсивности касательных напряжений в интервале тем-
ператур от 500 до 1100 °С определялись с применением 
одного из вариантов нейронных сетей. Этот метод пред-
ставлен в последних версиях пакета символьной матема-
тики Wolfram Mathematica 11.3 и обладает возможно-
стями для компьютерного обучения нейронных сетей. 
Использовалась трехслойная нейронная сеть с гипербо-
лическим тангенсом в качестве функции активации. 

Используя значения напряжения ultσ  из табл. 1 для 
температур до 1100 °С включительно, определялась ин-
терполяционная функция предельного сопротивления 
материала 1 ( )ultL T= σ . График этой функции приведен 
на рис. 5 (кривая 1). Используя значения напряжения 

3hS  из табл. 3 для температур до 500 °С, была опреде-
лена экстраполяционная функция интегральной интен-
сивности касательных напряжений 2 ( ) 3hL S T=  для 
температур более 500 °С. График функции дан на рис. 5 
(кривая 2).  

 

Рис. 5. Предел прочности материала L1 (кривая 1) и 
интегральная интенсивность касательных напряжений L2 
(кривая 2) как функции температуры. Точками показаны 
значения из работы [30], а квадратами – из табл. 3. Стрелка  
              указывает температуру предельного состояния 

Fig. 5. The ultimate strength of the material L1 (curve 1) and the 
integral intensity of shear stresses L2 (curve 2) as functions of 
temperature. The dots show the values from [30] and the squares 
show the values of from Table 3. The downward arrow indicates the  
                           temperature of the limiting state 

 
Учитывая принятый критерий разрушения для обо-

лочки (13), можно найти температуру конструкции T*: 
* *

1 2( ) ( )L T L T= , при которой она теряет свою несущую 
способность. Данная температура определяет наступле-
ние предельного состояния, при котором эксплуатация 
конструкции невозможна. Исходя из предложенной ма-
тематической модели работы конструкции в экстремаль-
ных условиях эксплуатации, предельное состояние кон-
струкции муфеля, судя по рис. 5, должно наступать при 
температуре T* = 1000 °С. 

 
Заключение 

 
В работе предложен метод определения прочности и 

предельного состояния стальных тонкостенных кон-
струкций при экстремальной термомеханической 
нагрузке. Метод основан на решении физически нели-
нейной краевой задачи для оболочки вращения. В отсут-
ствии возможности экспериментально исследовать мате-
риал конструкции на все многообразие возможных соче-
таний нагрузок различной физической природы, которые 
могут действовать на конструкцию при эксплуатации, в 
работе используются модельные представления в виде 
интерполяции и экстраполяции. При решении рассмат-
риваемой задачи применяются модифицированные про-
граммы с открытым кодом, основанные на методе дис-
кретной ортогонализации и методе прогнозирования с 
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использованием нейронных сетей. Метод демонстриру-
ется на примере конструкции защитного муфеля для вы-
сокотемпературного отжига электролитической стали. 
При расчете на конструкцию муфеля действуют посто-
янные механические нагрузки от собственного веса, из-
быточного давления и теплового излучения. Для данных 

нагрузок определена максимальная температура 
1000 °С, при которой наступает предельное состояние и 
эксплуатация муфеля недопустима. Получено удовле-
творительное совпадение с реальной температурой му-
феля при эксплуатации 1100 °С, при которой он полно-
стью теряет свою несущую способность. 
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