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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДИНАМИКИ АЭРОУПРУГОЙ СИСТЕМЫ  
«ТРУБОПРОВОД – ДАТЧИК ДАВЛЕНИЯ» 
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Получена: 20 ноября 2023 г. 
Одобрена: 25 апреля 2024 г. 
Принята к публикации:  
21 мая 2024 г.  

 Предложены математические модели механических систем «трубопровод – датчик дав-
ления», предназначенные для контроля давления рабочей среды в камерах сгорания дви-
гателей. В таких системах для ослабления воздействия виброускорений и высоких темпе-
ратур датчик соединен с двигателем с помощью трубопровода и расположен на некотором
расстоянии от него. Движение рабочей среды описывается линейными моделями механики
жидкости и газа, для описания динамики упругого чувствительного элемента применяются
линейные модели механики твердого деформируемого тела. На основе линейных диффе-
ренциальных уравнений с частными производными предложены математические поста-
новки задач, соответствующих трехмерным моделям систем измерения давления в га-
зожидкостных средах для некоторых форм сечения трубопровода, а именно для трубопро-
вода с сечением прямоугольной формы, с сечением в виде сектора и в форме кольца. С
помощью введения интегральных характеристик решение задач сводится к исследованию
одномерных моделей. Получены уравнения, позволяющие по величине деформации чув-
ствительного элемента датчика определять давление рабочей среды в камере сгорания в
каждый момент времени. Предложены аналитические и численно-аналитические методы 
решения соответствующих начально-краевых задач для систем дифференциальных урав-
нений. При аналитическом подходе решение задачи сводится к решению дифференциаль-
ного уравнения с отклоняющимся аргументом. Численно-аналитическое исследование за-
дачи основано на применении метода Галеркина. Также проведен численный эксперимент 
и представлены примеры расчета деформации чувствительного элемента датчика в случае
жесткого закрепления при задании конкретных значений механических параметров си-
стемы, в том числе при задании закона изменения избыточного давления рабочей среды в
двигателе. 

 
© ПНИПУ

Ключевые слова: 
датчик давления, трубопровод,  
упругий элемент, деформация,  
аэроупругость, динамика,  
дифференциальные уравнения,  
метод Галеркина. 

 

 
 
 
 
 
 

 Вельмисов Петр Александрович – д. ф.-м. н., проф. кафедры высшей математики, e-mail: velmisov@ulstu.ru. 
Тамарова Юлия Александровна – соискатель кафедры высшей математики, начальник ТКБ-512  
научно-исследовательского отдела 51, e-mail: kazakovaua@mail.ru. 
 
Petr A. Velmisov – Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor, e-mail: velmisov@ulstu.ru. 
Yuliya A. Tamarova – applicant, Department of High Mathematics, Head of the Thematic Complex Team 512  
of the Research Department 51, e-mail: kazakovaua@mail.ru.  

 



Velmisov P.A., Tamarova Yu.A. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2024) 69-78 

70 

MATHEMATICAL MODELING OF THE DYNAMICS  
OF THE AEROELASTIC "PIPELINE – PRESSURE SENSOR" SYSTEM 

P.A. Velmisov, Yu.A. Tamarova 

Ulyanovsk State Technical University, Ulyanovsk, Russian Federation 

ARTICLE INFO  ABSTRACT 

Received: 20 November 2023 
Approved: 25 April 2024 
Accepted for publication:  
21 May 2024 

 This paper proposes mathematical models of mechanical systems "pipeline – pressure sen-
sor" designed to control the pressure of the working medium in the combustion chambers of en-
gines. In such systems, to mitigate the impact of vibration accelerations and high temperatures, 
the sensor is connected to the engine using a pipeline and is located at some distance from it. The
movement of the working medium is described by linear models of fluid and gas mechanics. To
describe the dynamics of an elastic sensitive element, linear models of the mechanics of a solid
deformable body are used. Based on linear differential equations with partial derivatives, mathe-
matical formulations of problems are proposed that correspond to three-dimensional models of 
pressure measurement systems in gas-liquid media for some pipeline cross-sectional shapes, 
namely, for a pipeline with a rectangular cross-section, with a section in the form of a sector and
in the form of a ring. By introducing integral characteristics, the solution of problems is reduced to 
studying one-dimensional models. Equations have been obtained that make it possible to deter-
mine the pressure of the working medium in the combustion chamber at each moment of time by
the value of deformation of the sensitive element of the sensor. Analytical and numerical-analytical 
methods for solving the corresponding initial-boundary value problems for systems of differential
equations are proposed. In the analytical approach, the solution of the problem is reduced to solv-
ing a differential equation with a deviating argument. The numerical-analytical study of the problem 
is based on the application of the Galerkin method. Also, a numerical experiment was carried out
and examples of calculating the deformation of the sensitive element of the sensor in the case of 
rigid fastening when specifying specific values of the mechanical parameters of the system are
presented, also during setting the law of change in the excess pressure of the working medium in
the engine. 
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Введение 

 
Первичным звеном приборного оборудования для из-

мерения давления газожидкостной среды является датчик. 
Принципы работы датчиков давления, их технические ха-
рактеристики, а также современное состояние гибких дат-
чиков давления и их практическое применение описыва-
ются, например, в работах [1–11]. В частности, в работах 
[3; 4] исследуется движение манометрической трубчатой 
пружины, совершающей колебания в плоскости кривизны 
центральной оси в вязкой среде. В работе [9] обобщены 
результаты исследования высокочувствительного датчика 
давления, изготовленного на основе микроэлектромеха-
нических систем (МЭМС). Работы [10–11] посвящены ма-
тематическому моделированию и исследованию диагно-
стики распределения давления и импульсного сканирова-
ния по длине трехфазного пьезоэлектролюминесцентного 
оптоволоконного датчика. 

Для ослабления воздействий виброускорений и вы-
соких температур датчик соединяется с рабочей камерой 
сгорания двигателя с помощью трубопровода. В связи с 
этим при проектировании систем измерения давления 
возникает проблема исследования динамики и устойчи-
вости совместных колебаний деформируемого элемента 
датчика и рабочей среды в трубопроводе. Подобный ана-
лиз особенно необходим для изучения поведения си-
стемы при нестационарном режиме работы двигателя 
(например, при взлете или посадке самолета, при 

возникновении пульсирующего режима работы двига-
теля и т.д.). В частности, задача состоит в получении 
и исследовании уравнений, связывающих закон измене-
ния давления рабочей среды на входе в трубопровод (на 
выходе из камеры сгорания двигателя) и деформацию 
упругого элемента датчика и предназначенных по вели-
чине деформации чувствительного элемента рассчитать 
давление в двигателе. Исследованию динамики и устой-
чивости трубопроводов и их элементов при движении 
внутри них жидкости или газа посвящены работы [12–
16] и многие другие. В работе [17] проведено исследова-
ние математической модели системы «трубопровод – 
датчик давления» для осесимметричной трубы в случае 
несжимаемости рабочей среды. Математическое моде-
лирование совместной динамики чувствительного эле-
мента датчика давления и сжимаемой рабочей среды в 
трубопроводе на основе одномерной и плоской двумер-
ной моделей проводилось в работах [18; 19]. 

В настоящей работе исследуется совместная дина-
мика чувствительного элемента датчика давления и ра-
бочей среды в трубопроводе на основе математических 
моделей, представляющих собой начально-краевые за-
дачи для систем дифференциальных уравнений. Предпо-
лагается, что рабочая среда идеальная и сжимаемая. 
Предложены трехмерные модели с разными сечениями 
трубопровода: прямоугольник, сектор, кольцо. Исполь-
зование трубопроводов с различными сечениями предна-
значено для обеспечения наибольшей эффективности 
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охлаждения рабочей среды за счет увеличения площади 
поверхности контакта трубопровода с внешней охлажда-
ющей средой (за счет увеличения периметра сечения 
трубопровода). Введение интегральных характеристик 
основных величин динамических систем позволило зна-
чительно упростить решение задач за счет сведения 
трехмерных задач к одномерным, исследование которых 
реализовано двумя способами: аналитическое исследо-
вание, приводящее к решению уравнения с отклоняю-
щимся аргументом, и численно-аналитическое исследо-
вание на основе метода Галеркина. С помощью про-
граммного комплекса [20] проведены численные 
эксперименты и построены графики деформации чув-
ствительного элемента датчика. 

 
1. Исследование динамики системы  
для трубопровода с сечением  
прямоугольной формы 

 
В принципиальной схеме механической системы 

«трубопровод – датчик давления» на одном конце трубо-
провода (на выходе из камеры сгорания двигателя) 0x =  
задан закон изменения давления рабочей среды, а на дру-
гом ( x l= ) расположен датчик, предназначенный для 
измерения этого давления и содержащий в качестве со-
ставной части чувствительный упругий элемент в виде 
пластины (рис. 1). 

 

Рис. 1. Схема механической системы «трубопровод – датчик  
давления»: 1 – двигатель; 2 – трубопровод; 3 – рабочая среда;  
                   4 – датчик; 5 – упругий элемент датчика 

Fig. 1. Diagram of the mechanical system “pipeline – pressure  
sensor”: 1 – engine; 2 – pipeline; 3 – working medium; 4 – sensor;  
                               5 – elastic element of the sensor 

 
В данном случае исследуются механические си-

стемы «трубопровод – датчик давления» для трех форм 
сечения трубопровода (рис. 2). 

 

а   b          c 

Рис. 2. Формы сечения трубопровода: а – прямоугольник;  
b – сектор; c – кольцо 

Fig. 2. Pipeline cross-sectional shapes: a – rectangle;  
b – sector; c – ring 

Математическая постановка начально-краевой за-
дачи, соответствующей модели системы «трубопровод – 
датчик давления» для трубопровода с сечением C прямо-
угольной формы (см. рис. 2, а), имеет вид 
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  (6) 

где yy zzw w wΔ = + , 2 2yyyy yyzz zzzzw w w wΔ = + + . 

В (1)–(6) ( , , , )x y z tϕ  – потенциал скорости, описыва-
ющий движение сжимаемой рабочей среды в трубопро-
воде; ( , , )w y z t  – деформация упругого элемента (прямо-
угольной пластины), расположенного в конце трубопро-
вода x l= ; ( , , )P y z t  – заданный закон изменения 
избыточного давления рабочей среды на входе в трубо-
провод (на выходе из камеры сгорания) 0x = ; 0ρ , 0P , 0a  
– плотность, давление, скорость звука, соответствующие 
состоянию покоя рабочей среды; *P  – внешнее воздей-
ствие на упругий элемент; pl plm h= ρ  – погонная масса 
упругого элемента с плотностью plρ  и толщиной plh ; 

3

212(1 )
plEh

D =
− ν

 – изгибная жесткость упругого элемента, 

где E  – модуль упругости, ν  – коэффициент Пуассона; 
N  – сжимающее (растягивающее) элемент усилие; β  – 
коэффициент внутреннего демпфирования; ( , )tf w w  – 
некоторая линейная или нелинейная функция, зависящая 
от деформации w  и скорости деформации tw , характе-
ризующая упругие и демпфирующие свойства внешней 
связи (например, постели); индексы x , y , z , t  снизу 
обозначают частные производные по координатам x, y, z 
и времени t. 

Уравнение (1) описывает движение рабочей среды 
(в модели идеального газа) в трубопроводе с сечением 
прямоугольной формы; (2)–(4) – условия непротекания 
стенок трубопровода и поверхности упругого элемента; 
условие (5) задает закон изменения давления на входе 
в трубопровод; уравнение (6) описывает динамику упру-
гого элемента, при этом оператор ( )L w  может быть до-
полнен, в зависимости от выбранной модели деформиро-
вания, линейными или нелинейными интегральными 
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членами (например, при учете вязкоупругих свойств ма-
териала пластины или при учете нелинейности растяги-
вающих усилий, возникающих в процессе деформирова-
ния). Имеем связанную задачу для функций ( , , , )x y z tϕ , 

( , , )w y z t , которая должна быть дополнена начальными 
условиями для этих функций, а также граничными усло-
виями для ( , , )w y z t , соответствующими типу закрепле-
ния упругого элемента. 

Один из способов решения задачи (1)–(6) основан на 
введении интегральных характеристик основных вели-
чин динамической системы 

 
( , ) ( , , , ) ,   ( ) ( , , ) ,

( ) ( , , ) ,    ( ) ( ( , , )) ,
C C

C C

x t x y z t dS t w y z t dS

G t P y z t dS Q t L w y z t dS

Φ = ϕ ξ =

= =

 

 
  (7) 

где область интегрирования {( , ) : 0 ;C y z y a= ≤ ≤

}0 z b≤ ≤ , dS dydz= .  

Положим ( )2 2( ( , , )) tt t
L w y z t mw D w N w w= + Δ + Δ + β Δ +

tw w+α + γ  ( ,  α γ  – коэффициенты демпфирования и 
жесткости упругой связи), ( , , ) ( ) ( , )w y z t t g y z= θ , где 
функция ( , )g y z  удовлетворяет граничным условиям, 
соответствующим типу закрепления упругого элемента.  

Тогда 0( ) ( )t w tξ = θ , 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )Q t m t t t= θ + α θ + γ θ  , 
где  

0 ( , )
C

m m g y z dS=  , 

2
0 ( , ) ( , )

C C

g y z dS g y z dSα = α + β Δ  , 

2
0 ( , ) ( , )

C C

D g y z dS N g y z dSγ = Δ + Δ +   

( , )
C

g y z dS+γ , 0 ( , )
C

w g y z dS=  . 

Интегрируя (1), (4)–(6) по области С с учетом гра-
ничных условий (2), (3), получим 

 2
0 0tt xxaΦ − Φ = ,  (8) 

 0( , ) ( )x l t w tΦ = θ ,  (9) 

 0 (0, ) ( )t t G t−ρ Φ = ,  (10) 

 0 * 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ),tP P S l t m t t t− − ρ Φ = θ + α θ + γ θ    (11) 

где точка сверху соответствует производной по времени. 
Таким образом, решение задачи сведено к исследованию 
одномерной системы дифференциальных уравнений для 

( , )x tΦ  и ( )tθ . 
Предложены и реализованы несколько способов ис-

следования системы (8)–(11). 
1. Аналитическое исследование системы (8)–(11). 
Общее решение уравнения (8) имеет вид 

 ( ) ( )0 0
( , ) x x

a ax t A t B tΦ = − + + .  (12) 

Подставляя (12) в (9)–(11), получим 
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a a
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  (15) 

Штрихи обозначает производные по аргументам, от 
которых зависят функции ( )A t , ( )B t . Из (14), (15) нахо-
дим ( ),   A t′ ( )B t′  и, подставляя их в (13), получим диф-
ференциальное уравнение с отклоняющимся аргумен-
том, связывающее функцию ( ),tθ  характеризующую де-
формацию чувствительного элемента датчика, с 
функцией ( )G t , характеризующей закон изменения дав-
ления рабочей среды в двигателе 
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a w t t G t P P S

   θ − + θ + + α θ − + θ + +   
 + γ θ − + θ + − 

 − ρ θ − − θ + = + − 

   

 

  (16) 

Если 
0

l
a

= ε  – малый параметр (например, если 

0 343a = , 3l = , то 0,01ε < ), то можно получить прибли-
женное уравнение, связывающее ( )tθ  и ( )G t  

 

( )

0 0 0 0 0

2 (4)
0 0 0 0 0

4
0 *

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 ( ) ( ) ( )
2 3

( ) ( ) .

m w l t t t

m w l t t t

O G t P P S

+ ρ θ + α θ + γ θ +

  + ε + ρ θ + α θ + γ θ +    

+ ε = + −

 

   (17) 

Решения линейного дифференциального уравнения 
(17) с постоянными коэффициентами строятся как чис-
ленно, так и аналитически, в частности, было проведено 
исследование резонансных явлений в случае пульсирую-
щего давления в камере сгорания. 

2. Метод Галеркина. 
А. Потенциал скорости ( , )x tΦ  представляется в 

виде отрезка ряда по полной на интервале ( )0, l  системе 

функций ( ) sinm mg x x= λ , удовлетворяющих однород-
ным граничным условиям (0) 0mg = , ( ) 0mg l = , соответ-
ствующим условиям (10), (11) 

  
1

( , ) ( ) ( ) ( )sin ,    .
M

m m m
m

mx t a t b t x z t x
l=

πΦ = + + λ λ =   (18) 

Удовлетворяя условиям (10), (11), находим 

 
0

1 ( ),a G t= −
ρ

  * 0
0

1 (( ) ( ) ( )).b P P S Q t G t
l

= − − + −
ρ

   (19) 
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Подставляя (18), (19) в (8), (9), получим 

 

2 2
0

1

0 0

( ) ( ) sin

1 ( ) ( ( ) ( )),

M

m m m m
m

z t a z t x

xG t Q t G t
l

=

 + λ λ = 

= + −
ρ ρ

 

  
  (20) 

 
* 0

0 0 0
1

( ) ( ) ( )

( ) cos ( ) 0.
M

m m m
m

P P S Q t G t

l z t l lw t
=

− + − −

− ρ λ λ + ρ θ = 
  (21) 

Согласно методу Галеркина, выполняя условие орто-
гональности невязки уравнения (20) к базисным функ-
циям { } 1,sin k k Mx

=
λ  , приходим к системе обыкновенных 

дифференциальных уравнений 

 

( )

2 2
0

0 0

2
0 0

2( ) ( ) ( ) sin

2 ( ) ( ) sin ,    1 .

l

k k k k

l

k

z t a z t G t xdx
l

Q t G t x xdx k M
l

+ λ = λ +
ρ

+ − λ = ÷
ρ







 
  (22) 

    0 0 0
1

( ) ( ) ( ) cos ( ) 0.
M

m m m
m

Q t G t l z t l lw t
=

− − ρ λ λ + ρ θ =     (23) 

Эта связанная система линейных обыкновенных 
дифференциальных уравнений для функций ( )tθ , ( ),kz t  

1k M= ÷  служит основой для проведения численного 
эксперимента. 

Б. Представим потенциал скорости ( , )x tΦ  в виде от-
резка ряда по полной на интервале ( )0, l  системе функ-

ций ( ) sinm mg x x= ν , удовлетворяющих однородным 
граничным условиям (0) 0,   ( ) 0,m mg g l′= =  соответству-
ющим условиям (9), (10) 

1

(2 1)( , ) ( ) ( ) ( )sin ,  .
2

M

m m m
m

mx t a t b t x z t x
l=

− πΦ = + + ν ν =  (24) 

Удовлетворяя условиям (9), (10), находим 

 
0

1 ( ),a G t= −
ρ

  0 ( ).b w t= θ   (25) 

Подставляя (24), (25) в (8), (11), получим 

    2 2
0 0

1 0

1( ) ( ) sin ( ) ( ) .
M

m m m m
m

z t a z t x G t w t x
=

 + ν ν = − θ  ρ     (26) 

  0 0 0 * 0
1

( ) ( )sin ( ) ( ) ( ).
M

m m
m

G t z t l lw t P P S Q t
=

− ρ ν − ρ θ = − +    (27) 

Записывая условие ортогональности невязки уравне-
ния (26) к базисным функциям { } 1,sin k k Mx

=
ν , приходим 

к системе обыкновенных дифференциальных уравнений 

2 2
0 0 2

0

sin2( ) ( ) ( ) 2 ( ) ,    1 .k
k k k

k k

l
z t a z t G t w t k M

l l
ν

+ ν = − θ = ÷
ρ ν ν

   (28) 

 

 0 0 0
1

( ) ( )sin ( ) ( ).
M

m m
m

G t l z t l lw t Q t
=

− ρ ν − ρ θ =     (29) 

Система (28)–(29), содержащая ( 1)M +  уравнение, 
служит для определения (М + 1)-й функции ( )tθ , ( ),kz t  

1k M= ÷  и решалась численно. 
С помощью пакета Mathematica 12.0 разработан про-

граммный комплекс для математического моделирова-
ния механической системы «трубопровод – датчик дав-
ления» [20]. Он включает в себя численное решение за-
дачи Коши для уравнения (17), а также решения задач 
Коши для систем уравнений (22)–(23) и (28)–(29). Про-
граммный комплекс предназначен для исследования сов-
местной динамики чувствительного элемента датчика 
давления и рабочей среды в трубопроводе, соединяющем 
камеру сгорания двигателя с датчиком, и позволяет по-
лучать графики функции ( )tθ  отклонения подвижного 
элемента датчика при различном задании механических 
параметров системы, в том числе при задании закона из-
менения давления рабочей среды в двигателе. 

Пример  1. Рабочая среда – воздух ( 0 1, 2ρ = ), мате-

риал пластины – алюминий ( 107 10E = ⋅ , 32,7 10plρ = ⋅ ). 

Параметры системы: 0 101325P = , * 0P = , 0 343a =  
(при температуре 20 °С), 3l = , 0,0005plh = , 

1,35pl plm h= ρ = , 0,34ν = , 
3

2 0,825
12(1 )

plEh
D = =

− ν
, 

0,01a = , 0,01b = , 0,2α = , 0,3γ = , 0,1β = , 0N =  (все 
значения приведены в системе СИ). 

Используя программный комплекс, получены гра-
фики деформации упругого элемента датчика при раз-
личных заданиях закона изменения избыточного давле-
ния рабочей среды на входе в трубопровод ( , , )P z y t  в 
случае жесткого защемления (рис. 3). Начальные усло-
вия для решения уравнения (17) заданы в виде: 

(0) (0) (0) (0) 0θ = θ = θ = θ =   . При решении систем (22)–
(23), (28)–(29) начальные условия следующие: 

(0) (0) (0) 0θ = θ = θ =  , (0) (0) 0k kz z= = , 1k M= ÷ . 

Также задана функция ( ) ( )2 2( , )g y z y a z b= − ⋅ − , кото-
рая удовлетворяет условиям ( , ) ( , )yg a z g a z= =  

( , ) ( , ) 0zg y b g y b= = = . 
Отметим, что решение задачи (8)–(11), построенное 

с помощью метода Галеркина, достаточно точно согла-
суется с численным решением уравнения (17). 

Графики а, b соответствуют случаям, когда на посто-
янное рабочее давление в двигателе, находящемся в ста-
ционарном режиме работы, наложены периодическое а 
или экспоненциально убывающее b возмущения. Гра-
фики c, d соответствуют остановке и запуску двигателя 
соответственно. 
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а        b 

  

c        d 

Рис. 3. Графики деформации упругого элемента датчика при 0,005,   0,005:y z= =  а – 6 5( , , ) 5 10 10 cos(10 )P y z t t= ⋅ + ;  

                            b – 6 6 2( , , ) 2 10 10 tP y z t e−= ⋅ + ; c – 6 5 2( , , ) 5 10 5, 4 10P y z t t= ⋅ − ⋅ ; d – 6 5( , , ) 10 1,8 10P y z t t= + ⋅  

Fig. 3. Graphs of deformation of the elastic element of the sensor when 0,005,   0,005:y z= =  а – 6 5( , , ) 5 10 10 cos(10 )P y z t t= ⋅ + ;  

                           b – 6 6 2( , , ) 2 10 10 tP y z t e−= ⋅ + ; c – 6 5 2( , , ) 5 10 5, 4 10P y z t t= ⋅ − ⋅ ; d – 6 5( , , ) 10 1,8 10P y z t t= + ⋅  

 
2. Исследование динамики системы  
для трубопровода с сечением в виде сектора 

 
Математическая постановка начально-краевой за-

дачи, соответствующей трехмерной модели системы 
«трубопровод – датчик давления» в цилиндрических ко-
ординатах для трубопровода с поперечным сечением в 
виде сектора, имеет вид 

 
( ) ( ) ( )

2
0 2

1 2

1 1 ,

0, , 0, , , ,

tt xx rr ra
r r

x l r R

θθ
 ϕ = ϕ + ϕ + ϕ + ϕ 
 

∈   ∈   θ∈ θ θ
 (30) 

 ( ), , , 0r x R tϕ θ = , ( )0,x l∈ , ( )1 2,θ ∈ θ θ ,  (31) 

 ( ), , , 0kx r tθϕ θ = , 1, 2k = , ( )0,x l∈ , ( )0,r R∈ ,  (32) 

 ( ) ( ), , , , ,x tl r t w r tϕ θ = θ , ( )0,r R∈ , ( )1 2,θ ∈ θ θ ,  (33) 

   ( ) ( )0 0, , , , ,t r t P r t− ρ ϕ θ = θ , ( )0,r R∈ , ( )1 2,θ ∈ θ θ ,  (34) 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

0 0 * 1 2

( ( , , )) ,

, , , ,    0, , , ,
tt tt

t

L w r t mw D w N w w f w w

P l r t P r R

θ ≡ + Δ + Δ + β Δ + =

= − ρ ϕ θ − ∈    θ ∈ θ θ
 (35) 

где 
2 2

2 2 2
1 1w w ww
r rr r

∂ ∂ ∂Δ = + +
∂∂ ∂θ

, 

4 3 2
2

4 3 2 2 3

4 4 3 2

2 2 2 4 4 3 2 4 2

2 1 1

2 1 2 4 .

w w w ww
r rr r r r r

w w w w
r r r r r r

∂ ∂ ∂ ∂Δ = + − + +
∂∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂ ∂+ + − +
∂θ ∂ ∂θ ∂θ ∂ ∂θ

 

В (30)–(35) ( , , , )x r tϕ θ  – потенциал скорости, описы-
вающий движение сжимаемой рабочей среды в трубо-
проводе с поперечным сечением в виде сектора (см. рис. 
2, b), образованного лучами 1θ = θ , 2θ = θ  и окружно-
стью r R= ; ( , , )w r tθ  – деформация упругого элемента 
датчика, расположенного в конце трубопровода x l= ; 

( , , )P r tθ  – заданный закон изменения избыточного дав-
ления рабочей среды на входе в трубопровод 0x = ; R  – 
радиус трубопровода и упругого элемента, представляю-
щего собой деформируемую пластину, имеющую так же, 
как и поперечное сечение трубопровода, форму сектора, 
ограниченного прямыми 1θ = θ , 2θ = θ  и окружностью 
r R=  радиуса R. 
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Уравнение (30) описывает движение идеального газа 
в трубопроводе с поперечным сечением в виде сектора; 
(31)–(33) – условия непротекания стенок трубопровода и 
поверхности упругого элемента; условие (34) задает за-
кон изменения давления на входе в трубопровод; уравне-
ние (35) описывает динамику упругого элемента. Имеем 
связанную задачу для функций ( , , , )x r tϕ θ , ( , , )w r tθ , ко-
торая должна быть дополнена начальными условиями. 
Необходимо также задать граничные условия для 

( , , )w r tθ  при r R= , 1θ = θ , 2θ = θ , соответствующие 
типу закрепления элемента. Для жесткого защемления 
условия имеют вид:  

( , , ) ( , , ) 0rw R t w R tθ = θ = , 1 1( , , ) ( , , ) 0w r t w r tθθ = θ = , 

  2 2( , , ) ( , , ) 0w r t w r tθθ = θ = .  (36) 

Для решения задачи (30)–(35) введем интегральные 
характеристики основных величин динамической си-
стемы 

( , ) ( , , , ) ,   ( ) ( , , ) ,  

( ) ( , , ) ,       ( ) ( ( , , )) ,
H H

H H

x t x r t rdrd t w r t rdrd

G t P r t rdrd Q t L w r t rdrd

Φ = ϕ θ θ ξ = θ θ

= θ θ = θ θ

 

 
 

где область интегрирования {( , ) : 0 ;H r r R= θ ≤ ≤  

}1 2θ ≤ θ ≤ θ . Интегрируя (30)–(35) по области H  и выбирая 

( )2 2( ( , , )) tt tt
L w r t mw D w N w w w wθ = + Δ + Δ + β Δ + α + γ , по-

лучим 

 2
0 0tt xxaΦ − Φ = ,  (37) 

 0( , ) ( )x l t w tΦ = ψ ,  (38) 

 0 (0, ) ( )t t G t−ρ Φ = ,  (39) 

( )2
2 1

0 * 0 0 0 0( ) ( , ) ( ) ( ) ( ).
2 t

R
P P l t m t t t

θ − θ
− − ρ Φ = ψ + α ψ + γ ψ   (40) 

В (37)–(40) введены обозначения  

0 ( , )
H

m m g r rdrd= θ θ , 

2
0 ( , ) ( , )

H H

g r rdrd g r rdrdα = α θ θ + β Δ θ θ  ,

0 ( , )
H

w rg r drd= θ θ , 2
0 ( , )

H

D g r rdrdγ = Δ θ θ +  

( , ) ( , )
H H

N g r rdrd g r rdrd+ Δ θ θ + γ θ θ  , 

при этом ( , , ) ( ) ( , )w r t t g rθ = ψ θ , где функция ( , )g r θ  удо-
влетворяет граничным условиям (36). 

Исследование задачи (37)–(40) проводилось анало-
гично решению задачи (8)–(11). 

При аналитическом способе решения задачи (37)–
(40) приходим к исследованию уравнения с отклоняю-
щимся аргументом, связывающего функцию ( )tψ , ха-
рактеризующую деформацию чувствительного элемента 

датчика, с функцией ( )G t , характеризующей закон изме-
нения давления рабочей среды в двигателе 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0

0 0 0

2
2 1

0 *2 ( ) ( ) .
2

l l l l
a a a a

l l
a a

l l
a a

m t t t t

t t

a w t t

R
G t P P

   ψ − + ψ + + α ψ − + ψ + +   
 + γ ψ − + ψ + − 
 −ρ ψ − − ψ + = 

 θ − θ
= + − 

  

   

  (41) 

Учитывая, что 
0

l
a

= ε  – малый параметр, получим 

приближенное уравнение 

( ) ( )

0 0 0 0 0

2 (4)
0 0 0 0 0

2
2 14

0 *

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 ( ) ( ) ( )
2 3

( ) ( ) .
2

m w l t t t

m w l t t t

R
O G t P P

+ ρ ψ + α ψ + γ ψ +

  + ε + ρ ψ + α ψ + γ ψ +    
θ − θ

+ ε = + −

 

   

При численно-аналитическом исследовании задачи 
(37)–(40) с помощью метода Галеркина функция ( , )x tΦ  
представляется в виде отрезков рядов по полным на ин-
тервале ( )0, l  системам функций { }( )mz x , которые удо-
влетворяют однородным граничным условиям, соответ-
ствующим условиям (38), (39) или (39), (40). В резуль-
тате исследование сведено к решению задачи Коши для 
линейных систем обыкновенных дифференциальных 
уравнений для функций ( )tψ , ( ),kz t  1k M= ÷ , на ос-
нове которых проведен численный эксперимент. 

Пример  2. Рабочая среда – воздух ( 0 1, 2ρ = ), мате-

риал пластины – алюминий ( 107 10E = ⋅ , 32,7 10plρ = ⋅ ). 
Размеры сечения, изображенного на рис. 2, b: 0,01R = , 

1 8
πθ = , 2

15
8
πθ = . Остальные параметры системы те же, 

что в примере  1.  
Используя программный комплекс, численно полу-

чены решения в случае жесткого защемления при раз-
личных законах изменения избыточного давления рабо-
чей среды на входе в трубопровод ( , , )P r tθ  (рис. 4). 
Начальные условия для ( )tψ  и ( ),kz t  1k M= ÷  так же, 
как и в примере  1, заданы нулевыми. 

Функция ( , )g r θ , удовлетворяющая условиям (36), 
имеет вид:  

( ) ( )2 22 3
1 2( , ) 1 3( / ) 2( / )g r r R r R θ = − + ⋅ θ − θ ⋅ θ − θ  . 

Численный эксперимент для трубопровода с сече-
нием в форме кольца 

Исследование динамики системы в случае, когда се-
чение трубопровода и чувствительный элемент имеют 
форму кольца (см. рис. 2, c), проводилось аналогично ис-
следованию задачи (30)–(35).  
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a       b 

Рис. 4. Графики деформации упругого элемента датчика при 0,005,  :r = θ = π  а – 6 6 5( , , ) 2 10 10 tP r t e−θ = ⋅ + ;  

b – 6 5( , , ) 5 10 10 cos(5 )P r t tθ = ⋅ +  

Fig. 4. Graphs of deformation of the elastic element of the sensor when 0.005,  :r = θ = π  а – 6 6 5( , , ) 2 10 10 tP r t e−θ = ⋅ + ;  

b – 6 5( , , ) 5 10 10 cos(5 )P r t tθ = ⋅ +  

   

а        b 

Рис. 5. Графики деформации упругого элемента датчика 0,0075r = : а – 6 5( , ) 10 (1 )tP r t e−= + ;  

b – 6 5( , ) 5 10 10 cos(20 )P r t t= ⋅ +  

Fig. 5. Deformation graphs of the elastic element of the sensor 0.0075r = : а – 6 5( , ) 10 (1 )tP r t e−= + ;  

b – 6 5( , ) 5 10 10 cos(20 )P r t t= ⋅ +  

 
Пример  3. Рабочая среда – воздух 0( 1, 2),ρ =  мате-

риал пластины – алюминий ( 107 10E = ⋅ , 32,7 10plρ = ⋅ ). 

Размеры сечения, изображенного на рис. 2, c: 1 0,01,r =  

2 0,025.r =  Остальные параметры системы те же, что 
в примере  1. 

Для жесткого защемления задана функция 

( ) ( )2 2
1 2( , ) ( )g r g r r r r rθ = = − ⋅ − , удовлетворяющая 

условиям 1 1 2 2( ) '( ) ( ) '( ) 0g r g r g r g r= = = = . На рис. 5 
представлены результаты численных расчетов при нуле-
вых начальных условиях. 

 
Заключение 

 
Развитие аэрокосмической техники и технологий 

требует непрерывного усовершенствования, модерниза-

ции и создания новых типов первичных преобразовате-
лей, в частности, датчиков давления. Ввиду этого созда-
ние математических моделей систем измерения давле-
ния в газожидкостных средах и разработка на их основе 
теоретических методов исследования этих систем явля-
ется актуальной задачей.  

В приложении к датчикам давления речь, в частно-
сти, идет о разработке методов исследования динамики 
чувствительного элемента датчика с учетом взаимодей-
ствия с газожидкостной рабочей средой, при изменении 
давления в камере сгорания двигателя в зависимости от 
конструктивных особенностей механической системы 
«трубопровод – датчик давления». Создание такой си-
стемы, в которой трубопровод соединяет датчик с каме-
рой сгорания двигателя, обусловливается необходимо-
стью ослабления воздействия вибраций и высоких тем-
ператур на датчик и его составные элементы.  
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В исследовании предложены и проанализированы ма-
тематические модели механической системы «трубопровод 
– датчик давления», позволяющие определять деформацию 
чувствительного элемента датчика давления в зависимости 
от закона изменения давления в камере сгорания. 

Разработка каждой конкретной физической модели и 
проведение ее испытаний – сложная, дорогостоящая, 
требующая большого времени работа. Разработанные 
математические модели и методы решения задач аэро-
гидроупругости, а также соответствующий программ-
ный комплекс позволяют дополнить и усовершенство-
вать базу современного проектирования систем измере-
ния давления в газожидкостных средах, дают 
возможность сократить время и средства, необходимые 

для натурных экспериментов, и заменить их компьютер-
ными исследованиями. 

Математические модели и результаты исследований, 
приведенные в статье, позволяют на этапе проектирова-
ния смоделировать динамические процессы, происходя-
щие в системе, и на основе их анализа, а также, исходя 
из требуемых конструктивных характеристик реальных 
разрабатываемых систем, подобрать оптимальные пара-
метры механической системы, обеспечивающие необхо-
димую точность измерения, износостойкость, прочность 
и т.д. (например, форму и размеры сечения трубопровода 
и его длину, механические и геометрические характери-
стики чувствительного элемента: плотность и модуль 
Юнга материала, толщину, форму). 
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