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 Многоуровневые модели неупругого деформирования, учитывающие эволюцию микроструктуры,
являются перспективными для разработки технологий создания функциональных материалов-кон-
струкций, имеющих оптимальные эксплуатационные характеристики. В работе обсуждается математи-
ческая формулировка прямой многоуровневой модели для описания неупругого деформирования
представительного объема поликристалла (аналога макрообразца) с учетом формирования и эволю-
ции мартенситной структуры в процессе превращения. В модель включено рассмотрение трех струк-
турно-масштабных уровней. На макроуровне решается краевая задача, определяются поля напряже-
ний, деформаций и других переменных модели. На мезоуровне-I рассматривается однородное зерно 
исходного аустенита, в котором за счет внешних воздействий происходит мартенситный переход. Для
детализированного описания отклика материала на уровне зерна в рассмотрение вводится вспомога-
тельный масштабный уровень – мезоуровень-II. На этом уровне явным образом исследуются геомет-
рические особенности формирования пакетного мартенсита. Разработан оригинальный способ для
описания полиэдрической структуры мартенсита, построение которой выполняется при достижении
объемной доли новой фазы в зерне аустенита критического значения. Описание пакета как объедине-
ние полиэдров, состоящего из тонких пластин, позволяет ввести в модель геометрические характери-
стики элементов структуры, в частности границы пластинок и пакета, линейные размеры, объемы и др.,
дополнить их кристаллографическими ориентациями. Полученные геометрические характеристики 
мартенситного пакета с последующей обработкой передаются на уровень отдельного зерна. Это поз-
воляет более детально учитывать реализующиеся в процессе взаимодействия фаз механизмы дефор-
мирования и упрочнения. Приводятся результаты формирования полиэдрической структуры пакета
мартенсита в стали 08Х18Н10 (AISI 304) в численных экспериментах по одноосному деформированию
при комнатной температуре и скорости деформирования 10–5c–1. 
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 Multilevel models of inelastic deformation that take into account microstructure evolution are
promising for technology development for creating functional material structures with optimal per-
formance characteristics. The paper discusses the mathematical formulation of a direct multilevel 
model to describe the inelastic deformation of a polycrystal representative volume (analogous to a
macrosample), taking into account the formation and the martensitic structure evolution during the
transformation process. The model considers three structural-scale levels. At the macro level, the
boundary value problem is solved, the fields of stresses, strains and other model variables are
determined. At mesolevel-I, a homogeneous original austenite grain is considered, in which a mar-
tensitic transition occurs due to external influences. For a detailed description of the material re-
sponse at the grain level, an auxiliary scale level is introduced into consideration, i.e. mesolevel-
II. At this level, the geometric features of the martensite packet formation are explicitly studied. An
original method has been developed to describe martensite polyhedral structure, the construction
of which is carried out when the new phase volume fraction in the austenite grain reaches a critical 
value. A packet description as union of polyhedra consisting of thin plates allows one to introduce
the geometric characteristics of the structural elements into the model, in particular, plates and
packet boundaries, linear dimensions, volumes etc., and supplement them with crystallographic
orientations. The resulting geometric characteristics of martensite package with subsequent pro-
cessing is transferred to an individual grain level. This makes it possible to take into account the
mechanisms of deformation and hardening that occur during the interaction of phases. The results
are presented of polyhedral martensite packet structure formations in AISI 304 steel in numerical
experiments on uniaxial deformation at room temperature and strain rate 10–5s–1. 
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Введение 

 
В современной промышленности широко использу-

ются методы термомеханической обработки (ТМО) 
большинства деталей и конструкций из поликристалли-
ческих металлов и сплавов [1–4]. Эффективное проведе-
ние ТМО сплавов требует совершенствования техноло-
гических режимов. В этом контексте актуальной задачей 
является разработка физически ориентированных мате-
матических моделей для корректного описания отклика 
материала с учетом физических механизмов и их носите-
лей. Эти модели позволят корректно описывать форми-
рование и изменения микроструктуры и свойств матери-
ала при различных термомеханических воздействиях, 
что, в свою очередь, позволит оптимизировать существу-
ющие и создавать новые методы ТМО для получения ко-
нечных изделий с требуемыми эксплуатационными ха-
рактеристиками. В ходе ТМО металлов и сплавов реали-
зуются различные физические механизмы и процессы, 
сопровождающие неупругую деформацию; к числу 
наиболее значимых относятся твердотельные фазовые 
превращения, рекристаллизация, возврат, двойникова-
ние и другие [5; 6]. В процессе ТМО заготовкам из спла-
вов, которым свойственен полиморфизм, физическими 
механизмами перестроения структуры и релаксации 
упругих напряжений являются фазовые переходы, в 
частности мартенситное превращение, которое приводит 
к существенным изменениям в фазовом составе и микро-
структуре материала [7; 8]. Мартенситное превращение 

наблюдается в титановых [9–12], медных [13; 14], нике-
левых [15; 16] и других сплавах [17–20]. Следует отме-
тить, что наиболее широко эта способность материалов 
распространена в сплавах на основе железа [21–23]. Об-
разование мартенсита представляет собой бездиффузи-
онную перестройку исходной кристаллической решетки 
метастабильного аустенита, например гранецентриро-
ванной кубической решетки (ГЦК) в низкоуглеродистых 
сплавах на основе железа, в объемно-центрированную 
кубическую (ОЦК) решетку мартенсита [24; 25]. Мар-
тенсит, в отличие от других фазовых компонентов, ха-
рактеризуется высокой твердостью, однако пластинки 
новой фазы обладают хрупкостью, по сравнению с дру-
гими фазами. Мартенсит имеет определенную ориента-
цию кристаллической решетки относительно родитель-
ской фазы согласно известным ориентационным соотно-
шениям [26; 27]. При этом мартенситная фаза в 
зависимости от химического состава материала и пара-
метров воздействия имеет различную геометрическую 
форму (пластинки, линзы и др.) [28]. Таким образом, 
структура поликристаллов, содержащих мартенсит, 
представляет собой уникальный «природный композит», 
обладающий потенциалом для создания изделий с повы-
шенными эксплуатационными характеристиками. Мак-
росвойства образца напрямую зависят от внутренней 
структуры, в том числе от композитной структуры мар-
тенсита. 

Мартенситное превращение реализуется во многих 
процессах ТМО, таких как закалка, ковка, прокатка, 
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волочение и другие [29–32]. Существующие методы 
ТМО металлов имеют значительный потенциал для со-
здания необходимой для эксплуатации структуры, сле-
довательно, свойств материала в процессе его обработки, 
изготовлении конечных изделий [33; 34]. Для решения 
этой проблемы необходимы математические модели, ос-
нованные на глубоком физическом описании поведения 
стали при реализации твердотельных фазовых превраще-
ний в целом и мартенситного перехода в частности. 

Мартенситные превращения изучаются достаточно 
долгое время, и для его моделирования применяются 
различные подходы и методы. Наиболее простыми явля-
ются модели макрофеноменологического типа [35–38]. 
В основе таких моделей лежит аппроксимация экспери-
ментальных данных, полученных при исследовании мар-
тенситных превращений, которая позволяет определить 
долю образовавшегося мартенсита в зависимости от 
внешних воздействий, при этом подобные модели при-
менимы в узких диапазонах температурных и механиче-
ских воздействий. Также подобный подход не позволяет 
описать формирование структуры мартенситной фазы, 
поскольку не учитывается гетерогенный характер зарож-
дения мартенсита и развитие отдельных элементов но-
вой фазы. Более эффективным способом исследования 
эволюционирующей структуры и отклика материала яв-
ляются многоуровневые модели неупругого деформиро-
вания с внутренними переменными. Модели этого 
класса, основанные на описании физических механизмов 
на различных масштабных уровнях, являются более уни-
версальными и точными [39–43].  

Для описания физических механизмов и их носите-
лей в многоуровневые модели вводятся внутренние пе-
ременные и эволюционные соотношения для них, кото-
рые описывают движущие силы фазового перехода, 
структуру материала, объемную долю различных вари-
антов мартенсита и др. Существует три основных класса 
этих моделей: статистические, прямые, самосогласован-
ные. В статистических моделях, как правило, рассматри-
вается макроточка – представительный объем макро-
уровня, состоящий из совокупности отдельных кристал-
литов (зерен, субзерен, фрагментов), не связанных 
пространственно, но объединенных гипотезой связи 
(Фойгта, Рейса, Крёнера и др.) [44–46]. Такие модели яв-
ляются вычислительно эффективными, процесс фазо-
вого превращения в них обычно описывается с исполь-
зованием «смесевой» модели, т.е. для учета новой фазы 
вводятся дополнительные параметры состояния или пе-
ременные модели, характеризующие особенности мно-
гофазного материала «в среднем» (например, объемная 
доля мартенсита). В самосогласованных моделях рас-
сматривается одиночное включение кристаллита (зерна, 
субзерна, фрагмента) в окружающую матрицу с осред-
ненными физико-механическими характеристиками  
материала [47–50]. В самосогласованных моделях основ-
ным недостатком в применении к проблеме мартенсит-
ного превращения является представление окружаю-
щего континуума матрицей с осредненными свойствами, 

которая не отражает реального взаимодействия микро-
структуры с окружением. Прямые модели являются 
наиболее точными, но и ресурсоемкими [51–53]. В пря-
мых моделях решаются краевые задачи для определения 
полевых величин [39; 54]. Применение прямых моделей 
к рассматриваемой проблеме неупругого деформирова-
ния многофазного материала позволяет явно учесть не-
однородность полей напряжений и температуры из ре-
шения краевой задачи и влияние анизотропии свойств на 
макроотклик материала. Однако существует проблема 
явного прямого моделирования структуры мартенсита, 
в связи с чем в большинстве моделей, применяемых для 
описания мартенситного превращения, также использу-
ется «смесевая» модель для описания влияния мартен-
ситной фазы на свойства материала [51–53].  

Таким образом, основным недостатком существую-
щих моделей является отсутствие возможности деталь-
ного учета влияния текущего состояния мартенситной 
структуры на отклик материала, которое наблюдается 
экспериментально [55–61]. Явное моделирование струк-
туры новой фазы позволит более корректно с физиче-
ской точки зрения описать мартенситное превращение. 
На основе данных о структуре мартенсита можно де-
тально учесть реализующиеся в процессе взаимодей-
ствия фаз механизмы деформирования и упрочнения. 

В рамках данного исследования рассматривается 
пластинчатый мартенсит, который имеет сложную 
иерархическую структуру. Он состоит из тонких сдвой-
никованных пластинок [62], которые, как правило, рас-
полагаются параллельно друг другу. Эту структуру 
можно наблюдать на различных масштабах мартенсита 
[63]. Между аустенитом и мартенситом образуется сов-
местная граница, называемая габитусной плоскостью, 
которая обладает минимальной поверхностной энергией 
[64; 65]. Набор пластинок с одинаковой ориентацией 
называют блоком [66]. В свою очередь блоки c парал-
лельными габитусными плоскостями, расположенные 
рядом, называют пакетами. Существуют модели, способ-
ные явно описать зарождение мартенсита и формирова-
ние мартенситной структуры, например с использова-
нием метода клеточных автоматов, в том числе на основе 
экспериментальных микрофотографий [53; 67–69], или 
метода фазового поля на нижних масштабах для описа-
ния зарождения мартенсита [70–72], и др. Однако приме-
няемые методы обладают рядом недостатков; в частно-
сти, объемная доля мартенсита и структура, получаемые 
в процессе моделирования с применением метода кле-
точных автоматов, напрямую зависят от правил перехода 
и размеров ячеек [53; 69], а метод фазового поля де-
тально и точно описывает зарождение мартенситной 
фазы, но является весьма ресурсоемким для описания 
всей совокупности пластин в зерне [71; 72]. Таким обра-
зом, актуальной задачей является моделирование мар-
тенситной структуры, под которым подразумевается раз-
работка концептуальной и математической постановки, 
в рамках моделей неупругого деформирования с учетом 
физических механизмов мартенситного превращения, 



Podsedertsev A.N., Kondratev N.S., Trusov P.V., Makarevich E.S. / PNRPU Mechanics Bulletin 2 (2024) 79-96 

82 

а также разработка эффективных алгоритмов для форми-
рования мартенситной структуры. 

Целью исследования является разработка прямой ма-
тематической многоуровневой модели неупругого де-
формирования с учетом мартенситного превращения и 
эволюции структуры новой фазы. 

 
1. Модель неупругого деформирования  
с учетом формирования мартенситной  
структуры 

 
В работе предлагается модель для описания мартен-

ситного превращения в стали 08Х18Н10 (AISI 304) с па-
кетной структурой мартенсита. Данный тип мартенсита 
наиболее часто встречается в сплавах на основе железа и 
играет важную роль в процессах ТМО высокопрочных 
материалов. Его образование характерно для сталей с 
низким содержанием углерода и повышенным содержа-
нием легирующих элементов, таких как Ni и Mn [73]. 
В рассматриваемой стали пакетный мартенсит образу-
ется под действием внешней нагрузки при температуре 
ниже мартенситной точки [73], что подтверждается экс-
периментальными данными исследования микрострук-
туры [73–75]. Экспериментально показано, что мартен-
сит образуется гетерогенно, т.е. образование новой фазы 
начинается со «стартовых» точек, называемых зароды-
шами [76–78]. Зародышами мартенсита обычно является 

совокупность дефектов упаковки относительно решетки 
родительской фазы аустенита. Такая совокупность де-
фектов упаковки представляет собой небольшую область 
(с характерным размером порядка 40 нм [79]), имеющую 
кристаллическую решетку с мартенсита. Область вокруг 
зародыша наиболее подготовлена для фазового превраще-
ния. Мартенсит прорастает в форме пластинок со скоро-
стями порядка скорости звука в таких направлениях, что 
наиболее плотноупакованные плоскости и направления в 
кристаллической решетке аустенита параллельны наибо-
лее плотноупакованным плоскостям и направлениям мар-
тенсита, согласно ориентационным соотношениям Кур-
дюмова – Закса, приведенным в табл. 1 [63]. 

Зародыши новой фазы обычно образуются на пере-
сечениях полос сдвига [78; 80]. Широко принятый мно-
гими исследователями механизм трансформации ре-
шетки аустенита в решетку мартенсита, основанный на 
двойном простом сдвиге и образовании дефекта упа-
ковки, описан в работах [81–83]. Образование зароды-
шей мартенсита обычно имеет случайный характер [84]. 
Оно происходит в результате локальной концентрации 
напряжений, которые играют ключевую роль в поддер-
жании и развитии зародышей мартенсита, автокаталити-
чески инициируя процесс образования новых областей 
трансформации аустенита [84; 85]. В результате возни-
кает рост и последующее слияние зародышей мартен-
сита [85].  

Таблица 1 

Ориентационные соотношения Курдюмова – Закса между аустенитом (γ) и мартенситом (α) 

Table 1 

Kurdyumov – Sachs orientation relationships  
between austenite (γ) and martensite (α) 

Вариант № Параллельные 
плоскости 

Параллельные направления  
[γ] || [α] Вариант № Параллельные 

плоскости 
Параллельные направления 

[γ] || [α] 

1 

( ) ( )111 011γ α  

101 1 11        13 

( ) ( )111 011γ α

011 111        

2 101 111        14 011 111        

3 011 111        15 101 111        

4 01 1 11 1        16 10 1 11 1        

5 1 10 1 11        17 [ ]110 111    

6 110 111        18 [ ]110 111    

7 

( ) ( )111 011γ α  

101 111        19 

( ) ( )111 011γ α

110 111        

8 101 111        20 110 111        

9 110 111        21 0 1 1 1 11        

10 110 111        22 01 1 111        

11 [ ]011 1 11    23 [ ]101 1 11    

12 [ ]011 111    24 [ ]101 111    
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Зародыши мартенсита вырастают в форме пластинок 
толщиной, как правило, порядка 0,2–1 % от среднего 
диаметра зерна [59; 66]. Предполагается, что пластинки 
мартенситной фазы прорастают неравномерно и могут 
иметь различную толщину, это утверждение подтвер-
ждено экспериментально [22; 73]. В данной работе пред-
полагается равномерное распределение толщин пласти-
нок. Для пакетного мартенсита характерно образование 
кластеров, называемых блоками, состоящих из парал-
лельных близко ориентированных тонких (по сравнению 
с толщиной пластин) двойниковых мартенситных пла-
стин [62]. Толщина блока составляет порядка 2–10 % от 
среднего диаметра зерна [59; 66]. В свою очередь, блоки, 
расположенные вблизи друг друга, которые содержат 
пластинки с параллельными габитусными плоскостями, 
называют пакетом. Размеры пакетов, как правило, со-
ставляют около 40 % от среднего диаметра зерна. Пла-
стинки новой фазы образуют пакеты 4 различных вари-
антов с различной ориентацией относительно родитель-
ского зерна. В каждом пакете может быть расположено 
до 6 различных вариантов пластинок мартенсита (см. 
табл. 1). Таким образом, двухфазное зерно после образо-
вания мартенсита представляет собой конгломерат из па-
кетов мартенсита. Пакеты и блоки разделены большеуг-
ловыми границами [58; 59; 86]. Каждый блок состоит из 
двойниковых пластинок мартенсита, которые могут на 
начальном этапе быть разделены тонким слоем роди-
тельской фазы (рис. 1). Экспериментальные данные сви-
детельствуют, что при деформации более 10 % остаточ-
ный аустенит между пластинками мартенсита может 
полностью трансформироваться в новую фазу. 

 
Рис. 1. Схематичное представление мартенситной  

структуры внутри родительского зерна 

Fig. 1. Schematic representation of the martensitic structure  
within the parent grain 

 
В рамках настоящего исследования для формирова-

ния представленной структуры мартенсита рассматрива-
ется физическая прямая модель для анализа неупругого 
поведения представительного объема поликристалла. 
Для решения поставленной проблемы в модели выделя-
ются три структурно-масштабных уровня – макроуро-
вень, ассоциированный с представительным макрообъе-
мом поликристалла, мезоуровень-I – отдельным зерном 
поликристаллического агрегата, и мезоуровень-II – паке-
том мартенсита. На макроуровне ставится и решается 

краевая задача неупругого деформирования и теплопро-
водности с определенными начальными и граничными 
условиями. Следует отметить, что прямое мартенситное 
превращение является экзотермическим процессом [87]. 
Как и при пластическом деформировании, в процессе 
мартенситного превращения часть свободной энергии 
переходит в тепло, однако вклад пластических деформа-
ций и мартенситного превращения в изменение темпера-
туры можно считать незначительным. При деформиро-
вании до 20 % и образовании мартенсита с объемной до-
лей около 6 %, по приблизительным оценкам, изменение 
температуры составляет менее 1 °С. Решение краевой за-
дачи на макроуровне позволяет определить поля напря-
жений, деформации и температуры, которые являются 
механическими (градиент скорости перемещений) и тер-
мическими (температура) воздействиями для каждого 
элемента мезоуровня-I в каждый момент времени. По-
дробно с математическими постановками многоуровне-
вых моделей можно ознакомиться в [42]. 

На мезоуровне-I рассматривается отдельное одно-
родное зерно поликристаллического агрегата, где реша-
ется задача определения напряженно-деформированного 
состояния. На этом уровне для учета новой фазы исполь-
зуется смесевая модель, в рамках которой введены до-
полнительные параметры состояния, такие как объемная 
доля мартенситной фазы для каждой трансформацион-
ной системы, ориентация мартенсита относительно ро-
дительской фазы. Элемент мезоуровня-I, в свою очередь, 
может включать в себя элементы мезоуровня-II. Элемент 
мезоуровня-II генерируется в процессе мартенситного 
превращения и ассоциируется с пакетом, для которого 
явным образом конструируется геометрия (форма и раз-
меры) мартенситной структуры на основе данных мо-
дели мезоуровня-I. Мезоуровень-II вводится для уточне-
ния отклика материала за счет явного описания механиз-
мов взаимодействия фаз. Для этого предполагается на 
мезоуровне-I ввести дополнительные переменные мо-
дели, определяемые с применением подмодели мезо-
уровня-II (геометрического представления пакета мар-
тенсита). Схема, иллюстрирующая взаимосвязь струк-
турно масштабных уровней, представлена на рис. 2. 

 

Рис. 2. Схема и связь структурно-масштабных уровней  
многоуровневой модели 

Fig. 2. Scheme and connection of multilevel model  
structural-scale levels 
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Из решения краевой задачи на макроуровне в каж-
дый момент времени t определяются механические и тер-
мические воздействия: градиент скорости перемещений 

( )ˆ t∇v  и температура ( )θ t  для каждого элемента мезо-
уровня-I. Температура, скорость изменения темпера-
туры, НДС в каждый момент процесса в каждом зерне 
принимаются однородными. Зерна в поликристалле от-
личаются ориентацией кристаллической решетки, фазо-
вым составом (в настоящей работе полагается, что в от-
счетной конфигурации весь представительный объем за-
нят аустенитом) и микроструктурой. 

На мезоуровне-I решается задача определения 
напряженно-деформированного состояния зерна и соот-
ветствующих внутренних переменных модели с приме-
нением расширенной статистической модели. Опреде-
ленные в ходе решения отклик зерна и эффективные ме-
ханические свойства возвращаются на макроуровень. 
Математическая формулировка модели мезоуровня-I со-
держит следующие соотношения: 

 ( )Tˆ:cr in= ∇ − −σ п v ω z , (1) 

 ( ) ( ) ( )
24

( ) ( ) ( )

1 1
γ ξ

sN
k k kin

M
k

β β β

= β=
= + + θ z b n s m α  , (2) 

 ( ) ( ) ( )τ :k k k=  b n σ , (3) 

 ( )
( )

( )
( ) ( )( )0

τ τ τ
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H
 

−  
 
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 ( ) ( )( )

1
τ γ

s
k

c

N
jkj

j
h

=
=  , (5) 

  ( )( ) ( ) ( ) ( )
0(1 )δ , 1 τ / τ ,l

c

akl kl l l
lat lat sath q q h h h = + −    =  −   (6) 

 T
3 1 2 2 1 3 1 2 3( ) : e= ⋅ = × − +ω o o I k k k k k k k k k l , (7) 

 e in= −z z z , (8) 

 

( ) ( )
( ) ( )

0( ) ( )tanh если
иначе

0

cr
cr

M cr

f f
f f

vf

β β
β β

β β

  −
ξ ≥  ξ =   




 . (9) 

Соответствующие начальные условия заданы следу-
ющим образом: 

  ( ) ( ) ( ) ( )
00 0 00 0 0 0

τ τ, , , γ γk k k
c c s

k
st t t t= = = =

=      =     =     =σ σ o o . (10) 

Здесь 0σ  – тензор напряжений Коши в начальный 
момент времени предполагается нулевыми, так как в 
естественной конфигурации отсутствует фаза мартен-
сита; 0o  – тензор ориентации элемента мезоуровня-I (на 
макроуровне предполагается равномерное распределе-
ние ориентаций зерен); ( )

0τ
k

c  – начальные критические 
напряжения сдвига по системам скольжения соответст-

вуют критическим напряжениям фазы аустенита; ( )
0γ
k

s  – 
начальные сдвиги по системам скольжения в естествен-
ной конфигурации отсутствуют. 

В математической постановке используются следу-
ющие обозначения: σ – тензор напряжений Коши мезо-
уровня; /cr d dt= + ⋅ − ⋅σ σ σ ω ω σ  – коротационная про-
изводная тензора напряжений; ez , inz  – упругая и не-
упругая составляющие меры скорости деформации 
мезоуровня; п  – тензор упругих свойств рассматривае-
мого зерна, компоненты которого пijmn  определены и по-
стоянны в актуальном базисе жесткой подвижной си-
стемы координат, вращающейся со спином ω  [88]; I  – 
единичный тензор; ik  – векторы базиса жесткой по-

движной системы координат [89]; el  – упругая составля-
ющая транспонированного градиента скорости переме-
щений; ( ) ( ),k k b n  – единичные векторы направления 
скольжения и нормали к плоскости k-й системы сколь-
жения; Ns – число систем скольжения; ( ) ( )τ , τk k

c  – сдвиго-
вые и критические напряжения k-й системы внутризе-
ренного скольжения; в законе упрочнения [90; 91] учи-
тываются взаимодействия подвижных дислокаций с 
дислокациями леса (5) (в (5) за счет дополнительных сла-
гаемых может быть учтено упрочение систем скольже-
ния в результате взаимодействия подвижных дислока-
ций аустенита с границами мартенситной фазы [92–94] и 
эффект Холла – Петча [66; 95]); ( )klh  – матрица, описы-
вающая упрочнение кристалла за счет взаимодействия 
дислокаций с дислокациями леса; qlat – параметр латент-
ного упрочнения; τsat  – напряжения насыщения; h0, a – 

параметры, описывающие упрочнение материала; ( )γ k  – 
скорость сдвига по k-й системе; 0γ  – скорость сдвига по 
системе скольжения при достижении касательным напря-
жением критического напряжения сдвига; m – показатель 
скоростной чувствительности материала; H – функция 
Хевисайда; ( )δ kl  – дельта Кронекера; векторы m(β) и s(β) за-
дают трансформационную систему: вектор нормали к ин-
вариантной плоскости и вектор сдвига (в отличие от кри-
сталлографических сдвигов, s не ортогонально m, компо-
ненты этих векторов в ОЦК кристалле аустенита образуют 
24 трансформационные системы) [96]; ( )ξM

β , ( )ξM
β  – объем-

ная доля мартенсита и ее скорость изменения; ( )
crf β  – кри-

тическое значение движущей силы на трансформацион-
ной системе; ν  – материальный параметр; 0ξ  – параметр 
материала, определяющий скорость изменения объемной 
доли мартенсита при достижении движущей силой крити-
ческого значения. Параметры закона упрочнения (qlat, τsat , 
h0, a), соотношения для скорости сдвигов по СС ( 0γ , m) 
и соотношения для скорости изменения объемной доли 
мартенсита ( ν , 0ξ ) в общем случае определяются в ходе 
идентификации модели. 
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Движущая сила, используемая для определения ско-
рости изменения объемной доли мартенситной фазы (9) 
на каждой трансформационной системе, представлена в 
виде двух слагаемых – термической ( )

thf β  и механической 
( )

mf
β  составляющих [44; 45]: 

 ( ) ( ) ( )
m thf f fβ β β= +  (11) 
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β β   θ= ρ − θ − θ − θ +   θ  

+ ρ θ − θ
θ

 (13) 

где Ah  – теплоемкость аустенита; ( )h β – теплоемкость 
мартенсита; Tθ  – температура мартенситного перехода 
при отсутствии упругих деформаций; θ  – температура; 

Mg  – скрытая теплота мартенситного перехода; ef , pf  
– упругая и пластическая составляющая градиента места 
соответственно; 0ρ  – плотность аустенита; J  – измене-
ние объема за счет образования новой фазы; I  – единич-
ный тензор. Представление движущей силы (11) введено 
согласно разложению свободной энергии Гельмгольца 
на сумму механической, которая включает в себя энер-
гию упругих и трансформационных деформаций, терми-
ческой энергии, энергии межфазной поверхности и энер-
гии дефектов [97]. Последние два слагаемых для пакет-
ного мартенсита полагаются малыми [44; 45]. 

В предложенной модели структура мартенсита опре-
деляется внутренними переменными: объемы пластинок, 
геометрические характеристики плоских участков гра-
ниц (нормали, координаты центров и площади фасеток), 
указатели на соседние пластинки к рассматриваемой 
пластинке. Далее описан способ формирования геомет-
рической структуры мартенсита. После достижения кри-
тического значения объемной доли мартенсита на транс-
формационных системах, которые соответствуют опре-
деленному варианту пакета, проводится геометрическое 
описание мартенситной структуры – генерируется эле-
мент мезоуровня-II (пакет). Критическое значение объ-
емной доли новой фазы на трансформационных систе-
мах, которые имеют параллельные габитусные плоско-
сти, устанавливается в вычислительных экспериментах и 
равно 6 % от объема зерна. В связи с тем, что установ-
лена зависимость между размером зерна и пакета мар-
тенсита [98], можно определить, что на одно зерно при-
ходится около 15 пакетов, следовательно, критическое 
значение объемной доли соответствует необходимому 
количеству мартенсита для формирования структуры од-
ного пакета. Генерация полиэдрической структуры па-
кета мартенсита на этом уровне происходит с исполь-

зованием программного обеспечения (ПО) Neper [99; 
100]. Входными данными для Neper являются количе-
ство и относительные толщины пластинок в пакете. 

В настоящей работе предполагается, что пакет имеет 
форму куба. В процессе генерации структуры пакет «раз-
резается» на пластинки заданной толщины. Средняя тол-
щина пластинок мартенсита не зависит от условий 
нагружения и размера зерна родительской фазы, но зави-
сит от содержания углерода в родительской фазе, что 
подтверждается экспериментальными данными [59; 66; 
98]. Полагая углерод распределенным внутри родитель-
ского зерна равномерно, считается, что пластинки про-
растают вдоль всего пакета, а их средняя толщина оди-
накова и фиксирована, вне зависимости от варианта мар-
тенсита. Относительная средняя толщина пластинки 'ld  
определяется отношением физической средней толщины 
пластинки ld  к физическому размеру пакета мартен-
сита pd :  

 ' l
l

p

d
d

d
= . (14) 

Размер пакета мартенсита, согласно эксперимен-
тальным данным [98], имеет линейную зависимость от 
размера зерна gd , для учета этого вводится феноменоло-
гическое соотношение, описывающее зависимость сред-
него размера пакета от размера зерна [98]:  

 p gd d= μ , (15) 

где μ  – параметр модели.  
С целью определения количества пластинок в пакете 

необходимо вычислить среднюю объемную долю пла-
стинки, относительно объема зерна. Предполагается, что 
пластинку можно считать параллелепипедом с длинами 
сторон l p pd d d× × . Предполагая, что зерно имеет форму 
куба, можно представить соотношения для средней объ-
емной доли пластинки 'Mξ мартенсита в следующем 
виде: 

 3' l p p
M

g

d d d
d

ξ = . (16) 

Количество пластинок ( )
lN β  на трансформационной 

системе β вычисляется как отношение объемной доли 
мартенсита системы β к относительному объему пла-
стинки мартенсита: 

 ( )
( )

'
M

M
lN

β

β =
ξ
ξ

. (17) 

Для получения целого количества пластинок прово-
дится округление ( )

lN β , считая остаток объемной доли 
мартенсита малой величиной. 

По найденным значениям внутренних переменных 
мартенситной структуры пакет генерируется в ПО Neper. 
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Выходными данными генерации структуры является по-
лиэдрическая структура и геометрические характери-
стики полиэдров, которые ассоциируются с пластинками 
мартенситной фазы: объемы пластинок, плоские участки 
границ (нормали, координаты центров и площади фасе-
ток), указатели на соседние пластинки к рассматривае-
мой пластинке и др.  

Пластинки, образующиеся на различных трансфор-
мационных системах, имеют различную ориентацию от-
носительно родительской фазы [63]. Каждой пластинке 
мартенсита, сформированной в рамках элемента мезо-
уровня-II, приписывается собственная ориентация кри-
сталлической решетки. Ориентация пластинки относи-
тельно родительского зерна выбирается согласно транс-
формационной системе так, чтобы наиболее 
плотноупакованные плоскости и направления кристал-
лической решетки родительской фазы и пластинки мар-
тенсита были параллельны [27]. Ориентационные тен-
зоры для всех 24 трансформационных систем являются 
известными [63]. Малые отклонения ориентации от со-
отношений Курдюмова – Закса не учитываются. После 
того как полиэдрическая мартенситная структура сфор-
мирована, полученные геометрические характеристики 
структуры передаются обратно в расширенную стати-
стическую модель мезоуровня-I для уточнения отклика 
материала. В дальнейшем предполагается на основе по-
лученных геометрических характеристик учесть меха-
низмы деформирования и упрочнения за счет межфаз-
ного взаимодействия.  

 
2. Результаты моделирования и их анализ 

 
В работе исследуется неупругое деформирование 

монокристалла нержавеющей стали 08Х18Н10 (AISI 
304). Химический состав стали представлен в табл. 2. 

Таблица 2 

Химический состав стали марки 08Х18Н10(%) 

Table 2 

Chemical composition of steel grade AISI 304 (%) 
Стандарт C Si Mn P S Cr Ni 

ASTM 
A240 

<0,080 <0,75 <2,0 <0,045 <0,030 18,0–
20,0 

8,0–
10,50 

 
Рассмотрим результаты, полученные в рамках под-

модели мезоуровня-I, краевая задача на макроуровне при 
этом не решается. Принимается следующая гипотеза о 
воздействиях: с макроуровня полагаются известными 
кинематические воздействия, согласно гипотезе Фойгта. 
Считается предписанным градиент скорости перемеще-
ний ∇̂V , который соответствует квазиодноосному де-
формированию: 

 01 01 02 02 03 03
ˆ ,

2 2
= ε∇ − − εεV k k k k k k

   (18) 

где 0 0
i

i =k k  – ортонормированный базис лабораторной 
системы координат, ε  – скорость предписанной дефор-
мации. 

Далее приведены результаты вычислительных экс-
периментов при скорости деформирования 5 1=10 с− − ε  и 
температуре θ = 773 К. Разрабатываемая модель апроби-
рована для квазистатического нагружения. Известно, что 
в исследуемом диапазоне скоростей деформирования 
наблюдается слабая зависимость отклика материала от 
скорости нагружения. Использовались параметры, при-
веденные в работах других исследователей: компоненты 
тензора упругих свойств 1111п , 1122п , 1313п , начальный 
предел текучести 0τс  и параметр скоростной чувстви-
тельности m представлены в [103]. Материальные пара-
метры для критерия фазового превращения ( )

crf β , 0ξ , v  
были определены на основе анализа литературных дан-
ных [44; 45]. Для формирования мартенситной струк-
туры необходимы значения среднего размера зерна gd  и 

средней толщины пластины ld , которые приведены в 
статьях [104; 105]. Используемые параметры математи-
ческой модели представлены в табл. 3. Идентификация 
параметров для закона упрочнения аустенита проведена 
с использованием экспериментальных данных, приве-
денных в статье [106]. 

Таблица 3 

Параметры материала математической  
модели мезоуровня-I 

Table 3 

Material parameters of the mesolevel  
mathematical model-I 

Параметр Значение Источник 

1111п  204,6 ГПа [103] 

1122п 137,7 ГПа [103] 

1313п 126,2 ГПа [103] 

0τс  159 МПа Процедура идентификации 
τsat  800 МПа Процедура идентификации 
h0 135 МПа Процедура идентификации 
a 1,4 Процедура идентификации 

qlat 1,4 Процедура идентификации 

0γ 10–5 c–1 [103] 
m 50 [103] 

0ξ  3 · 10–3 c–1 [45] 
( )

crf β  336 МПа Процедура идентификации 
v  0,17 [45] 

ld  0,3 мкм [104] 

gd  50 мкм [105] 
μ  0,4 [98] 

 
На рис. 3 представлена зависимость интенсивности 

напряжений от интенсивности деформаций, полученная 
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в вычислительном эксперименте. Наблюдается приемле-
мое соответствие расчетной кривой и эксперименталь-
ных данных [106]. При заданных условиях нагружения 
образуется не более 8 % мартенсита, поэтому в матема-
тической постановке для зерна не учитывается влияние 
мартенсита. Отклонение результатов численного экспе-
римента по отношению к данным натурного количе-
ственно не превышает 3 % (максимальное значение в 
точке). 

 

Рис. 3. Зависимость интенсивности напряжений от интенсивности 
накопленных деформаций для образца из поликристаллической  
    стали 08Х18Н10, точки соответствуют эксперименту [106] 

Fig. 3. Dependence of stress intensity on the intensity of 
accumulated strains for a sample made of polycrystalline steel grade  
            08Х18Н10, points corresponds to experiment [106] 

 
На рис. 4 представлена зависимость объемной доли 

мартенсита от интенсивности деформаций, полученная в 
вычислительном эксперименте [107]. Наблюдаемое от-
клонение от экспериментальных данных [107] состав-
ляет не более 10% (максимальное значение в точке). 

 

Рис. 4. Зависимость объемной доли мартенсита от 
интенсивности накопленных деформаций в фазе аустенита,  
           синий график соответствует эксперименту [107] 

Fig. 4. Dependence of the volume fraction of martensite on the 
intensity of accumulated strains in the austenite phase, blue graph  
                            corresponds to experiment [107] 

 

Проведены вычислительные эксперименты с различ-
ными направлениями оси деформирования относительно 
кристаллографических осей монокристалла. В табл. 4 от-
ражено распределение мартенсита по различным транс-
формационным системам в различных численных экспе-
риментах. Важно отметить, что в процессе деформации 
на начальной стадии образуется новая фаза на трансфор-
мационных системах с одинаково ориентированной га-
битусной плоскостью, а при дальнейшем деформирова-
нии активируются другие трансформационные системы. 
Количество активируемых трансформационных систем 
определяется механической движущей силой. Собран-
ный набор пластинок мартенсита позволяет создать па-
кет новой фазы. 

В процессе растяжения в направлениях [ ]123  (рис. 5, а), 

[ ]111  (рис. 5, b), 123   (рис. 5, c) при достижении 6 % 

объемной доли вычислялось количество пластинок но-
вой фазы с одинаковой габитусной плоскостью. Распре-
деление толщин пластинок предполагается равномер-
ным в диапазоне от 0,2 мкм до 0,4 мкм (отклонение от 
средней толщины пластинки ld = 0,3 мкм не более 33 %). 
Оси пакета (куба) направлены вдоль осей КСК. По полу-
ченным данным сформирована геометрическая струк-
тура пакета мартенсита с использованием ПО Neper, ко-
торая представлена на рис. 5. В данном исследовании 
было проведено формирование одного пакета мартен-
сита на начальной стадии, но при дальнейшем деформи-
ровании не составит труда проводить процедуру генера-
ции пакетов в произвольный фиксированный момент 
времени. Получено приемлемое качественное соответ-
ствие экспериментальным данным. 

 
Заключение 

 
В настоящей статье описывается концепция прямой 

математической модели неупругого деформирования 
поликристалла с учетом формирования и эволюции 
структуры новой фазы в процессе мартенситного пре-
вращения. Подробно изложен разработанный ориги-
нальный способ геометрического описания структуры 
новой фазы. В работе приведена формулировка прямой 
математической модели неупругого деформирования с 
учетом мартенситного превращения. Предложена и ре-
ализована подмодель мезоуровня-I. Изложен способ 
описания формирования мартенситной структуры на 
мезоуровне-II с применением геометрического подхода 
для последующей передачи полученных характеристик 
пластинок новой фазы в статистическую модель мезо-
уровня-I с целью уточнения его отклика. Основным 
преимуществом предложенной модели, по сравнению с 
существующими, является явное введение в рассмотре-
ние мартенситных пластин, что позволяет учитывать их 
взаимодействие с окружением, соседними пластинами 
и родительской фазой. 
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Таблица 4 

Преимущественные системы трансформации мартенсита в зависимости от направления деформирования 

Table 4 

Predominant transformation systems for martensite growth depending on deformation direction 

Направление деформирования Активные трансформационные системы Доля мартенсита, % Вектор нормали габитусной плоскости (m) Вектор сдвига (s) 

[100] 

-0,837 -0,533 0,122 -0,286 0,426 0,112 0,75 
-0,837 0,533 0,122 -0,286 -0,426 0,112 0,75 
-0,837 0,122 -0,533 -0,286 0,112 0,426 0,75 
-0,837 0,122 0,533 -0,286 0,112 -0,426 0,75 
-0,837 -0,122 0,533 -0,286 -0,112 -0,426 0,75 
-0,837 -0,122 -0,533 -0,286 -0,112 0,426 0,75 
-0,837 0,533 -0,122 -0,286 -0,426 -0,112 0,75 
-0,837 -0,533 -0,122 -0,286 0,426 -0,112 0,75 

[110] -0,533 0,122 -0,837 -0,426 0,112 -0,286 30,3 

[111] 0,533 0,122 -0,837 0,426 0,112 -0,286 44,2 
-0,533 0,122 -0,837 -0,426 0,112 -0,286 37,1 

[123] 0,122 -0,837 0,533 0,112 -0,286 -0,426 5,98 
-0,533 -0,837 -0,122 0,426 -0,286 -0,112 6,33 

 
 
 

   
m=[0,122, -0,837, 0,533] m=[0,533, 0,122, -0,837] m=[-0,837, 0,533, -0,122] 

a b c 

  
d e 

Рис. 5. Полиэдрическая структура пакета мартенсита (a, b, c), микрофотография пакета [22] (d) и микрофотография зерна [108] (e) 

Fig. 5. Polyhedral structure of a martensite package (a, b, c), package microphotograph [22] (d) and grain microphotograph [108] (e) 
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В разработанной модели существует возможность 
учитывать ориентации пластин мартенсита относи-
тельно аустенита и их отклонения от ориентационных 
соотношений Курдюмова – Закса. Учет взаимодействия 
пластин с окружением через плоские участки границ по-
тенциально позволяет ввести в модель механизм дефор-
мации, реализующейся за счет смещения пластинок от-
носительно друг друга, и механизм межфазной деформа-
ции между мартенситом и остаточным аустенитом. 
Введение таких геометрических характеристик, как 
объем и линейные размеры пластинок мартенсита, поз-
волит учесть различную длину пробега дислокаций. В 
дальнейшем с использованием геометрического 

представления мартенситной структуры предполагается 
учесть вклад в упрочнение материала за счет влияния но-
вой фазы, в том числе взаимные разориентации кристал-
лических решеток пластинок мартенсита и родительской 
фазы, а также взаимодействие фаз через границы. При 
этом существует возможность постановки и решения 
краевой задачи на уровне пакета для прямого моделиро-
вания взаимодействия фаз с целью уточнения отклика 
двухфазного материала, содержащего мартенситную 
структуру. Результаты проведенных с использованием 
предложенной модели вычислительных экспериментов 
показывают удовлетворительное соответствие экспери-
ментальным данным. 
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