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 В настоящее время теоретической основой для моделирования распространения зву-
ка в морских волноводах является анализ краевых задач для уравнения Гельмгольца, при 
этом дно океана представляет собой неровную границу раздела различных сред и рас-
сматривается как совокупность геологических объектов с различной формой и структурой. 
В работе представлено аналитическое решение задачи о распространении звука точеч-
ным источником в волноводе, имеющем резкое изменение сечения, которое моделируется
как цилиндрический выступ или впадина. Потенциал скоростей строится в каждой из ча-
стей декомпозиции волновода в виде ряда по нормальным модам, с последующей сшив-
кой решения на границе. Для определения коэффициентов при нормальных модах ис-
пользуется аппарат бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. Представ-
ленное решение позволяет значительно упростить исследование важнейшей
характеристики звукового поля – поток энергии через сечение. В работе исследуются 
энергетические характеристики звуковой волны в волноводе, имеющем выступ (впадину).
Приводятся примеры численной реализации с параметрами, характерными для геофизи-
ческих волноводов. 
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 At present time, the theoretical basis for modeling sound propagation in marine waveguides
is the analysis of boundary value problems for the Helmholtz equation, while the ocean bottom is
an uneven interface between different media and is considered as a set of geological objects
with different shapes and structures. The paper presents an analytical solution to the problem of 
sound propagation by a point source in a waveguide with a stepwise change in the cross section,
which is modeled as a cylindrical protrusion or cavity. The velocity potential is constructed in 
each part of the waveguide decomposition as a series in normal modes, followed by matching 
the solution at the boundary. To calculate the unknown coefficients of normal modes, the theory 
of infinite systems of linear algebraic equations is used. The presented solution makes it possible
to significantly simplify the study of the most important characteristic of the sound field is the
energy flux through the cross section. The paper investigates the energy characteristics of a
sound wave in a waveguide having a cylindrical protrusion (or cavity). Examples of numerical 
implementation are given for problem parameters, which are typical for geophysical waveguides. 

Keywords: 

acoustic waveguide, normal modes, 
infinite systems of equations,  
average wave power flux. 

 

 
 

Введение 
 
Многие задачи теории упругости, электродинамики 

и акустики в волноводах имеют между собой общность, 
благодаря которой методы построения аналитических 
решений данных задач во многом схожи [1]. Например 
[2], впервые решенное двумерное интегральное уравне-
ния Винера – Хопфа может быть использовано в зада-
чах распространения радиоволн, при конструировании 
элементной базы радиоэлектроники, в проблеме проч-
ности в механике, в многочисленных других важных 
областях. Однако при детализации модели волновода, 
в частности при попытке учесть неоднородность по го-
ризонтальной и вертикальной составляющей поля, зада-
ча уже не имеет аналитического решения даже в про-
стейшем приближении, в этом случае используются 
численные методы для компьютерного моделирования 
акустических полей в волноводах. Численные методы, 
такие как метод конечных элементов, например [3], ме-
тод конечных разностей [4; 5] и др., и их разнообразные 
модификации [6–12], позволяют решать волновые зада-
чи акустики для областей с геометрией любого уровня 
сложности. Несмотря на универсальность вышепере-
численных методов, принципиальным моментом чис-
ленного моделирования волноводных процессов явля-
ется вопрос корректности их приложения в каждом 
конкретном случае. В связи с этим, наряду с построени-
ем численных решений, в настоящее время активно раз-
виваются численно-аналитические методы расчета по-
лей, например [13–16], параболические приближения 
для плавно меняющегося рельефа дна [17–20]. 

Задача о распространении сигнала в волноводе яв-
ляется классической задачей теории нерегулярных вол-
новодов. Для исследования данных волноводов исполь-

зуется большое количество как специфических методов 
акустики, так и модификации хорошо известных подхо-
дов механики и математической физики. В простейших 
задачах рассматривается волновод с плоскопараллель-
ными границами, для которого обычно можно найти 
строгое замкнутое решение [21–23]. В более сложных 
моделях широкое применение получил метод декомпо-
зиции волновода на элементарные области [1; 24], где 
аналитические и численно-аналитические решения по-
лучаются из условий сопряжения решений в некоторых 
элементарных областях. При этом в задачах электроди-
намики оказывается возможным провести сшивку ре-
шений на основе метода факторизации [1], в то время 
как в задачах теории упругости и акустики [25] условия 
сопряжения приводят к бесконечным системам линей-
ных уравнений.  

Численно-аналитическая форма решения, обеспе-
ченная использованием метода декомпозиции, позво-
ляет значительно упростить исследование важнейшей 
характеристики звукового поля – потока энергии через 
сечение [25], так как в этом случае упрощаются опера-
ции, связанные с интегрированием функций по сече-
нию волновода. Действительно, аналитическая форма 
полученного решения, дающая явные выражения для 
звукового поля на границе, позволяет найти энергети-
ческие характеристики прохождения звуковой волны 
через области скачкообразного изменения сечения 
волновода. 

В работе проведены исследования энергетических 
характеристик акустического поля для типичного мор-
ского геофизического волновода с подводным высту-
пом (впадиной). Подобный подход позволяет упростить 
численное моделирование и стать основой для даль-
нейшего исследования более сложной структуры дна. 



Папкова Ю.И. / Вестник ПНИПУ. Механика 3 (2024) 65–74 

 67 

Основные уравнения и структура  
общего решения задачи 

 
Начало цилиндрической системы координат распо-

ложим на поверхности волновода над точечным источ-
ником звука с координатами (0, z0), ось Oz направлена 
ко дну. Разобьем волновод на две области цилиндриче-
ской формы, каждая из которых характеризуется скоро-
стью звука cj(z) и постоянной глубиной hj (j = 0, 1). Вы-
ступ моделируется, если выполняется условие h0 < h1, 
радиус основания цилиндрического выступа при этом 
r0, а высота (h1 – h0) (рис. 1). Звуковое поле в волноводе 
определяют [1; 21] амплитуды потенциалов скоро-
стей Φj в каждой из частичных областей, которые удо-
влетворяют уравнению Гельмгольца (1) 
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функция Дирака,  – круговая частота источника звука. 
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Рис. 1 Волновод с выступом 

Fig. 1. Waveguide with protrusion 

В качестве граничных условий используем условия 
того, что поверхность волновода является абсолютно 
мягкой, а дно и выступ являются абсолютно жесткими: 
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В первом приближении эти условия соответствуют 
условиям на поверхности и на дне для природных аку-
стических морских волноводов. При этом в неограни-
ченной области при r   для потенциала скоростей 
должно выполняться [1] условие излучения (условие 
Зоммерфильда)  

Ф Ф
lim 0
r

i
r

r c

      
, 

т.е. поле любого излучателя в этом случае может быть 
записано в виде расходящейся волны с амплитудой, 

меняющей по закону 1 / r . 

Рассмотрим решение краевой задачи для уравне-
ний (1) в виде суммы нормальных мод. Каждая нор-
мальная мода представляет собой решение вида 

( ; ) ( )z r    , где ξ – константа разделения, которую 

принято называть «горизонтальным волновым числом». 
Подставляя это выражение в однородное уравнение 
Гельмгольца, и, разделяя переменные, получим для ψ 
следующее дифференциальное уравнение 

2
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. 

Как известно, решение данного уравнения имеет 
вид  

 (1)
1 0 2 0ψ (ξ ) (ξ )С H r С J r  , (2) 

где (1)
0 (ξ )H r , 0 (ξ )J r  – функции Ханкеля и Бесселя ну-

левого порядка. При этом в неограниченной области 
волновода решение, описывающее уходящую от излу-

чателя волну, можно записать как (1)
0ψ (ξ ).H r  

Для функции φ(z; ξ) с учетом условий на горизон-
тальных стенках волновода получаем в ограниченной 
области (0) и неограниченной области (1) (рис. 1) сле-
дующие краевые задачи соответственно 
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Данные краевые задачи являются задачами Штур-
ма – Лиувиля и, как следствие, имеют дискретный 
спектр. Обозначим собственные функции задач (3) и (4) 

как 0φ ( )n z  и 1φ ( )n z  соответственно. Заметим, что дан-

ные функции принято называть [1] вертикальными соб-
ственными функциями волновода. Данные системы 
функций являются полными и ортогональными в функ-
циональных пространствах L2[0; hj] (j =0, 1).  

Тогда, пользуясь полнотой системы функций 

 0 0 0
φ ( ;ξ )n n n

z



, можно представить потенциал скорости 

Ф( , )r z  во внутренней области (0) в виде суммы нор-

мальных мод: 
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  , (5) 

где ,n nA B   произвольные постоянные. 

После подстановки выражения (5) в неоднородное 
уравнение Гельмгольца (1) с учетом соотношения  
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получим функциональное равенство: 
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Таким образом, условие в источнике звука выпол-
нено, и потенциалы скорости звука можно записать 
следующим образом  
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n n s ds   , 0 1ξ , ξn n  – горизонтальные соб-

ственные числа, которые находятся из краевых за-
дач (3) и (4).  

Подставляя выражения звуковых потенциалов в 
граничные условия и условия непрерывности 
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в силу ортогональности собственных функций φj,n(z) 
соответствующих краевых задач в L2[0; hj], строим бес-
конечную систему линейных алгебраических уравнений 
относительно неопределенных коэффициентов An, Cn: 
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Заметим, что для неоднородного профиля скорости 
звука cj(z) представленные выше формулы будут давать 
приближенные значения коэффициентов и свободных 
членов бесконечной системы при больших значениях 
индексов m, n в силу того, что вертикальные собствен-
ные функции асимптотически приближаются с ростом 
номера к соответствующим вертикальным собственным 

функциям  sin πz 1/ 2 / jn h  для постоянного профиля 

скорости звука. Можно показать, что представленная 
выше бесконечная система удовлетворяет условиям 
квазирегулярности для постоянного профиля скорости 
звука, данные оценки с точностью до бесконечно малых 
будут соответствовать и неоднородному случаю. 

Рассмотрим волновод с впадиной, данный рельеф 
дна можно встретить в любом районе Мирового океана. 
На рис. 2 изображен гидроакустический волновод, 
имеющий впадину с радиальной симметрией, внутри 
которого расположен точечный гармонический источ-
ник звука. Разобьем волновод на три области, определя-
емые скоростью звука cj(z) и постоянной глубиной hj 
(j = 0, 1, 2), плотность жидкости  полагаем постоянной 
во всех областях. Распространение звуковых волн опи-
сывается неоднородным уравнением Гельмгольца (1). 
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Рис. 2. Волновод с впадиной 

Fig.2. Waveguide with cavity 

Полагаем, что поверхность волновода является аку-
стически мягкой, а дно – акустически жестким: 

Ф
Ф( ,0) 0; 0,

L

r
n


 


 

где L – кривая, определяющая форму дна. 
Решение для волновода с впадиной, удовлетворяю-

щее как граничным условиям на горизонтальных стен-
ках волновода, так и условию излучения, снова строит-
ся в виде суммы нормальных мод. 

Общее решение для данной краевой задачи имеет 
следующий вид: 
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и собственные функции соответствующих краевых задач.  
Из условий непрерывности звукового поля на гра-
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получаем бесконечную систему линейных алгебраиче-
ских уравнений относительно неопределенных коэффи-

циентов  jnA  и  jnB в представлении амплитуды по-

тенциала скоростей: 
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m = 0,1, 2… 
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Энергетические характеристики волновода  
 
Согласно [26; 27] средней поток мощности волны в 

областях декомпозиции волновода вычисляется следу-
ющим образом: 

 * *
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где ωρp i    – звуковое давление, v – колебательная 

скорость r rv   , z zv   * – знак комплексного сопря-

жения. 
Подставляя выражения (2) и проводя соответству-

ющие преобразования, получим формулы для среднего 
потока мощности сквозь зону стыка областей (0) и (1) 
волновода. Тогда средний поток мощности от источни-
ка в области над выступом (0) через сечение r = r0 вы-
ражается как сумма средних потоков мощности каждой 
из нормальных мод 
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где N0 + 1 – число распространяющихся нормальных 

волн области над выступом,  νI z ,  νK z  – модифици-

рованные функции Бесселя первого и второго рода [28]. 
Средний поток мощности области без выступа (1), 

подводимый через сечение r = r0, представляет собой 
сумму средних потоков мощности распространяющихся 
нормальных волн: 
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где N1 + 1 – число распространяющихся нормальных 
волн области без выступа.  

Согласно закону сохранения энергии следует равен-
ство: 

(1)

(0)

1,
W

W
  

которое может служить критерием точности решения 
бесконечной системы линейных алгебраических урав-
нений. 

Также можно вычислить [29] еще одну важную ха-
рактеристику – среднюю «перекрестную» энергию, 
приходящуюся на единицу длины волновода нормаль-
ной волны и ее сопряженной  
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используя аналитическую форму представленного ре-
шения, получаем 
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Далее, зная средние «перекрестные» энергии, мож-
но, согласно [30], вычислить энергетический уровень  
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Полученное аналитическое решение позволяет так-
же исследовать энергетические характеристики распро-
странения звука проникновения звуковой волны сквозь 
области скачкообразного изменения сечения волновода 
с впадиной. Средний поток мощности от источника 
в области через сечение r = r0 есть сумма средних пото-
ков мощности каждой из нормальных мод 
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где N0 + 1 – число распространяющихся нормальных 
волн области над впадиной. 

Средний поток мощности области с впадиной, под-
водимый через сечения r = ri, (i = 0,1) есть сумма сред-
них потоков мощности распространяющихся нормаль-
ных волн: 
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где N1 + 1 – число распространяющихся нормальных 
волн области с впадиной. 

Аналогично находится средний поток мощности 
области, подводимый через сечение r = r1: 
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где N2 + 1 – число распространяющихся нормальных 
волн данной области. 

Зная средние потоки мощности в различных обла-
стях волновода, можно найти энергетические уровни 
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Согласно закону сохранения энергии на стыке обла-
стей декомпозиции следует равенство: 

1 2 .L L  

 
Численные результаты 

 
Представленная выше теория позволяет найти ре-

шение для ступенчатого морского акустического волно-
вода в виде суммы нормальных мод. При этом коэффи-
циенты при модах определяются из решения бесконеч-
ных систем (10) и (11). Для численного решения 
бесконечных систем использовался метод простой ре-
дукции, когда неизвестные и уравнения с номерами, 
большими некоторого N, отбрасывались. Численный 
анализ показывает, что неизвестные с номерами, мень-
шими [N/2], сходятся к искомому решению бесконечной 
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системы с ростом N. Неизвестные с номерами, заклю-
ченными на интервале [N/2; N], несут в себе погреш-
ность, связанную с методом простой редукции. Подоб-
ное явление наблюдается и при использовании метода 
редукции для регулярных бесконечных систем линей-
ных алгебраических уравнений, а именно значения пер-
вых неизвестных из редуцированной системы всегда 
дают более точное приближение к искомому решению 
бесконечной системы, чем последние [24]. 

Полученные формулы позволяют провести расчеты 
потоков энергии в сечении волновода r = r0 для каждой 
из областей декомпозиции волновода, что дает возмож-
ность исследовать трансформацию звуковой волны 
сквозь неоднородность волновода. В табл. 1 приведены 
значения среднего потока мощности W(0) через зону 
стыка областей (0) и (1) при разных значениях отноше-
ния характерных размеров в областях декомпозиции 
волновода h0/h1 (скачкообразное расширение волново-
да) и положения источника z0. 

Из данных табл. 1 видно, что значения среднего по-
тока мощности W(0) существенно зависят от относи-
тельной высоты подводного выступа h0/h1 и положения 
источника z0. Можно увидеть, что с погружением источ-
ника в целом возрастает средний поток мощности через 
скачок сечения волновода, при этом погружение источни-
ка звука с z0 = 0,1h1 до z0 = 0,2h1 приводит к увеличению 
среднего потока мощности W(0) в среднем в 3,5 раза для 
выступа любой высоты. Интересен также тот факт, что 
резкий спад W(0) наблюдается, когда h0 = 0,7h1 для всех 
значений z0, в то же время при h0 = 0,8h1 и h0 = 0,9h1 имеет-
ся возрастание величины W(0). При высоте выступа h0 =  
= 0,4h1, наоборот, имеется ярко выраженный максимум 
для любого представленного расположения источника. 

В табл. 2 приведены значения энергетического 
уровня L через зону стыка областей (0) и (1) при разных 
значениях отношения характерных размеров в областях 
декомпозиции волновода h0/h1 (скачкообразное расши-
рение волновода) и частоты . 

 

Таблица 1 

Зависимость среднего потока мощности W(0) через сечение r = r0 от высоты выступа h0/h1 и положения источника z0 
для следующих параметров волновода h1 = 100 м, r0 = 2h1, c = 1460 м/с,  = 100 рад/с 

Table 1 

Dependence of the average power flux W(0) through the section r = r0 on the protrusion height h0/h1 and the source position z0 
for the following waveguide parameters h1 = 100 m, r0 = 2h1, c = 1460 m/s,  = 100 rad/s 

z0 = 0.1h1 
h0/h1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
W(0) 0,000466 0,000063 0,000138 0,000033 0,000020 0,000008 0,000057 0,000061 
z0 = 0.2h1 
h0/h1 - 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
W(0) - 0,000191 0,000473 0,000121 0,000074 0,000024 0,000174 0,000184 
z0 = 0.3h1 
h0/h1 - - 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
W(0) - - 0,000813 0,000230 0,000149 0,000044 0,000248 0,000254 

 

Таблица 2 

Зависимость энергетического уровня L в сечении r = r0 от высоты выступа h0/h1 и частоты   
для следующих параметров волновода h1 = 100 м, r0 = 2h1, c = 1460 м/с, z0 = 0,1h1 

Table 2 

Dependence of the energy level L for the section r = r0 on the protrusion height h0/h1 and frequency   
for the following waveguide parameters h1 = 100 m, r0 = 2h1, c = 1460 m/s, z0 = 0.1h1 

 = 50 рад/с 
h0/h1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
L 0,667954 1,015026 1,351402 1,556649 1,544030 1,304603 0,899177 0,377024 

 = 100 рад/с 
h0/h1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
L 1,522634 2,093684 1,983074 1,569850 1,127358 1,488416 0,594496 0,514390 

 =200 рад/с 
h0/h1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
L 3,175774 1,518363 2,598074 1,030743 1,746812 1,847459 0,742270 1,547922 
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Данные табл. 2 показывают, что зависимость энер-
гетического уровня L от относительной высоты выступа 
имеет сложный характер, существенно зависящий от ча-
стоты. Очевидно, что с ростом частоты в целом растут 
значения и энергетического уровня, тем не менее эта зави-
симость представляет собой осциллирующую функцию, 
которая имеет один максимум для  = 50 рад/с, два для 
 = 100 рад/с и три максимума для  = 200 рад/с. Из 
данных табл. 2 можно заметить резкий спад энергетиче-
ского уровня L в сечении r = r0 при h0 =80 м для всех 
приведенных частот  и при h0 = 90 м для  = 50 рад/с 
и  = 200 рад/с, что связано с относительно небольшим 
размером выступа по высоте. 

Как известно [8; 24; 30], изменение амплитуды поля 
в волноводе характеризуется величиной потерь при 
распространении (интенсивность): 

20 lg ,TL


 


 

где 
4

ikrQe

r
 


  – амплитуда потенциала скоростей, созда-

ваемая точечным источником звука на расстоянии r = 1 м 
в безграничной среде; Q – объемная колебательная ско-
рость. В табл. 3 приведены значения энергетического 
уровня L и величины потерь TL(z0) через зону стыка обла-
стей (0) и (1) при разных значениях отношения h0/h1. 

Таблица 3 

Сравнение энергетического уровня L и величины потерь TL(z0) для r = r0 в зависимости от высоты выступа h0/h1  
при h1 = 100 м, r0 = 2h1, c = 1460 м/с, z0 = 0,1h1,  = 100 рад/с 

Table 3 

Comparison of energy level L and loss value TL(z0) for the section r = r0 on the protrusion height h0/h1  
for the following waveguide parameters h1 = 100 m, r0 = 2h1, c = 1460 m/s, z0 = 0,1h1,  = 100 rad/s 

h0/h1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 
L 1,522634 2,093684 1,983074 1,569850 1,127358 1,488416 0,594496 0,514390 
TL –91,5919 –39,9224 –41,7737 –50,9208 –53,8741 –44,9289 –45,3429 –46,9909 

 

  

a     b 

  

с     d 

Рис. 3. Величина потерь в зависимости от высоты выступа (а–d) – h0 = 0,25h1, h0 = 0,5h1,  
h0 = 0,75h1, h0 = 0,95h1 при h1 = 100 м, r0 = 2h1, c = 1460 м/с, z0 = 0,1h1,  = 100 рад/с 

Fig. 3. Loss value on the protrusion height for the following waveguide parameters (а–d) – h0 = 0.25h1,  
h0 = 0.5h1, h0 = 0.75h1, h0 = 0.95h1 when h1 = 100 m, r0 = 2h1, c = 1460 m/s, z0 = 0.1h1,  =100 rad/s 
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Из данных табл. 3 видно, при возрастании энерге-
тического уровня L наблюдается уменьшение величи-
ны TL(z0) до тех пор, пока величина выступа не оказы-
вается малой в сравнении с глубиной волновода  
(h0 < 0,7h1), где величина потерь оказывается практи-
чески неизменной. 

Для наглядной оценки влияния выступа на величи-
ну потерь TL(z0) представлен рис. 3.  

На рис. 3 заметны качественные изменения величи-
ны потерь TL(z0) в зависимости от высоты выступа 
в областях (0) и (1).  

Заметим, что на всех рисунках имеется область по-
вышенных потерь TL при 0 12 , 0,6 .r r z h    

 
 

Заключение 
 
Таким образом, в статье получено численно-аналити-

ческое решение задачи о звуковом поле в волноводе с 
подводным выступом и впадиной цилиндрической формы, 
которое позволяет исследовать различные эффекты, свя-
занные с формой дна, в частности, энергетические харак-
теристики. Приведенные результаты представляют сведе-
ния о влиянии неровностей дна с радиальной симметрией 
на процесс распространения волн в волноводе. Они позво-
ляют для каждого конкретного случая рассчитать, являет-
ся ли влияние формы неровностей дна существенным или 
в какой мере этим влиянием можно пренебречь. 
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