
Конечно-разностный анализ плоскопараллельного и плоскорадиального потоков при упругом режиме фильтрации жидкости  
и газа / М.О. Еремин, Р.А. Бакеев, Ю.П. Стефанов, А.О. Чирков, А. Пажин. – DOI: 10.15593/perm.mech/2024.3.08 // Вестник Пермского  
национального исследовательского политехнического университета. Механика. – 2024. – № 3. – С. 97–107.  

 
Perm Polytech Style: Eremin M.O., Bakeev R.A., Stefanov Yu.P., Chirkov A.O., Pazhin A. Finite-difference analysis of plane-parallel 

and plane-radial flows in the elastic mode of liquid and gas filtration. PNRPU Mechanics Bulletin, 2024, no. 3, pp. 97-107. DOI:  
10.15593/perm.mech/2024.3.08 

 
 

ВЕСТНИК ПНИПУ. МЕХАНИКА 

№ 3, 2024 

PNRPU MECHANICS BULLETIN 
https://ered.pstu.ru/index.php/mechanics/index 

 

 

Эта статья доступна в соответствии с условиями лицензии Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International  
License (CC BY-NC 4.0) 
This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial 4.0 International License (CC BY-NC 4.0) 

Научная статья 
 

DOI: 10.15593/perm.mech/2024.3.08 
УДК 532.546 

КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫЙ АНАЛИЗ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО  

И ПЛОСКОРАДИАЛЬНОГО ПОТОКОВ ПРИ УПРУГОМ РЕЖИМЕ  
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 Теория фильтрации жидкостей и газов через пористые среды исторически применялась для 
решения большого количества прикладных проблем – от движения подземных вод до законо-
мерностей консолидации биологических тканей. В работе рассмотрены две базовые задачи
физики нефтяного и газового плаcтов – плоскопараллельный и плоскорадиальный потоки жидко-
сти и идеального газа через пористый деформируемый скелет. В качестве уравнения фильтра-
ции флюидов применяется линейный закон Дарси́. Определяющие соотношения для скелета
включают в себя член, учитывающий влияние флюидного давления на его деформацию. В свою 
очередь определяющие соотношения для флюида учитывают влияние скелета на сжимаемость 
флюида. Таким образом, сформулирована связанная задача при упругом режиме фильтрации
флюида. В работе выполнена верификация модели на основе аналитических решений, а также 
численных решений, полученных другими авторами. Показано, что полученные численные ре-
шения, а именно распределения порового давления, скоростей фильтрации и массовых расхо-
дов с высокой точностью совпадают с аналитическими решениями. Дополнительно рассмотрена
фильтрация флюида через квазиизотропную среду. Показано, что наличие слоя с пониженной
проницаемостью не приводит к нелинейности в распределении скорости для жидкости и в про-
изведении плотности на скорость для газа, однако их значение при этом снижается. Профиль 
распределения давления, напротив, скачкообразно меняется при переходе от слоя к слою.
Предложены новые формулы для определения эффективной проницаемости квазиизотропной 
среды на основе данных численного моделирования плоскопараллельного потока. Полученные 
результаты могут найти применение при расчете параметров эксплуатации нефтяных и газовых
месторождений. 
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 The theory of filtration of liquids and gases through porous media has historically been used 
to solve a large number of applied problems – from the movement of groundwater to the regulari-
ties of consolidation of biological tissues. This work examines two basic problems of the physics
of oil and gas reservoirs – plane-parallel and plane-radial flows of liquid and ideal gas. Darcy's 
linear law is used as the equation of fluid motion. The constitutive equations for the skeleton
include a term that takes account of the effect of fluid pressure on its deformation. In turn, the
constitutive equations for the fluid take account of the influence of the skeleton on the compress-
ibility of the fluid. In this way, a coupled problem is formulated for the elastic regime of fluid filtra-
tion. The model is verified based on analytical solutions, as well as numerical solutions obtained 
by other authors. It is shown that the obtained numerical solutions, namely the distributions of
pore pressure, filtration rates and mass flow rates, coincide with high accuracy with analytical
solutions. Additionally, fluid filtration through a quasi-isotropic medium is considered. It is shown
that the presence of a layer with reduced permeability does not lead to nonlinearity in the velocity
distribution for liquids and in the product of density and velocity for gas, but their values de-
crease. The pressure distribution profile, on the contrary, changes abruptly when moving from
layer to layer. Formulas are proposed for determining the effective permeability of a medium
based on numerical simulation data of a plane-parallel flow. The results obtained can be used in 
calculating the operating parameters of oil and gas fields. 
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Введение 

 
В 1856 г. А. Дарси́ публикует работу [1], посвящен-

ную исследованию фильтрации воды через песчаный 
слой. Исследование показало, что скорость фильтрации 
прямо пропорциональна разности напоров на входе и 
выходе в слой и обратно пропорциональна толщине 
слоя. Коэффициентом пропорциональности является 
проницаемость слоя, зависящая от его внутренних 
свойств. Данный закон был впоследствии назван в честь 
его открывателя – закон Дарси́ – и применяется для 
описания фильтрации жидкостей и газов через различ-
ные пористые среды в настоящее время, например в [2].  

Безусловно, за примерно 170 лет закон претерпел 
ряд изменений. Например, была сформулирована диф-
ференциальная форма закона, а также подробно иссле-
дованы границы применимости линейного приближе-
ния и случаев, когда фильтруется не вода, а неньюто-
новские жидкости, например, нефть. Оказалось, что при 
очень малых скоростях фильтрации силы межмолеку-
лярного взаимодействия оказывают значительное влия-
ние, что приводит к нелинейности в зависимости скоро-
сти фильтрации от градиента давления. Например, 
в работе [3] отмечается, что для нивелирования ошибок 
в определении проницаемости плотных горных пород 
при режимах фильтрации вблизи нижней границы при-
менимости закона Дарси́ необходимы измерения крайне 
низких расходов жидкости, что требует развития новых 
экспериментальных методик. В результате в работе был 
предложен новый метод регуляризации эксперимен-
тальных данных по фильтрации с низкими скоростями 

для оценки эффективной проницаемости плотных гор-
ных пород от градиента флюидного давления, который 
оказался более эффективным, по сравнению с другими 
методами. При больших скоростях, напротив, нелиней-
ность обусловлена сравнительно высокой инерционно-
стью потока. Вязкость флюида также оказывает влия-
ние на скорость фильтрации, которая в итоге оказалась 
в знаменателе уравнения фильтрации [4; 5].  

Краткие исторические экскурсы по развитию тео-
рии фильтрации применительно к исследованию тече-
ния грунтовых вод можно найти в работе [6], примени-
тельно к проблемам добычи жидких углеводородов – 
в работе [5]. Теория фильтрации находит свое примене-
ние и при рассмотрении закономерностей деформации 
(консолидации) различных материалов, например, губ-
чатых резин и биологических тканей [7; 8], а также пес-
чаных грунтов [9]. Представленный ниже литературный 
обзор, охватывает некоторые работы, посвященные 
упругому режиму фильтрации в коллекторе. 

Фильтрация флюида в упругом режиме предполага-
ется за счет упругих свойств самого флюида и среды. 
Флюид при этом может представлять собой смесь 
нефти и газа. В этом случае растворенный газ также 
играет роль в формировании притока всей смеси к 
скважинам. Первые работы по фильтрации газирован-
ной жидкости были выполнены в 30–40-е гг. ХХ столе-
тия как за рубежом [10], так и в бывшем СССР [11; 12]. 

Работы [7–9] рассматривали движущиеся флюиды 
как несжимаемые, но не рассматривали полученные 
уравнения как описывающие упругий режим фильтра-
ции. Как отмечается в работе В.Н. Николаевского [13], 
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теория течения упругой жидкости в деформируемой 
упругой пористой среде, по-видимому, впервые была 
сформулирована в работе В.Н. Щелкачева [14], где бы-
ло показано, что при определенных преобразованиях 
основное дифференциальное уравнения фильтрации 
жидкости сводится к уравнению пьезопроводности, 
аналогу уравнения теплопроводности [14; 15]. Очевид-
но, что попытка рассмотрения течения сжимаемой жид-
кости в сжимаемом каркасе привела к необходимости 
разработки соответствующих определяющих соотно-
шений, в первую очередь, зависимости плотности жид-
кости от порового давления, а также пористости и про-
ницаемости среды от эффективных напряжений в ске-
лете [13]. Исследования показали, что в упругом 
режиме при понижении пластового давления степень 
извлечения нефти может существенно увеличиться за 
счет снижения упругой энергии как самой нефти, так и 
скелета. Данный эффект связан с изменениями, проис-
ходящими в поровом пространстве и в совокупности с 
нагнетательными скважинами на контуре обводнения 
позволяет существенно повысить нефтеотдачу [16]. По-
добный подход является дополнением к классическому 
методу вытеснения нефти при закачке рабочих жидко-
стей в нагнетательные скважины. При математическом 
решении задач вытеснения нефти традиционно приме-
няются модели фильтрации многофазных жидкостей, 
как, например, в работе [17].  

Как отмечалось выше, при добыче нефти или газа в 
окрестностях пласта происходят изменения в поровом 
пространстве за счет изменения напряженно-
деформированного состояния (далее НДС). Очевидно, 
что изменение НДС сказывается на фильтрационно-
емкостных свойствах среды, прежде всего на пористо-
сти и проницаемости скелета. Так, во многих работах 
предполагается степенной закон зависимости проница-

емости от пористости вида: 0
0

φ

φ

N

PK K
 

  
 

 [18; 19], 

где 0K  – исходная проницаемость, φ , 0φ  – текущее и 

начальное значение пористости соответственно, N – 
показатель степени. Как показывают эксперименты 
[20], породы проявляют нелинейный характер измене-
ния проницаемости только в первом цикле нагружения, 
когда происходят необратимые деформации. Дальней-
шее циклирование нагрузки происходит в упругом ре-
жиме даже при сравнительно высоких значениях эф-
фективного давления. Однако подобное поведение ве-
роятно только при сохранении начальной ориентации 
эллипсоида напряжений при повторных циклах нагру-
жения (эффект Кайзера) [21]. Изменение проницаемо-
сти также часто описывают функциями пластового или 
эффективного давления, см., например, обзор [22]. Дру-
гие исследования убедительно свидетельствуют, что 
наличие флюида в поровом пространстве оказывает 
влияние и на другие физико-механические характери-
стики вмещающей среды, например [23–29]. 

Для удобства описания движения флюидов в пред-
положении постоянства проницаемости и вязкости в 
среде Л.С. Лейбензоном была предложена функция сле-
дующего вида [11]: 

  ρ ,fl flP dp C    (1) 

где ρ fl  – плотность флюида, flP  – флюидное давление. 

Рассмотрение полного дифференциала от функции 
  позволяет показать, что она удовлетворяет уравне-
нию Лапласа, и в случае установившегося движения 

0  . Для простейших флюидов – упругой жидкости 
и идеального газа – функция Лейбензона представлена 
уравнениями (2а) и (2б) соответственно [4]: 

 
ρ

,
β fl

C   (2a) 

 
2ρ

,
2
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AT

P
C

P
   (2б) 

где β f  – сжимаемость жидкости, ρАТ  – плотность газа 

при атмосферном давлении, ATP  – атмосферное давле-

ние. Запись уравнения Дарси́ через функцию Лейбензо-
на позволяет определить распределения функции вдоль 
трубки тока при удовлетворении граничным и началь-
ным условиям для различных одномерных потоков и 
уже через нее определить распределения флюидного 
давления, массового и объемного расходов. Распреде-
ления функции   для плоскопараллельного и плоско-
радиального потоков даны уравнениями (3а) и (3б) со-
ответственно. Получаемые аналитические распределе-
ния флюидного давления приведены ниже при 
обсуждении результатов моделирования. 

   ,с g
сx x

L


 

 
   (3а) 

    
 

ln /
( ) ,

ln /
c

с с g
c c

R r
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R r
       (3б) 

где с , g  – значение функции Лейбензона на контуре 

питания и на галерее соответственно, L  – расстояние 
между контуром питания и скважиной, cr , cR  – радиус 

скважины и контура питания соответственно. 
Отметим, что при рассмотрении наиболее полной 

постановки задачи, т.е. движения сжимаемого флюида 
в деформируемой пористой среде, требуется определить 
8 функций координат и времени – давления, трех ком-
понент вектора скорости, плотности, вязкости, прони-
цаемости и пористости. Последнее приводит к неголо-
номности системы уравнений и возможности получить 
аналитические решения лишь в ограниченном числе 
случаев при значительной идеализации. Однако рас-
смотрение идеализированных случаев позволяет вери-
фицировать разрабатываемые численные подходы 
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к интегрированию неголономных систем уравнений, 
чему и посвящена настоящая работа. В следующем раз-
деле представлена постановка задачи движения упруго-
го флюида в деформируемой пористой среде. Рассмат-
ривается два идеализированных потока флюида – пло-
скопараллельный и плоскорадиальный, и два вида 
флюидов – идеальная жидкость и идеальный газ. Со-
гласно проведенному литературному обзору, вопрос 
оценки эффективной проницаемости среды при ее не-
однородном строении является актуальным. По этой 
причине в последнем разделе статьи предложен новый 
подход к определению эффективной проницаемости 
неоднородной среды. 

 
1. Математическая постановка задачи 

 
Основой математической модели является полная 

система уравнений механики деформируемого твердого 
тела, представленная ниже уравнениями (4)–(15). В си-
стему входят закон сохранения массы (4), необходимый 
для вычисления относительного изменения объема рас-
четной ячейки в процессе деформирования в рамках 
метода Уилкинса, закон сохранения количества движе-
ния (5), применяемый для вычисления скоростей узлов 
разностной сетки на каждом шаге интегрирования по 
времени, и геометрические соотношения (6), (7) [30; 31] 
для расчета приращений деформаций и поворота рас-
четных ячеек в скелете.  

 0 0V V   , (4) 
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ρ ij
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x





 , (5) 

 2ε ji
ij

j i

vv

x x
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j i
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x x


 
 

 , (7) 

где ρ , V  – текущие значения плотности и объема ске-

лета, индекс «0» относится к начальным значениям со-
ответственно, iv  – компоненты вектора скорости частиц 

скелета; ix  – декартовы координаты, εij  – компоненты 

тензора деформаций Коши, ωij  – компоненты тензора 

поворота. При учете наличия флюида (жидкости или 
газа) предполагается, что он сплошным образом зани-
мает весь объем связанной пористости в скелете. В этом 

случае плотность  ρ 1 φ ρs  , где ρs  – плотность 

твердой фазы, φ  – пористость скелета. В уравнении 

движения (3) σij  является напряжениями в скелете, 

учитывающими также влияние флюидного давления, 
в соответствии с формулами, представленными ниже. 

 

Приращение полных деформаций εT
ijd  полагается 

чисто упругим в (8), далее индексы E и T опущены. Со-
отношения гипоупругой изотропной среды, насыщен-
ной флюидом, используются в качестве определяющих 
соотношений, связывающих приращения компонент 
тензора напряжений и компонент тензора деформаций 
(9), (10). Приращения компонент тензора напряжений 
представляются в виде суммы шаровой P и девиаторной 
Sij частей. В силу того, что тензор напряжений для 
флюида имеет только шаровую часть, то в соотношение 
(9), по сравнению с классическим случаем, добавляется 

дополнительный член βs flP , где βs  – сжимаемость 

твердой фазы. 

 ε εT E
ij ijd d , (8) 

 βs fl

V
P K P

V

 
   

 

  , (9) 
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    , (10) 

где V  – относительный объем ячейки. Для корректного 
определения приращений девиаторных напряжений 
применяется коротационная производная Яуманна, что-
бы вычесть поворот элемента среды как целого, не вли-
яющего на их величину. Для рассмотренных ниже задач 
поворот элементов среды является незначительным, 
однако производная Яуманна не исключена из рассмот-
рения, поскольку применяется по умолчанию в методе 
Уилкинса [32], который использовался для решения 
задач в работе. Недостатки производной Яуманна, а 
также возможность и условия использования других 
коротационных производных (Олдройда, Коттера – 
Ривлина и т.д.) подробно обсуждено в работе [33]. 

Рассмотрим уравнения, описывающие движение 
флюида (фильтрацию). В модели для этого применяется 
линейный закон Дарси́ (11). 

 flφρ φi
fl i

j

w P
R

t x
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 2ηφ i i
i

p

w v
R

K


 , (11) 

где ρ fl  – плотность флюида, iw  – компоненты вектора 

скорости флюида, η  – динамическая вязкость. 

При течении флюида в пористой среде в уравне-
ние (11) вводится массовая сила iR , связанная с взаимо-

действием (трением) системы «скелет – жидкость», в со-
ответствии с гипотезой Н.Е. Жуковского [34]. Отметим, 
что в случае предположения об установившемся характере 
движения флюида левая часть в уравнении (11) обращает-
ся в ноль, что приводит к выражению следующего вида:  

 
'

χ
η

fl flP
i i

i i

P PK
w v

x x
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Другими словами, при моделировании скорость 
флюида iw  рассчитывается относительно скелета, в 

уравнении (12) ' / φP PK K  – проницаемость скелета с 

учетом пористости. Для расчета объемной деформации 
флюида применяется формула (13), аналогичная расче-
ту объемной деформации скелета: 

 ς divw . (13) 

Для расчета флюидного давления применяются сле-
дующие определяющие соотношения для жидкости 
(14а) и газа (14б) соответственно: 

  0 0β φ β φ ς θfl s flB P B      , (14а) 

 
0

ρ
ς θ

ρ β φ βfl АТ
АТ fl s

B
P P

B
  


  , (14б) 

где β fl  – сжимаемость флюида, 0φ  – начальная пори-

стость скелета, φ β 1sB K   , АТP , ρАТ  – атмосферное 

давление и плотность при атмосферном давлении соот-
ветственно. 

В процессе деформирования пористость в скеле-
те меняется по следующему закону: 

    0 0β φ β φ φ β ς β θfl s s flB B     . (15) 

Уравнение (15) является эмпирическим уравнением, 
полученным в результате обобщения значительного 
объема экспериментальных данных [13]. По сути урав-
нение описывает изменение пористости в результате 

объемных изменений, происходящих как в скелете θ , 
так и во флюиде ς . В уравнение эти вклады входят 

с разными знаками ввиду разнонаправленности движе-
ний в скелете и во флюиде. Сжимаемости твердой фазы 
и флюида выступают в качестве коэффициентов про-
порциональности. При малых деформациях пористость 
меняется по линейному закону. 

В модели проницаемость скелета считалась посто-
янной в процессе деформирования 0pK K . Представ-

ленная выше модель модифицирована из работы [18].  

Начальные и граничные условия 

В табл. 1 и 2 представлены параметры связанной 
модели для жидкости и газа, соответственно. 

Таблица 1 

Физико-механические параметры связанной  
модели для жидкости 

Table 1 

Physical and mechanical parameters of the coupled  
model for liquid 

ρ, 
г/см3 

K, 
ГПа 

μ, 
ГПа 

φ 
'
PK , 

Д 

 , 

Па∙с 

ρfl, 
г/см3 

βs 10-11, 
Па-1 

βfl 10-11, 
Па-1 

2,2 8 6 0,19 19 10-3 1,04 2,8 30 

Таблица 2 

Физико-механические параметры связанной  
модели для идеального газа 

Table 2 

Physical and mechanical parameters of the coupled  
model for ideal gas 

ρ, 
г/см3 

K, 
ГПа 

μ, ГПа φ0 
'
PK , 

Д 
 , Па∙с ρАТ, г/см3 

βs 10-11, 
Па-1 

АТP , 

Па 

2,2 8 6 0,19 1 1,039 10-5 7,168 10-3 2,8 105 

 
Схемы движения флюида при плоскопараллельном и 

плоскорадиальном потоках представлены на рис. 1 (a, b 
соответственно). В качестве граничных условий задава-
лось давление на контуре питания кP  и давление 

в скважине сP . В случае плоскопараллельного потока 

численное решение фактически проводилось в одно-
мерной постановке. Длина области составляла: а) 250 м 
для жидкости, кP = 20 МПа, сP = 0 МПа, таким образом, 

депрессия составляет 20 МПа; б) 1 м для газа, кP = 5 МПа, 

сP = 0,1 МПа, таким образом, депрессия составляет 

4,9 МПа. Количество расчетных ячеек равно 196. В слу-
чае плоскорадиального потока численное решение про-
водилось в двумерной постановке. Радиус контура пи-
тания составлял: а) 125 м для жидкости, депрессия со-
ставляет 20 МПа; б) 1 м для газа, депрессия составляет 
4,9 МПа (аналогично одномерному случаю). Количе-
ство расчетных ячеек вдоль диаметра равно 256. Радиус 
скважины равен трем размерам одной ячейки. Началь-
ные условия соответствуют нулевым значениям всех 
параметров в скелете и во флюиде для жидкости, и 
начальное флюидное давление равно 0,1 МПа для газа. 

 

a 

 

b 

Рис. 1. Схемы одномерных потоков флюида:  
a – плоскопараллельный, b – плоскорадиальный 

Fig. 1. Schemes of one-dimensional fluid flows:  
a – plane-parallel, b – plane-radial 
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Порядок решения системы уравнений 

Сравнивая представленную систему с классической 
системой уравнения механики деформируемого твердо-
го тела, содержащей в самом простом случае 15 уравне-
ний и 15 неизвестных функций, отметим, что, кроме 
отыскания 3 компонент вектора скорости скелета (урав-
нение (5)), 6 компонент тензора напряжений (соотно-
шения (9)–(10)) и 6 компонент тензора скоростей де-
формаций в скелете (соотношение (6)), необходимо 
также определить 3 компоненты вектора скорости флю-
ида (уравнение (12)), флюидное давление (уравнение 
(14)), объемную деформацию флюида (уравнение (13)), 
дополнительно в систему введено кинетическое урав-
нение (15), описывающее изменение пористости в про-
цессе деформации. Таким образом, в самом общем слу-
чае система уравнений представлена 21 уравнением  
с 21 неизвестной функцией координат и времени. Отме-
тим, что количество параметров в модели значительно 
возросло, по сравнению с классическим случаем неуче-
та влияния флюида, однако это совершенно необходимо 
при решении связанной задачи. Константами при реше-
нии задач являются упругие модули скелета, динамиче-
ская вязкость, сжимаемости твердой фазы и флюида.  

При численном решении задач на каждом шаге ите-
раций по времени, ограниченных условием устойчиво-
сти Куранта, изначально определяется поле скоростей 
в скелете и во флюиде с учетом граничных условий, 
далее во всей вычислительной области рассчитываются 
все параметры НДС: приращения деформаций, из них 
с использованием уравнений состояния рассчитываются 
приращения напряжений в скелете и порового давле-
ния. Поскольку для решения задачи применяется явная 
конечно-разностная схема для решения динамических 
уравнений [32], то критерием выхода из итерационного 
процесса является достижение квазистационарного со-
стояния в распределении параметров НДС. 

 
2. Результаты моделирования и обсуждение 

 
Плоскопараллельный поток в однородной среде 

Рассмотрим результаты моделирования фильтрации 
при плоскопараллельном потоке. Подставив значения 
функции Лейбензона на контуре питания и на галерее, 
получим следующие выражения для распределения 
флюидного давления для жидкости (16а) и идеального 
газа (16б) соответственно [4]: 

   к с
fl к

P P
P x P x

L


  , (16а) 

  
2 2

2 к с
fl к

P P
P x P x

L


  . (16б) 

На рис. 2 (a, b) представлено сравнение распределе-
ний давления флюида, полученного при моделировании 
плоскопараллельного потока с аналитическим решением 
для жидкости и идеального газа соответственно. Очевид-
но, решения хорошо совпадают как количественно, так 
и качественно. Незначительное различие (ошибка по 
всей длине профилей не превышает 1 %) обусловлено 
учетом влияния сжимаемости скелета, изменением пори-
стости, что не учитывается при выводе аналитических 
выражений для распределения флюидного давления. 
Аналогичные результаты для плоскопараллельного пото-
ка были ранее получены моделированием с использова-
нием метода дискретных элементов в работе [35]. До-
полнительно проведено сравнение скорости фильтрации, 
полученной в рамках численного моделирования и ана-
литического решения для жидкости и идеального газа 
соответственно. Расчеты показали, что скорости филь-
трации составляют ≈1,52 мм/с и ≈1,51 мм/с для числен-
ного и аналитического расчетов соответственно. 

 

 
a 

 
b 

Рис. 2. Распределение давления флюида, полученного при моделировании плоскопараллельного потока в сравнении  
с аналитическим решением: для жидкости (a), для идеального газа (b) 

Fig. 2. Distribution of fluid pressure obtained by modeling a plane-parallel flow in comparison with the analytical solution:  
for a liquid (a), for an ideal gas (b) 

 
 

х, м х, м 
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Отметим, что в случае с идеальным газом сравнива-
ется фактически массовый расход, или произведение 
плотности на скорость фильтрации. Объясняется это 
нелинейностью профиля флюидного давления и, соот-
ветственно, возрастающей скоростью фильтрации по 
мере приближения к галерее за счет расширения газа. 
Расчеты показали, что массовый расход составляют 
≈85,8 кг/(м2∙с) и ≈86,2 кг/(м2∙с) для численного и анали-
тического расчетов соответственно. 

Плоскорадиальный поток в однородной среде 

Аналогично рассмотрим результаты моделирования 
фильтрации при плоскорадиальном потоке. Подставив 
значения функции Лейбензона на контуре питания и на 
галерее, получим следующие выражения для распреде-
ления флюидного давления для жидкости (17а) и иде-
ального газа (17б) соответственно [4]: 

      ln /
ln /

к с
fl к к

к c

P P
P x P R r w

R r


  , (17а) 

 

      
2 2

2 ln /
ln /

к с
fl к к

к c

P P
P x P R r

R r


  . (17б) 

На рис. 3 (a, b) представлено сравнение распределе-
ний давления флюида, полученных при моделировании 
плоскорадиального потока с аналитическим решением 
для жидкости и идеального газа соответственно. Видно, 
что в случае плоскорадиального потока профили давле-
ния, полученные численным моделированием, также 
хорошо согласуются количественно и качественно с ана-
литическими решениями как для жидкости, так и для 
газа. Максимальная ошибка в определении давления не 
превышает 1 %. На рис. 4 (a, b) дополнительно проведено 
сравнение скорости фильтрации, полученной в рамках 
численного моделирования и аналитического решения 
для жидкости и идеального газа соответственно. 

Выполненная серия тестовых расчетов показала, что 
численные решения хорошо согласуются с аналитическими, 
что свидетельствует об адекватности модели и возможности 
ее применения для моделирования течения флюида в более 
сложных по строению средах, чем изотропные. 

 

 
a 

 
b 

Рис. 3. Распределение давления флюида, полученного при моделировании плоскорадиального потока в сравнении  
с аналитическим решением: для жидкости (a), для идеального газа (b) 

Fig. 3. Distribution of fluid pressure obtained by modeling a plane-radial flow in comparison with the analytical solution:  
for a liquid (a), for an ideal gas (b) 

 
a 

 
b 

Рис. 4. Распределение скорости фильтрации флюида, полученного при моделировании плоскорадиального потока  
в сравнении с аналитическим решением: для идеальной жидкости (a), для идеального газа (b) 

Fig. 4. Distribution of fluid filtration rate obtained by modeling a plane-parallel flow in comparison with the analytical  
solution: for a liquid (a), for an ideal gas (b) 

х, м х, м 

х, м х, м 
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a 
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Рис. 5. Распределения давления и скорости флюида, полученного при моделировании плоскопараллельного  
потока в неоднородной среде для жидкости (a), газа (b) 

Fig. 5. Distribution of fluid pressure and fluid speed obtained by modeling a plane-parallel flow in a non-uniform  
medium for liquid (a), gas (b) 

В следующем подразделе представлены результаты 
моделирования плоскопараллельного потока в неодно-
родной среде. В качестве структурной неоднородности 
выступает слой, занимающий в центре треть расчетной 
области между контуром питания и галереей, и облада-
ющий в 10 раз меньшей проницаемостью, чем осталь-
ная область. Внутри отдельного участка среда также 
предполагается изотропной, таким образом, вся расчет-
ная область является квазиизотропной. 

Плоскопараллельный поток в неоднородной среде 

Сравним результаты моделирования фильтрации 
при плоскопараллельном потоке в однородной и неод-
нородной средах. На рис. 5 (a, b) представлены распре-
деления давления и скорости флюида в неоднородной 
среде для жидкости и газа, соответственно. 

Согласно полученным результатам, при наличии 
структурного слоя с пониженной проницаемостью, ско-
рость фильтрации снижается приблизительно в 4 раза 
для обоих флюидов. В отличие от однородной среды, 
для которой профили давления представляют собой 
гладкие функции координаты (см. рис. 2, 3), при пере-
ходе от одного участка расчетной области к другому 
для неоднородной среды (см. рис. 5) наблюдается скач-
кообразное изменение градиента флюидного давления, 
схожие результаты были получены в работе [36]. 
В профиле распределении давления для случая идеаль-
ного газа в неоднородной среде наблюдается интерес-
ная особенность (см. рис. 5, b), а именно давление на 
первом сегменте, фактически, распределено линейно, 
как в случае с жидкостью, в отличие от других сегмен-
тов. Это объясняется незначительной величиной де-
прессии на границах данного участка. 

Расчет эффективной проницаемости 

Воспользуемся формулой для скорости фильтрации 
в предположении, что флюид течет через среду с эф-
фективными характеристиками. В таком случае массо-
вая скорость фильтрации для несжимаемой жидкости 
определяется формулой (18) [4]: 

 
*

*
0 0ρ ρ const

η
к сP P PK

w
L


  , (18) 

поскольку вязкость жидкости, длина и величина де-
прессии остаются постоянными для двух расчетов, 
представленных на рис. 3, можно записать: 

 
*

*
P PK K

w w
 . (19) 

Согласно полученным результатам моделирования, 
массовая скорость фильтрации снижается приблизи-
тельно в 4 раза, следовательно, из формулы (19) – 

* 1/ 4P PK K . Аналогичный результат получается и для 

идеального газа. 
Отметим, что закон фильтрации, выведенный Дар-

си́, в простейшей форме аналогичен по форме записи 
закону Ома из электростатики [4], или падение напора 
связано с наличием гидросопротивления. Таким обра-
зом, можно предположить, что в случае, когда вся об-
ласть состоит из нескольких участков с разной прони-
цаемостью и разной длиной, то справедливо равенство 
(20а) для жидкости и (20б) для идеального газа: 

 
 *

1

1 iN
P к с P i

i i

K P P K P

L N L

 
  , (20а) 

 
   2 2* 2 2

1

1
i

N
P к сP к с i

i i

K P PK P P

L N L


  , (20б) 

где i
PK  – проницаемость i-го участка, iP  – депрессия 

на i-м участке, iL  – длина i-го участка. 

Воспользовавшись формулой (20а), была рассчита-
на эффективная проницаемость рассмотренной области 

при одинаковой длине участков iL : * 20 1,7P PK K   

1
16,6 1,7 5,06

10 P P PK K K   , откуда следует, что 

* 1 / 4P PK K . Отметим, что, поскольку и формула (19), 

х, м х, м 
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и формула (20) требуют проведения численных расче-
тов, определение эффективной проницаемости по фор-
муле (19) оказывается более быстрым, так как доста-
точно сравнить значения массовых скоростей фильтра-
ции.  

 
Заключение 

 
Результаты численного моделирования, полученные 

с использованием описанной модели, находятся в хо-
рошем качественном и количественном согласии с ана-
литическими решениями, а также численными решени-
ями других авторов. Это позволяет сделать вывод об 
адекватности модели и возможности ее дальнейшего 
использования для описания более сложных случаев 
фильтрационных потоков. 

Наличие структурной неоднородности в виде слоя 
с пониженной проницаемостью приводит к скачкооб-
разному изменению порового давления на входе в слой 
и выходе из него. Скорость фильтрации для жидкости 
и произведение плотности на скорость фильтрации для 
газа при этом снижаются, сохраняя линейный характер 
распределения вдоль всего профиля для плоскопарал-
лельного потока. 

Полученные результаты имеют прикладное значе-
ние для расчетов параметров эксплуатации нефтяных 
и газовых месторождений. В дальнейшей работе плани-
руется использовать представленную модель для оцен-
ки закономерностей истечения газа при заблаговремен-
ной и предварительной дегазации угольных пластов, 
а также ряда проблем, возникающих в окрестностях 
добывающих и нагнетательных скважин. 
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