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 Рассматриваются плоские контактные задачи для изотропного однородного упругого 
клина, на биссектрисе которого расположено тонкое жесткое включение конечной длины. 
Внешние грани клина находятся в условиях жесткой или скользящей заделки. Задачи сим-
метричны относительно биссектрисы клина. Включение полностью сцеплено с упругой
средой в области контакта. К включению приложена касательная сила, под действием
которой оно смещается вдоль биссектрисы на заданную величину. При помощи инте-
грального преобразования Меллина контактные задачи сводятся к интегральным уравне-
ниям относительно касательных контактных напряжений, из которых предельными пере-
ходами можно получить интегральные уравнения соответствующих задач для упругой 
полосы. Частными случаями также являются задачи об одном или двух включениях в упру-
гой плоскости. Вводится основной безразмерный геометрический параметр, характеризу-
ющий относительную удаленность включения от вершины клина. Для решения интеграль-
ных уравнений применяются три метода. Первый метод состоит в получении замкнутого
решения, основанного на специальной аппроксимации символа ядра. Второй метод, регу-
лярный асимптотический, включает разложение решения по степеням малого параметра и
эффективен для включений, относительно удаленных от вершины клина. Третий метод,
сингулярный асимптотический, связан с разложением решения на несколько частей и ре-
шением интегральных уравнений Винера  Хопфа. Берется вырожденное решение и су-
перпозиция решений типа погранслоя. Этот метод работает для включений, расположен-
ных относительно близко к вершине клина. При помощи трех методов проводится числен-
ный анализ для различных типов граничных условий, значений угла клина, коэффициента 
Пуассона и основного безразмерного параметра. 
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 Plane contact problems are considered for an isotropic homogeneous elastic wedge with a
thin rigid inclusion of a finite length located on its bisector. The outer faces of the wedge are sub-
ject to rigid or sliding fixation. The problems are symmetric with respect to the bisector of the 
wedge. The inclusion is completely coupled with the elastic medium in the contact region. A tan-
gential force is applied to the inclusion, under the action of which it is displaced along the bisec-
tor by a given value. Using the Mellin integral transform, the contact problems are reduced to 
integral equations with respect to tangential contact stresses, from which the integral equations 
of the corresponding problems for an elastic strip can be obtained by limiting passages. Special 
cases also include problems with one or two inclusions in an elastic plane. The main dimension-
less geometric parameter is introduced, which characterizes the relative distance of the inclusion
from the wedge apex. Three methods are used to solve the integral equations. The first method 
consists of obtaining a closed solution based on a special approximation of the kernel symbol. 
The second method, regular asymptotic, involves expansion of the solution in powers of a small
parameter and is effective for inclusions relatively distant from the wedge apex. The third meth-
od, singular asymptotic, involves expansion of the solution into several parts and solution of the 
Wiener  Hopf integral equations. A degenerate solution and a superposition of boundary layer
solutions are taken. This method works for inclusions located relatively close to the wedge apex.
Using the three methods, a numerical analysis is performed for different types of boundary condi-
tions, values of the wedge angle, Poisson's ratio, and the main dimensionless parameter. 

Keywords: 

elasticity theory, plane contact  
problems, inclusion, wedge, integral  
equations, asymptotic methods. 

 

 
Введение 

 
Контактным задачам теории упругости посвящено 

большое число монографий, изданных как в нашей 
стране, так и за рубежом [110]. Такие задачи возника-
ют в акустике [11] и динамике [12], исследовании по-
верхностей с периодическим рельефом [1317], при 
касании экрана смартфона [18], в пальпационной томо-
графии [19]. При решении контактных задач для ряда 
тел канонической формы может применяться метод ин-
тегральных преобразований [20], а для тел вращения — 
метод граничных состояний [21; 22]. Краевые и кон-
тактные задачи для упругих тел клиновидной формы 
изучались в [2; 5; 8; 2325]. Помимо прямых численных 
методов были развиты асимптотические методы, позво-
ляющие получать решения контактных задач в анали-
тической форме [25; 8]. Получено точное решение 
контактной задачи о тонком эллиптическом включении 
в упругом пространстве [26], интегральные уравнения 
которой получены на основе решения Миндлина [27]. 
Рассматривались плоские задачи о тонком жестком [26] 
или упругом [28] включении в полосе. Исследовались 
периодические системы включений в упругой плоско-
сти [3; 29]. При помощи регулярного асимптотического 
метода в трехмерной постановке изучались задачи о 
единичном тонком эллиптическом включении в одно-
родном [30] или составном [31] упругом клине (дву-
гранном угле), а также о периодической системе эллип-
тических включений в пространственном клине с жест-
ко заделанными гранями [32]. В настоящей статье, по-
видимому, впервые рассматриваются плоские контакт-
ные задачи о включении в клине. Для решения инте-
гральных уравнений применяются регулярный и сингу-

лярный асимптотические методы, а также метод специ-
альной аппроксимации символа ядра интегрального 
уравнения, приводящий к замкнутому решению. По-
следний метод позволяет контролировать точность 
асимптотических решений, но применим не для всех 
значений угла клина и коэффициента Пуассона. 

 
Интегральные уравнения и метод  
специальной аппроксимации 

 
В полярных координатах r,  рассмотрим упругий 

клин {r[0,∞); [,]} с тонким жестким включени-
ем a≤r≤b на биссектрисе 0. Между включением и 
упругой средой осуществляется полное сцепление в 
области контакта. К включению приложена касательная 
сила интенсивности 2T, направленная вдоль оси r 
(рис. 1). Под действием силы включение сдвигается на 
величину . Внешние грани клина подчинены условиям 
жесткой или скользящей заделки (задачи А и B соответ-
ственно). Материал клина имеет параметры упругос-
ти G (модуль сдвига) и  (коэффициент Пуассона). 
В силу симметрии достаточно рассматривать область 
0, граничные условия в которой имеют вид 

0 :    0;      ( ( ; ));    0  ( ( ; ));r ru u r a b r a b           

:    А) 0,    0;ru u   B) 0,    0ru    . 

Для вывода интегральных уравнений смешанных 
задач А и B относительно неизвестного касательного 
напряжения r(r), a≤r≤b, 0, рассматриваются более 
простые вспомогательные задачи, в которых граничное 
условие контакта для ur при 0 заменяется заданием 
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напряжения r (на всей полуоси r). Решения этих задач 
находятся при помощи интегрального преобразования 
Меллина. Затем, используя условие контакта, получаем 

интегральное уравнение ( 14(1 )G     , 3 4    ) 

  ln
b

a

k d
r

      
    a r b  , 

   
0

cos  ( ) ,
L u

k t ut du
u



   

 А) 
2 1 2 22  sh ( ) 2 sin

( ) ,
 sh(2 ) sin(2 )

u u
L u

u u

    


   
 (1) 

В) 
1 sh(2 ) sin(2 )

( )
 ch(2 ) cos(2 )

u u
L u

u

   


  
. 

Кроме контактного напряжения требуется опреде-
лить связь между силой T и смещением  при помощи 
условия равновесия включения 

  .
b

a

r dr T   

Интегральные уравнения (1) можно также вывести 
из интегральных уравнений соответствующих про-
странственных задач [30] путем специального предель-
ного перехода к плоским задачам. Поскольку в [30] ядра 
интегральных уравнений имеют скрытую форму сим-
метрии, предварительно следует их симметризовать 
путем сдвига контура интегрирования [23, с. 201]. 
В пределе при , ut, символ ядра L(u) (1) для за-
дачи B совпадает с известным символом ядра соответ-
ствующей задачи о включении в упругой полосе (фор-
мула (3.11) в [26]). 

 

Рис. 1. Клин с включением 

Fig. 1. Wedge with an inclusion 

Важную роль играет асимптотика функций-сим-
волов (1) в нуле и бесконечности: 

3( ) ( )  ( 0),

( ) 1 ( exp( 2 ))  ( ),n

L u Au O u u

L u O u u u

  

    
 

 

 A) 
2 1 22 2 sin

,    2,
2 sin(2 )

A n
   

 
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  (2) 

B) 
12 sin(2 )

,    1,    .
1 cos(2 )

A n
   

    
 

 

При , L(u)cth(u), задача B соответствует за-
даче о включении в упругой плоскости. В этом случае 
интегральное уравнение (1) совпадает с уравнением 
контактной задачи о вдавливании штампа в упругую 
полуплоскость и имеет точное решение (формула 
(6.96) в [5]). 

Введем безразмерные обозначения 

 

   
 

       

ln / 1,    ln / 1,

2 / ln / ,    / ,

/ ,    / .

x r a a

b a g a

a T T a

       

   

       

  (3) 

Параметр  характеризует относительную удален-
ность включения от вершины клина. В обозначениях (3) 
уравнение (1) принимает вид  

    
1

1

    1
x

k d g x


          .  (4) 

Для получения приближенного решения уравнения 
(4) при учете свойств (2) используем метод специальной 
аппроксимации [5] 

 ( ) th( )   ( ).L u Au u       (5) 

После взятия интеграла [33] 

   
0

th
cos ln th

4

Au t
ut du

u A




   

в ядре уравнения (4) и введения новых переменных [5] 
приходим к интегральному уравнению Штаермана о 
вдавливании двух одинаковых штампов в упругую по-
луплоскость, имеющему точное решение [1]. В резуль-
тате получим 

1

1

exp( / (2 ))
( ) ,

2 (exp( / ( ))) 2[ ( / ( )) ( / ( ))]

( 1 exp( 2 / ( )))1
( ) .

(exp( / ( )))

g A
x

A K A ch A ch x A

gK A
T x dx

K A



  
 

       

   
  
   

(6) 

Здесь K(t) – полный эллиптический интеграл. Отно-
сительная погрешность решения (6) не превосходит 
относительной погрешности  аппроксимации (5) [5]. 
Решение (6) является точным в задаче А при , 
L(u)th(u) (включение в плоскости с жесткой заделкой 
по лучу), а также в задаче B при /2, L(u)th(u/2) 
(два симметричных включения в плоскости). Значение 
погрешности  чувствительно к коэффициенту Пуассо-
на (рис. 2). 

b a 

 

2T 

 
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Рис. 2. Графики относительной погрешности () (%) для задач А (а) и B (b) при ,25 (сплошные линии) и ,45 (пунктир) 

Fig. 2. Plots of relative error () (%) for problems A (a) and B (b) for .25 (solid lines) and .45 (dashed lines) 

 
В задаче А при любом угле (,] погрешность 

6 % при ,25 и 4 % при ,5. В задаче B при 
 значение  существенно возрастает при любом . 
В связи с тем, что погрешность аппроксимации (5) при-
емлема не при всех значениях  и , требуется привле-
чение других методов. 

 
Регулярный асимптотический метод 

 
Для относительно удаленных от вершины клина 

включений (при достаточно больших ) применим метод 
разложения решения в ряд по степеням малого параметра 
, который основан на следующей лемме [2; 4; 5]. 

Лемма. При всех 0≤t<∞ ядро k(t) вида (1) можно 
представить в форме 

( ) ln ( ),k t t F t    
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причем функция F(t) представима при |t|<2α абсолютно 
сходящимся рядом 
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Для доказательства леммы следует разложить 
cos(ut) в ядре (1) в ряд Тейлора, принять во внимание 
значение интеграла (формула (3.951.8) в [33]) 

exp( ) cos( )
ln

0

u ut
du t

u

      

и учесть свойства (2). Из леммы следует, что регуляр-
ный асимптотический метод применим при . Зна-
чения a0, a1 и a2 даны в табл. 1. 

Таблица 1 

Значения постоянных (8) для разных  и  

Table 1 

Values of constants (8) for different  and  

 /4 /2 3/4 /4 /2 3/4 

Задача А,   0,25 Б,   0,25 
a0ꞏ103 98,2 568 974 193 693 1958 
a1ꞏ103 368 115 47,6 333 83,3 0 
a2ꞏ103 146 10,1 1,59 109 4,86 0,369 
Задача А,   0,5 Б,   0,5 
a0ꞏ103 620 193 817 307 693 2125 
a1ꞏ103 1017 208 63,4 583 83,3 9,26 
a2ꞏ103 573 25,7 2,65 213 4,86 0,797 

 
Разыскивая решение интегрального уравнения (4), 

(7) в виде ряда по степеням , приравнивая члены при 
равных степенях этого параметра, получим цепочку 
интегральных уравнений с логарифмическим ядром, 
каждое из которых имеет точное решение. В результате 
получим асимптотическое решение (∞) 

 

   2 4
221

2 4 62

7 8 8 1
1 1 2 ,

1 2

x

a x xaT
x O

x



 

                  

(9) 

12
1 1 2

0 2 4 6

9 1
ln(2 )

4

a a ag
T a O





               
. 

Как показывают расчеты, погрешность асимптоти-
ческого решения (9) при 2 не превышает 5 % (та-
кая же оценка была получена в задаче о вдавливании 
штампа в грань клина [5]). В табл. 2 дано сравнение 
асимптотики (9) для интегральной характеристики 
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 0 /T T g     (10) 

с точным решением (6) для задачи B при /2 и 
любом . В выбранном частном случае погрешность 
асимптотики при 4 не превосходит даже 1 %. 

Таблица 2 

Интегральная характеристика (10) в задаче B при /2 

Table 2 

Integral characteristic (10) in problem B for /2 

 0,5 1 2 3 4 
Асимптотика (9) 3,82 2,16 1,50 1,26 1,13 

Точное решение (6) 3,43 2,15 1,50 1,26 1,13 
 

Сингулярный асимптотический метод 
 
Для относительно близких к вершине клина вклю-

чений (при достаточно малых ) используем сингуляр-
ный асимптотический метод [4; 5; 23]. При 0   инте-
грирование в уравнении (4) можно распространить на 
всю числовую ось и получить вырожденное решение 

    /x g A   ,  (11) 

которое справедливо вдали от краев области контакта 
1x   . Приближенное решение при малых  можно 

также получить в виде суперпозиции решений типа по-
гранслоя, несущих корневые особенности в концах 
включения 1x    и удовлетворяющих интегральным 

уравнениям Винера  Хопфа на полубесконечном ин-
тервале [34]. Для приближенного решения уравнений 
Винера  Хопфа применяется идея Койтера [35] ап-
проксимировать символ ядра на действительной оси 
легко факторизуемым выражением 

  
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

( )
,    

( )( )

u u D u E DE
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u C u F C F
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 
.  (12) 

В результате асимптотическое решение при ма-
лых   получим в виде 
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   /S C E F E E    , 

где erf(x) – интеграл вероятности.  
Интегральную характеристику решения (приложен-

ную к включению силу) на основе (13) найдем в виде 

1 1
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.  (14) 

При 0   в характеристике (14) можно учитывать 
главный член асимптотики 

 22 /T g A  , 

что соответствует вырожденному решению (11). 
При DE в формулах (13) и (14) следует перейти 

к функции 

2

0

erf ( ) erfi ( ) 2
,    erfi( ) exp( )

( ) ( )

x
D E E D

x t dt
D E E D

 
 

    . 

Параметры аппроксимации C, D и E и ее относи-
тельная погрешность 0 даны в табл. 3 (параметр F 
находится из второй формулы (12)). 

Таблица 3 

Параметры аппроксимации (12) и погрешность 0 (%) 

Table 3 

Parameters of approximation (12) and error 0 (%) 

 /4 /2 3/4 /4 /2 3/4 
Задача А, 0,25 B, 0,25 

C 0,960 0,920 0,750 0,990 1,00 0,330 
D 0,809 0,878 1,31 3,35 3,30 0,718 
E 4,50 1,40 1,70 1,40 2,00 0,800 
0 0,2 0,2 0,2 0,4 0,1 0,6 

Задача А, 0,5 B, 0,5 
C 1,90 0,730 0,890 2,08 1,00 3,30 
D 5,27 2,29 1,94 1,65 3,30 0,753 
E 1,80 0,700 1,70 3,30 2,00 1,00 
0 1,0 1,0 0,3 0,5 0,1 0,5 
 
Результаты расчетов интегральной характеристики 

(10) тремя методами приведены в табл. 4. 

Таблица 4 

Интегральная характеристика (10) в задаче А  
при /4, ,5 

Table 4 

Integral characteristic (10) in problem A for /4, ,5 

 0,5 1 2 3 
Решение (6) 10,65 5,77 3,32 2,51 
Решение (9) – – 3,40 2,48 
Решение (14) 10,19 5,30 – – 

 
На рис. 3 показаны зависимости интегральной ха-

рактеристики (10) от угла . Минимальное отличие 
между жесткой и скользящей заделкой внешних граней 
клина наблюдается в окрестности угла клина 23/4.  
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Рис. 3. Графики зависимостей T0() при 3 (а) и 0,5 (b) для задач А (сплошные линии), B (пунктир) при ,25 

Fig. 3. Plots of relation T0() for 3 (a) and 0.5 (b) for problems A (solid lines) and B (dashed lines) for ,25 

 

 

Рис. 4. Графики зависимостей T1() при 3 (а) и 0,5 (b) для задач А (сплошные линии), B (пунктир) при /4 

Fig. 4. Plots of T1() relation for 3 (a) and 0.5 (b) for problems A (solid lines) and B (dashed lines) for /4 

 
Отличие между решениями задач А и B нарастает 

при  и особенно при , когда меняется тип сим-
вола ядра интегрального уравнения контактной задачи B 
с тангенса на котангенс гиперболический (при ). 

На рис. 4 показаны зависимости интегральной ха-
рактеристики 

 1 0 4(1 ) / / ( )T T T agG       (15) 

от коэффициента Пуассона  (здесь T – размерная сила). 
Минимальное отличие между жесткой и скользящей 
заделкой внешних граней клина наблюдается в окрест-
ности значения 0,4. 

 

Заключение 
 

Показана близость решений плоских контактных за-
дач о включении в упругом клине, получаемых по мето-
ду специальной аппроксимации символа ядра интеграль-

ного уравнения и по асимптотическим методам «боль-
ших» и «малых» . При уменьшении  (приближении 
включения к вершине клина) возрастают контактные 
напряжения и приложенная к включению сила при сме-
щении включения на заданную величину. При жесткой 
заделке граней клина (задача А) контактные напряжения 
и сила больше, чем для случая скользящей заделки (зада-
ча B). При определенных углах и коэффициентах Пуас-
сона отличие интегральных характеристик решений кон-
тактных задач А и B может быть минимальным. Для не-
сжимаемого материала клина (,5) интегральные 
характеристики в обеих задачах существенно возрастают. 
При уменьшении угла клина интегральная характеристи-
ка в задаче А возрастает, а в задаче B достигает максиму-
ма при некотором остром угле. При необходимости 
(в задаче B при ) можно усложнить структуру ап-
проксимации (12) в сингулярном асимптотическом мето-
де по типу аппроксимаций Паде. 
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