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 Работа посвящена исследованию характера зависимости динамических характери-
стик электро-вязкоупругой системы, представляющей собой кусочно-однородное тело, 
состоящее из упругих, вязкоупругих, электроупругих (пьезоэлектрических) элементов, а 
также внешних пассивных электрических цепей, присоединенных к электродированным
поверхностям пьезоэлементов, от параметров, определяющих ее геометрическую конфи-
гурацию (размеры и расположение вязкоупругого и пьезоэлектрического элементов, фор-
мирующих систему, по отношению к конструкции и друг к другу). В таких системах для
демпфирования колебаний реализуются два механизма диссипации энергии: за счет внут-
реннего трения в вязкоупругих частях и за счет преобразования части энергии механиче-
ских колебаний в электрическую с последующим ее рассеиванием в электрических цепях.
В качестве внешних электрических цепей рассмотрены резистивная (R) и последователь-
ная резонансная (RL) цепи. Исследование проводилось на основе численного решения
задачи о собственных колебаниях для тонкостенной пространственной конструкции – по-
луцилиндрической оболочки. Рассмотрены все возможные геометрические конфигурации 
расположения вязкоупругих и пьезоэлектрических элементов. Найдены варианты компо-
новки конструкции, которые могут обеспечить наилучшие демпфирующие свойства в неко-
тором диапазоне частот за счет реализации либо механизма внутреннего трения, либо 
преобразования энергии колебаний пьезоэлементом. В результате проведения серии вы-
числительных экспериментов получены количественные оценки, демонстрирующие, как
изменяются демпфирующие свойства системы при использовании отдельно каждого из
рассматриваемых механизмов диссипации энергии колебаний, а также совместно. Сдела-
ны количественные оценки изменения диссипативных свойств оболочки, демонстрирую-
щие, в каких случаях оба механизма диссипации энергии приводят к повышению демпфи-
рующих характеристик электровязкоупругих систем, а в каких – к их снижению. 
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 The paper studies the dependence of the dynamic characteristics of an electro-viscoelastic 
system, which is a piecewise homogeneous body consisting of elastic, viscoelastic, electroelastic
(piezoelectric) elements, as well as external passive electrical circuits attached to the electroded 
surfaces of piezoelectric elements, on the parameters determining its geometric configuration
(dimensions and location of viscoelastic and piezoelectric elements, forming the system, in rela-
tion to structure and each other). In these systems, two methods of energy dissipation are used 
to reduce vibration: internal friction in viscoelastic materials and the conversion of mechanical
vibration energy into electrical energy which is then dissipated in electrical circuits. Resistive (R)
and resonant (RL) circuits are considered as examples of external electrical circuits. The study
was conducted based on a numerical solution to the natural vibration problem for a thin-walled, 
spatial structure having the form of a semi-cylindrical shell. All possible geometrical configura-
tions for the arrangement of viscoelastic and piezoelectric components were considered. There 
were found designs that could provide optimal damping properties within a specific frequency
range, either via internal friction or by converting vibration energy using a piezoelectric compo-
nent. As a result of a series of computational experiments, we obtained quantitative estimates
demonstrating how the damping properties of the system change when each of the considered 
vibration energy dissipation mechanisms is used separately or jointly. The obtained quantitative 
estimates of changes in the dissipative properties of the shell show, in which cases both energy 
dissipation mechanisms lead to an increase in the damping characteristics of electro-viscoelastic 
systems, and in which cases they lead to a decrease. 
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Введение 

 
Демпфирование мод колебаний тонкостенных кон-

струкций является важной инженерной задачей, для ре-
шения которой используются различные подходы, такие 
как присоединение механических демпферов, покрытие 
полностью или частично конструкции слоем вязкоупру-
гого материала (полимеры, резина) и т. д. [1–3]. 

Среди них применение вязкоупругих материалов в 
качестве дополнительных элементов конструкций ши-
роко распространено в космической, авиационной и 
автомобильной промышленности, обеспечивая надеж-
ное пассивное демпфирование колебаний объекта. Од-
нако эффективность применения такого подхода зави-
сит не только от характеристик используемого вязко-
упругого материала, но и от его объема, который 
ограничен зачастую существующими требованиями к 
весу и размерам исходной конструкции.  

Поэтому дальнейшее повышение диссипативных 
характеристик тонкостенных систем с вязкоупругим 
слоем требует новых решений. В качестве таковых за-
частую рассматривается добавление к вязкоупругим 
слоям элементов, обеспечивающих при колебаниях до-
полнительные деформации конструкции, то есть реали-
зующих другой механизм диссипации энергии колеба-
ний. В качестве таких слоев могут выступать либо слои 
из обычных материалов, не обладающих вязкоупругими 
свойствами (сталь, алюминий и т. д.), либо из функцио-
нальных материалов (сплавы с памятью формы, пьезо-
электрические, электрострикционные и т. д.), наиболь-

шее распространение среди которых получили пьезо-
электрические материалы. 

Введение дополнительных элементов из пьезомате-
риалов позволяет при присоединении к ним внешних 
электрических цепей существенно увеличить степень 
демпфирования колебаний либо на заданной частоте, 
либо в некотором диапазоне частот при минимальных 
изменениях ее массовых, габаритных и спектральных 
свойств.  

Применение пьезоэлектрических элементов, шун-
тированных внешними электрическими цепями, являет-
ся областью smart-технологий, предназначенных для 
того, чтобы при эксплуатации объект реагировал на 
внешнее воздействие различной природы и изменял 
свое механическое поведение требуемым образом 
(например, демпфируя колебания, вызванные внешними 
динамическими нагрузками). Это связано, в частности, 
со все возрастающим использованием конструкций в 
областях, где доступ к ним для ремонта или обслужива-
ния затруднен, либо вообще невозможен, а срок их экс-
плуатации желательно иметь максимально большим.  

Выделяют две основные стратегии демпфирования 
колебаний: активную и пассивную. Обе достаточно ак-
тивно развиваются и, разумеется, имеют определенные 
достоинства и недостатки. Активные подходы позволяют 
осуществлять демпфирование колебаний в широком 
диапазоне частот, подстраиваясь под нивелирование 
внешнего негативного динамического воздействия на 
рассматриваемых объект. Однако они требуют дополни-
тельных устройств, реализующих такое воздействие (ак-
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туаторов) со своим источником питания, довольно слож-
ной аппаратной реализацией законов управления, учиты-
вающих гистерезис воздействия и отклика, токи смеще-
ния и т. п., что сказывается на их массе и размерах и т. д. 

Однако и пассивные подходы и в настоящее время не 
теряют своей актуальности. Учитывая тенденцию во мно-
гих областях к миниатюризации объектов, а также труд-
нодоступности для операторов (например, в космосе).  

Таким образом, возможность использования для 
демпфирования колебаний конструкции различных ме-
ханизмов диссипации энергии колебаний позволяет по-
вышать из демпфирующие свойства. В случае примене-
ния вязкоупругих материалов это механизмы внутрен-
него трения, а в случае применения шунтированных 
пьезоэлементов – количество механической энергии, 
преобразованной в электрическую. С помощью внеш-
них пассивных электрических цепей, присоединенных к 
электродированным поверхностям пьезоэлемента и 
настроенных на демпфирование заданной моды колеба-
ний конструкций, обеспечивается рассеивание электри-
ческой энергии в виде тепла или электромагнитного 
излучения и тем самым повышение диссипативных 
свойств исследуемого объекта.  

В этом случае пьезоэлементы выступают в качестве 
преобразователей механической энергии колебаний 
в электрическую (за счет прямого пьезоэффекта), либо в 
качестве актуаторов, на которые подается электриче-
ский потенциал, вызывающий при колебаниях дефор-
мацию пьезоэлемента (за счет обратного пьезоэффекта). 

При использовании вязкоупругих материалов в 
комбинации с шунтированными пьезоэлементами также 
возможны два сценария: активный и пассивный. 

В литературе данные подходы в зависимости от их 
реализации получили названия демпфирование с помо-
щью активного ограничительного слоя (ACLD – active 
constrained layer damping) или демпфирование с помо-
щью пассивного ограничительного слоя (PCLD – 
passive constrained layer damping) [4; 5]. Большинство 
современных работ, посвященных применению методик 
ACDL/PCDL, сводятся к рассмотрению отдельных кон-
фигураций элементов, реализующих различные меха-
низмы диссипации энергии, и к исследованиям, касаю-
щимся использования различных типов вязкоупругих и 
пьезоэлектрических материалов [4–14], вариантов ком-
поновки конструкций (как плоских, так и простран-
ственных) демпфирующими устройствами [2; 3; 7; 15–
19], а также к выбору наиболее подходящих законов 
управления [18; 20–22] при активном способе демпфи-
рования колебаний объекта. 

При данном подходе, естественно, встает вопрос, 
как система с уже имеющимся вязкоупругим слоем (по-
крытием) отреагирует на присоединение пьезоэлемента, 
где его разместить на конструкции и по отношению 
к вязкоупругому слою, какие параметры должны быть 
у шунтирующей электрической цепи для демпфирова-
ния заданных мод колебаний полученной модифициро-
ванной электро-вязкоупругой конструкции и т. д.  

Несмотря на большое количество статей, посвя-
щенных данному вопросу ввиду его многогранности и 
сложности, остаются моменты, требующие изучения. 
Таким образом, в условиях существующих конструкци-
онных ограничений исследование возможности исполь-
зования и пьезоэлектрических, и вязкоупругих материа-
лов для обеспечения надежного и эффективного демп-
фирования требуемых мод колебаний конструкций 
является актуальным.  

Настоящая работа является фрагментом исследова-
ний, проводимым на основе решения задачи о соб-
ственных колебаниях электровязкоупругих конструк-
ций, связанным с оценкой влияния на показатели демп-
фирования колебаний вязкоупругой конструкции 
пьезоэлектрических элементов, к электродированным 
поверхностям которых присоединены внешние элек-
трические цепи произвольной конфигурации [23; 24]. 
Анализ эффективности работы пьезоэлемента в системе 
осуществляется на основе величины коэффициента 
электромеханической связи [25; 26]. При этом анализ 
динамических характеристик для электровязкоупругих 
систем с внешними электрическими цепями проводится 
с применением алгоритмов, разработанных исполните-
лями проекта и опубликованных в российских и зару-
бежных изданиях [14; 23]. 

Мотивацией данной работы послужило то, что ме-
тоды демпфирования колебаний, базирующиеся на ис-
пользовании различных механизмов диссипации энер-
гии, были разработаны независимо друг от друга, и ред-
ко сравниваются по эффективности между собой, что 
подтверждается количеством публикаций по данной 
теме, среди которых можно отметить работы [27; 28]. 

Таким образом, целью данной работы является демон-
страция эффективности использования пьезоэлементов, 
шунтированных электрическими цепями, на повышение 
диссипативных характеристик вязкоупругих конструкций 
для демпфирования первых, наиболее энергоемких, мод 
колебаний, реализующихся на низких частотах.  

 
Математическая постановка задачи 

 
Математическая постановка задачи о собственных 

колебаниях электромеханической системы с распреде-
ленными параметрами формулируется с помощью под-
ходов механики сплошных сред. Вариационное уравне-
ние движения записывается на основе соотношений 
линейной теории упругости, вязкоупругости и квазиста-
тических уравнений Максвелла [29–31]. В результате 
оно будет иметь вид [32]:  
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Здесь приняты следующие обозначения: iu , iD , iE , – 

компоненты векторов перемещений, электрической ин-
дукции и напряженности электрического поля; ij , ij  – 

компоненты тензоров напряжений Коши и линейных 
деформаций; str , vis , pz  – удельные плотности мате-

риалов, составляющих рассматриваемой электромеха-
нической системы: кусочно-однородного исходного 
упругого тела объемом strV , вязкоупругой части объе-

мом visV  и пьезоэлектрической части объемом pzV ; при 

этом общий объем системы str pz visV V V V   ; S  – 

часть поверхности всего кусочно-однородного тела 
объемом V , на которой заданы поверхностные усилия 

ip , 0pz elS S S   – поверхность пьезоэлектрической 

части тела, где elS  – электродированная и 0S  – неэлек-

тродированная её фрагменты, eq  – поверхностная 

плотность свободных зарядов,   – электрический по-

тенциал,   – вариация соответствующей переменной.  
Считаем, что все элементы кусочно-однородного 

тела идеально скреплены между собой. 
Для всех составляющих кусочно-однородного тела 

выполняются соотношения Коши: 

  , ,

1
.

2ij i j j iu u    (2) 

Электрическое поле является потенциальным: 

 , .j jE    (3) 

Физические соотношения для пьезоэлектрической 
части тела имеют вид: 

 .
pz

ij ijkl kl ijk k

k ijk ij ki i

С E

D э E

    
    

 (4) 

Здесь pz
ijklC - компоненты тензора упругих констант 

пьезоэлемента, ijk  и kiэ  – компоненты тензоров пьезо-

электрических и диэлектрических коэффициентов (i, j, 
k, l = 1, 2, 3).  

Для изотропного материала упругой части кусочно-
однородного тела выполняются следующие физические 
соотношения: 

 
1

2 ,
3ij ij ij ijG B

          
 

 (5) 

В случае анизотропного материала справедливо: 

 ij ijkl klС  
 (6) 

Здесь / 3jj    – среднее напряжение,   – объем-

ная деформация, ,G B  – модули сдвига и объемного 

сжатия, ijklC  – компоненты тензора упругих констант 

материала конструкции. 

Для описания механического поведения материала 
вязкоупругой части тела используются соотношения 
линейной наследственной вязкоупругости: 

  

 

Im
Re Im Re Re

Re

Im
Re Im Re Re

Re

2 , ;

1 1 ;

1 1 .

ij ij

g

b

s Ge B

G
G G iG G i G i

G

B
B B iB B i B i

B

   

 
       

 
 

       
 

 





 (7) 

В (7) введены следующие обозначения: / 3jj    – 

среднее напряжение,   – объемная деформация, ,G B   – 

комплексные динамические модули сдвига и объемного 
сжатия, в общем случае являющиеся функциями часто-
ты колебаний  , ,g b   – соответствующие тангенсы 

углов механических потерь, значения действительных и 
мнимых частей комплексных модулей Re Re Im Im, , ,G B G B  

определяются как: 

 

 

Re 0

Im 0

1 cos( ) ,

sin( ) ,

t

t

G G H dt

G G H dt





 
     

 

  




 

 

 

 

Re 0

Im 0

1 cos( ) ,

sin( ) ,

t

t

B B R dt

B B R dt





 
     

 

  




 (8) 

где  0 0,G B  – мгновенные сдвиговые и объемные моду-

ли, ,H R  – ядра релаксации.  

Электрические цепи, состоящие из произвольно со-
единенных элементов сопротивления (R), емкости (C) и 
индуктивности (L), подключаются к электродирован-
ным поверхностям пьезоэлементов. 

При отсутствии внешних источников энергии элек-
трические цепи будут являться внутренними элементами 
системы (конструкции с пьезоэлементом и шунтирую-
щей цепью), и тогда в уравнение (1) должно быть добав-
лено слагаемое, которое учитывает сумму всех работ 
электрического поля с разностью потенциалов   по 

перемещению любого возможного заряда на элементах 
электрической цепи [32]. Таким образом, вариационное 
уравнение движения электровязкоупругого тела с элек-
трическими цепями примет следующий вид: 
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(9) 
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где 1 2
el el   – разность потенциалов на соответствующем 

элементе внешней цепи , ,p q rel L R C , , ,L R Cn n n  – коли-

чество индуктивных, резистивных и емкостных элементов 
соответственно, , ,p q rL R C  – значение индуктивности, 

сопротивления или емкости соответствующего элемента 
цепи [33; 34]. При этом электрическая цепь является внут-
ренним элементом электровязкоупругой системы. 

Решение задачи о собственных колебаниях при од-
нородных граничных условиях отыскивается в виде  

    , ,i t
i iu x t u e  x

      
   , .i tx t e    x  (10) 

Здесь R Ii      – комплексная собственная ча-

стота колебаний, где R  характеризует собственную 

частоту, а I  – скорость затухания колебаний, 

   ,i iu x x  – собственные формы колебаний. 

Принимая во внимание вид решения (10), вариаци-
онное уравнение (9) для задачи о собственных колеба-
ниях электровязкоупругого тела при наличии электри-
ческих цепей примет вид 
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         

      


    

 



 



 (11) 

Пусть собственные колебания вязкоупругого тела 
происходят с медленно меняющимися амплитудами и 
начальные возмущения не влияют на поведение системы в 
дальнейшем, тогда можно определить компоненты ком-
плексных динамических модулей Re Im Re Im, , , G G B B  из 

соотношений (8) заменой частоты   на Re . В рамках 

данной работы принято, что составляющие комплексных 
динамических модулей вязкоупругого материала тела не 
зависят от частоты колебаний в пределах некоторого диа-
пазона частот, ограниченного окрестностью рассматрива-
емой собственной или резонансной частоты. 

Численная реализация поставленной задачи осу-
ществляется методом конечных элементов [35]. При 
выборе алгоритма решения алгебраической проблемы 
собственных значений необходимо учитывать большую 
размерность алгебраической задачи, а также возмож-
ность решения алгебраической проблемы комплексных 
собственных значений. Подробно математическая по-
становка задачи и алгоритм ее численной реализации 
приведены в работах [31–33; 36]. 

 
Объект и ход исследований 

 
Определим влияние параметров вязкоупругого слоя, 

пьезоэлектрических элементов и внешних электриче-
ских цепей на диссипативные свойства конструкции. 

В качестве объекта исследования рассматривается 
жестко защемленная по торцам и свободно опертая по 
образующим тонкостенная полуцилиндрическая обо-
лочка, представленная на рис. 1, а.  

 

а 

Оболочка (0) Пьезоэлемент (2)

Вязкоупругий слой (1)

 

b 

Рис. 1. Расчетная схема оболочки (а) и схема расположения 
слоев (b) 

Fig. 1. Computational sketch for the shell (a) and the layout  
of the layers (b) 

Оболочка размерами 300strl  мм, 76strR  мм, 

0.75strh  мм выполнена из упругого изотропного мате-

риала, модуль Юнга которого 111,96 10strE    Па, коэф-

фициент Пуассона 0,3str   и плотность 

7700str  кг/м3. Индексом str обозначена принадлеж-

ность параметра к оболочке. 
Вязкоупругий слой покрывает всю внешнюю или 

внутреннюю поверхность оболочки. Материал вязко-
упругого элемента характеризуется мгновенными моду-
лем сдвига 0G  = 6,71ꞏ108 Па и модулем объемного сжа-

тия 0B  = 3,33ꞏ1010 Па, удельной плотностью 1200vis   

кг/м3, тангенсами углов механических потерь 
0,2G B    . Толщина вязкоупругого слоя принята 

0,25 мм, что составляет 1/3 от толщины оболочки. Ин-
дексом vis обозначена принадлежность параметра к вяз-
коупругому слою оболочки. 

Для большинства известных вязкоупругих материа-
лов наблюдается ярко выраженная зависимость их ме-
ханических свойств от частоты внешнего возбуждения. 
В рамках данного исследования рассматривается влия-
ние различных механизмов диссипации энергии на 
примере только одной моды колебаний. Изменение ре-
зонансной частоты, соответствующей данной моде ко-
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лебаний, при изменении конфигурации системы (добав-
ление вязкоупругих и пьзоэлектрических элементов) не 
превышает 5 % (относительно частоты конструкции без 
дополнительных элементов), что позволяет принять 
допущение о постоянстве механических свойств в пре-
делах данного частотного диапазона. 

Пьезоэлемент выполнен из пьезокерамики PZT-4 с 
физико-механическими характеристиками, приведен-
ными в работе [32], с поляризацией в направлении 
оси r. Верхняя и нижняя поверхности пьезоэлемента 
электродированы.  

Пусть сначала пьезоэлектрический элемент располо-
жен в центре поверхности оболочки, при этом его центр 
тяжести находится в точке с координатами pzz =150 мм, 

pz = 90° (см. рис. 1, а). Исходный размер пьезоэлемента 

составляет 10 мм по длине и 10о по угловой координате, 
что соответствует 13,3 мм при развертке его в плоскость. 
Затем размеры элемента увеличиваются путем растяги-
вания его по углу  с шагом 10° до полного огибания 
оболочки (до образования полукольца), после чего – 
вдоль оболочки по оси z с шагом 25 мм. 

Принято, что границы вязкоупругого слоя и пьезо-
электрического элемента свободны, то есть заделка по 
торцам оболочки и свободное опирание ее граней не 
распространяется на них. 

Пьезоэлемент располагается либо на наружной, ли-
бо на внутренней поверхности оболочки. Для удобства 
дальнейшего изложения на рис. 1, b, приведено схема-
тичное обозначение каждого из элементов системы. 
При этом введены следующие обозначения: оболочка – 
0, вязкоупругий слой – 1, пьезоэлемент – 2. Таким обра-
зом, рассмотрены следующие варианты компоновки 
электровязкоупругой системы: 012, 210, 102, 201. Учет 
появления слоев с различными свойствами ведется от 
внутренней поверхности оболочки. 

Решением задачи о собственных колебаниях явля-
ются собственные частоты, которые будут веществен-
ными для оболочки без вязкоупругого слоя и комплекс-
ными при наличии вязкоупругого слоя и/или пьезоэле-
мента, шунтированного электрической цепью. 
Коэффициенты демпфирования колебаний определяют-
ся по формуле [37]: 

    m
0

I ,j jj
    (12) 

где j – номер,  Im j
  – мнимая,  0

j
  – действительная 

части j-й собственной частоты колебаний исходной упру-
гой оболочки без пьезоэлемента и без вязкоупругого слоя. 

При этом необходимо учитывать, как геометриче-
ские параметры (размеры и расположение относительно 
вязкоупругого слоя на поверхности оболочки) сказыва-
ются на проявлении пьезоэлементом способности пре-
образовывать механическую энергию колебаний в элек-
трическую.  

Влияние геометрических параметров компоновки 
электровязкоупругой системы оценивается по величине 

параметра, характеризующего долю механической 
энергии, преобразованной пьезоэлементом, в электри-
ческую. В качестве такого параметра принят обобщен-
ный коэффициент электромеханической связи [25], 
определяемый по формуле 
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 
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K
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
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 (13) 

где /o c , /s c  – собственные частоты колебаний кон-

струкции с пьезоэлементом в режиме холостого хода 
(open circuit – o/c) и в режиме короткого замыкания 
(short circuit – s/c). Режим o/c реализуется в случае, ко-
гда одна из электродированных поверхностей пьезоэле-
мента заземлена (потенциал на ней равен нулю). При 
режиме s/c на обеих электродированных поверхностях 
задан нулевой потенциал. Значения собственных частот 
колебаний /o c , /s c  определяются решением задачи 

о собственных колебаниях кусочно-однородных элек-
тровязкоупругих тел. 

Формы колебаний цилиндрических оболочечных 
конструкций характеризуются числом длин полуволн, 
укладывающихся в продольном направлении оболоч-
ки (n) и числом длин полуволн в окружном направле-
нии (m). В настоящей работе исследования проведены 
для моды колебаний упругой исходной оболочки без 
дополнительных элементов, реализующейся на соб-

ственной частоте  0 896,84   и характеризующейся 

параметрами 4; 1m n   (рис. 2). Данная мода выбра-

на в силу того, что все эффекты проявляются на ней 
наиболее наглядно.  

 

m=4 

 

n=1 

Рис. 2. Форма колебаний упругой оболочки, характеризующая 
рассматриваемую моду 

Fig.2. The shape of the elastic shell vibrations characterizing the 
mode under consideration 
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Динамические характеристики  
электровязкоупругой конструкции 

 
Рассмотрим следующие возможные варианты кон-

фигурации электро-вязкоупругой оболочки, реализую-
щиеся при присоединении пьезоэлемента к оболочке, 
покрытой вязкоупругим слоем: 012, 102, 201, 210. Про-
анализируем демпфирующие свойства такой конструк-
ции на основе решения задачи о собственных колебани-
ях электровязкоупругих тел. 

На рис. 3 приведены картины распределения коэф-
фициента демпфирования колебаний mn  для рассмат-

риваемой моды колебаний вязкоупругой оболочки при 
изменении размеров вязкоупругого слоя при отсутствии 
пьезоэлемента, а на рис. 4 – при его наличии и реализа-
ции режима холостого хода.  

 

а 

 

b 

Рис. 3. Распределение коэффициента демпфирования колебаний 

mn  вязкоупругой оболочки вариантов: 01 (а) и 10 (b) при  

                    изменении размеров вязкоупругого слоя 

Fig. 3. Distribution of values of the vibration damping coefficient 

mn  of the viscoelastic shell variants: 01 (a) and 10 (b) when  

                    changing the size of the viscoelastic layer 

Результаты, приведенные на рис. 3 и 4, демонстриру-
ют, что в данном случае при определенных размерах вяз-
коупругого слоя и пьезоэлемента, либо при их сочетаниях, 
степень демпфирования колебаний электровязкоупругой 
системы может как увеличиться, так и снизиться, по срав-
нению с использованием только одного из них. 

 

а 

 

b 

 

c 

 

d 

Рис. 4. Распределение коэффициента демпфирования колебаний 
системы mn  в режиме холостого хода для конфигураций 

электровязкоупругой системы: (а) 012; (b) 210; (c) 102; (d) 201  
                    при изменении размеров пьезоэлемента 

Fig. 4. Distribution of the damping coefficient mn
 
of the system 

in the open circuit mode for electro-viscoelastic system configurations:  
(a) 012; (b) 210; (c) 102; (d) 201 when changing the size of the  
                                        piezoelectric element 
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а      b 

  

c      d 

Рис. 5. Распределение коэффициента электромеханической связи K электровязкоупругой оболочки  
при изменении размеров пьезоэлемента: (а) 012; (b) 210; (c) 102; (d) 201 

Fig. 5. Distribution of the electromechanical coupling coefficient K of the electro-viscoelastic shell  
when changing the size of the piezoelectric element: (a) 012; (b) 210; (c) 102; (d) 201 

 
Важно отметить, что для конфигураций 102 и 201 

значения коэффициентов демпфирования тем выше, 
чем меньше размеры пьезоэлемента, но при этом их 
величина оказывается ниже, чем для конфигураций 012 
и 210 при тех же самых его размерах.  

В целом изменение значений mn  при увеличении 

размеров пьезоэлемента для электроупругой конструк-
ции не превышает 10 %, в то время как при его присо-
единении к вязкоупругому слою это различие может 
достигать 200 %.  

То есть можно добиться существенного увеличения 
степени демпфирования колебаний только за счет при-
соединения пьезоэлемента к вязкоупругому слою, а не к 
поверхности упругой конструкции, и за счет изменения 
его размеров. 

Рассмотрим, как изменение конфигурации электро-
вязкоупругой системы и размеров пьезоэлемента влияет 
на количество механической энергии колебаний, преоб-
разованной в электрическую, характеризующееся ко-
эффициентом электромеханической связи К. Распреде-
ления значений К для различных вариантов компоновки 
системы представлены на рис. 5. Общий анализ полу-
ченных изображений показал, что они позволяют опре-

делить и размеры пьезоэлемента, целесообразные для 
его применения.  

Таким образом, присоединение пьезоэлемента к 
вязкоупругой конструкции приводит не только к изме-
нению значений коэффициентов демпфирования и ко-
эффициентов электромеханической связи, но и может 
приводить как к возрастанию, так и к снижению степе-
ни демпфирования колебаний электровязкоупругой си-
стемы. 

 
Влияние подключения внешних электрических 
цепей на диссипативные характеристики  
электровязкоупругой системы 

 
В работе [25] N.W. Hagood и A. Von Flotow конста-

тировали, что присоединение к пьезоэлементу рези-
стивной (содержащей только элемент сопротивления R) 
электрической цепи равносильно покрытию поверхно-
сти оболочки вязкоупругим слоем. То есть это окажет 
влияние в разной степени на демпфирование всех мод 
колебаний. В случае же присоединения резонансной 
RL-цепи демпфирование возможно только одной моды 
колебаний, которая реализуется на той же частоте, что 
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и собственная частота колебательного контура, форми-
руемого элементами внешней электрической цепи. Зна-
чение же собственной частоты такого колебательного 
контура определяется величинами индуктивности и 
сопротивления электрической цепи, а также ёмкости 
самого пьезоэлемента. 

Таким образом, для повышения степени демпфиро-
вания колебаний рассматриваемой оболочки основной 
задачей становится поиск параметров элементов элек-
трической цепи. Для резистивной электрической цепи – 
это сопротивление R, для резонансной электрической 
цепи – сопротивление R и индуктивность L. Их можно 
отыскать двумя способами:  

1. Определить по формулам, полученным на основе 
соотношений, приведенных в работе [16]: 

 

   

   

2 22
/

32
/

2
0

1
;

1

2
;

1

(1 ),

opt
j

j
j s c j

jopt
j

j
j s c j

j j

L
C K

K
R

C K

C C K


 


 

 

 (14) 

здесь jC  – внутренняя емкость пьезоэлемента, соответ-

ствующая его емкости при j-м резонансе, 0C  – статиче-

ская емкость пьезоэлемента; jK  – коэффициент элек-

тромеханической связи; opt
jR  и opt

jL  – оптимальные со-

противление и индуктивность шунтирующей цепи для 
демпфирования j-й моды колебаний соответственно; 

/ /,j j
o c s c   – j-e собственные частоты колебаний кон-

струкции с пьезоэлементом в режиме холостого хода 
(open circuit – o/c) и при коротком замыкании (short cir-
cuit – s/c). 

2. Воспользоваться подходом, представленным 
в [34] и основанном на решении задачи о собственных 
колебаниях кусочно-однородных электровязкоупругих 
тел с внешними пассивными электрическими цепями. 
Суть его заключается в поиске максимального значения 
мнимой части комплексной собственной частоты коле-
баний (показателя демпфирования) заданной моды 
в области изменения параметров R и L шунтирующей 
пьезоэлемент электрической цепи. Для численной реа-
лизации решения задачи о собственных колебаниях ис-
пользуется метод Мюллера [38]. Проанализируем 
демпфирование рассматриваемой моды колебаний 
(с параметрами m=4, n=1) оболочки, имеющей в своем 
составе и вязкоупругий слой, и пьезоэлемент, к элек-
тродированным поверхностям которого присоединена 
резистивная или резонансная электрическая цепь. 

При этом внешние ёмкостные элементы в составе 
шунта не рассматриваются, поскольку пьезоэлемент в 
режиме колебаний сам по себе является ёмкостным 
элементом, в результате чего присоединение к нему 
дополнительной ёмкости не оказывает существенного 

влияния на диссипативные характеристики системы по 
сравнению с другими элементами электрической цепи. 

Резистивная R-цепь. Сначала рассмотрим электро-
упругую оболочку, у которой отсутствует вязкоупругий 
слой. Полученные оптимальные значения сопротивле-
ния R электрической цепи, шунтирующей пьезоэлемен-
ты различной величины, представлены в табл. 1.  

Анализируя результаты, можно сделать вывод, что уве-
личение размера пьезоэлемента, к электродированным по-
верхностям которого подключена резистивная электриче-
ская цепь, в 6 раз (от 50×20 мм до 150×40 мм) снижает тре-
буемую величину сопротивления в 5,71 раза и увеличивает 
коэффициент демпфирования колебаний в 3,45 раза.  

Поскольку необходимо определить максимальные 
возможности данного способа повышения диссипатив-
ных свойств оболочки, то в дальнейших расчетах раз-
мер пьезоэлемента принят наибольшим из рассмотрен-
ных – 150×40 мм. 

Таблица 1 

Оптимальные значения сопротивления R-цепи  
при различных размерах пьезоэлемента  
при отсутствии вязкоупругого слоя 

Table 1  

Optimal values of the resistance of the R-circuit  
at different sizes of the piezoelectric element  

in the absence of a viscoelastic layer 

Параметр 
Размер пьезоэлемента, мм 

150×40 150×20 50×40 50×20 
R, Ом 940 1810 2770 5360 
ξpiezo 4,70ꞏ10-3 2,85ꞏ10-3 2,19ꞏ10-3 1,36ꞏ10-3 
 
Далее покроем внешнюю поверхность электроупругой 

оболочки вязкоупругим слоем и рассмотрим, как повлия-
ют на величину требуемого сопротивления электрической 
цепи параметры вязкоупругого слоя. Для этого толщина 
вязкоупругого слоя (t) увеличивалась в 3 раза (до величи-
ны, равной толщине самой оболочки), а значения тангенса 
потерь вязкоупругого материала (δ) – в 10 раз.  

Оценить это влияние позволяют результаты, пред-
ставленные в табл. 2.  

Таблица 2 

Оптимальные значения сопротивления R-цепи  
при различных размерах материала вязкоупругого слоя 

Table 2  

Optimal values of the resistance of the R-circuit  
at different sizes of the viscoelastic layer material 

Параметр 
t = t0,  
δ = δ0 

t = t0,  
δ = 10δ0 

t = 2t0, 
δ= δ0 

t = 3t0,  
δ = δ0 

t = 2t0,  
δ = 10δ0 

t = 3t0,  
δ = 10δ0 

R, Ом 865 839 821 865 863 858 
 
Здесь индекс 0 относится к первоначальному значе-

нию соответствующего параметра 
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Видно, что наличие вязкоупругого слоя дополни-
тельно снижает величину требуемого сопротивления 
внешней электрической цепи (с 940 Ом до 865 Ом). При 
этом наибольшее снижение до 15 % (821 Ом) наблюда-
ется в случае удвоения его толщины, что составляет 2/3 
толщины оболочки. Дальнейшее увеличение толщины 
вязкоупругого слоя до толщины оболочки возвращает 
требуемую величину сопротивления практически до 
значения, соответствующего толщине вязкоупругого 
слоя равной 1/3 толщины оболочки.  

Использование вязкоупругого материала с высоким 
значением тангенса потерь (δ = 10δ0.) снижает требуе-
мое значение сопротивления внешней электрической 
цепи в пределах 5 %, но если при таких параметрах вяз-
коупругого материала увеличивать его толщину, то 
практическое отсутствие изменения требуемого опти-
мального сопротивления (менее 1 %) может свидетель-
ствовать, что на демпфирование первых, наиболее энер-
гоёмких, мод колебаний оболочки с помощью пьезо-
элемента, шунтированного резистивной R-цепью, 
вязкоупругий слой практически не влияет.  

Проиллюстрируем данное утверждение численно. 
В табл. 3 приведены значения коэффициента демпфи-
рования рассматриваемой моды колебаний вязкоупру-
гой оболочки конфигурации 01 в зависимости от тол-
щины вязкоупругого слоя и тангенса потерь вязкоупру-
гого материала.  

Таблица 3 

Значения коэффициента демпфирования колебаний  
вязкоупругой конструкции при наличии пьезоэлемента, 

шунтированного R-цепью, и при его отсутствии 

Table 3  

Values of the vibration damping coefficient of a viscoelastic 
structure in the presence of a piezoelectric element shunted 

by an R-circuit and in its absence 

Парамет
р 

t = t0,  
δ = δ0 

t = 2t0,  
δ = δ0 

t = 3t0,  
δ = δ0 

t = t0,  
δ = 10δ0 

t = 2t0,  
δ =10δ0 

t = 3t0,  
δ = 10δ0 

ξvis 9,26ꞏ10-5 9,26ꞏ10-4 2,50ꞏ10-4 4,85ꞏ10-4 2,50ꞏ10-3 4,85ꞏ10-3 
ξpz+vis 4,78ꞏ10-3 4,80ꞏ10-3 5,00ꞏ10-3 5,92ꞏ10-3 7,77ꞏ10-3 1,07ꞏ10-2 

 

Анализируя результаты, приведенные в табл. 3, 
можно констатировать, что пьезоэлемент, шунтирован-
ный R-цепью, даже с малыми первоначальными разме-
рами обеспечивает коэффициент демпфирования коле-
баний системы на 2 порядка выше, чем вязкоупругий 
слой, полностью покрывающий оболочку. Сопостави-
мый уровень степени демпфирования колебаний при 
использовании одного из элементов с различными ме-
ханизмами диссипации энергии начинает проявляться 
только при параметрах вязкоупругого слоя с толщиной, 
в 2 раза превышающей исходную, и иметь тангенс по-
терь вязкоупругого материала на порядок выше: 

02 0,5vist t t   , 010 2    . 

Подобное соотношение эффективности применения 
двух различных механизмов диссипации энергии может 

свидетельствовать о том, что в случае наличия и вязко-
упругого слоя, и шунтированного резистивной цепью пье-
зоэлектрического элемента суммарное демпфирование 
первых мод колебаний электровязкоупругой оболочки 
будет определяться значениями демпфирующих свойств, 
реализующихся за счет преобразования пьезоэлементом 
механической энергии колебаний в электрическую с по-
следующим ее рассеиванием во внешней электрической 
цепи в виде тепла и электромагнитного излучения.  

Резонансная RL-цепь. Аналогичная серия расчетов 
проведена для последовательной резонансной RL-цепи. 
Найденные оптимальные параметры сопротивления (R) 
и индуктивности (L) электрической цепи для различных 
размеров пьезоэлемента приведены в табл. 4.  

Таблица 4 

Оптимальные значения сопротивления и индуктивности 
последовательной RL-цепи при отсутствии  

вязкоупругого слоя 

Table 4  

Optimal values of resistance and inductance of a sequential 
RL-circuit in the absence of a viscoelastic layer 

Параметр 
Размер пьезоэлемента, мм 

150×40 150×20 50×40 50×20 
R, Ом 250 385 515 788 
L, Гн 0,160 0,319 0,487 0,947 
ξpz 6,81ꞏ10-2 5,31ꞏ10-2 4,67ꞏ10-2 3,68ꞏ10-2 

 

Видно, что увеличение размеров пьезоэлемента сни-
жает требуемые величины сопротивления в 3,15 раза и 
индуктивности в 5,9 раза. Также в табл. 4 представлены 
оценки максимально возможных значений коэффициен-
тов демпфирования ξpz для оболочки только с пьезоэле-
ментом и RL-цепью при отсутствии вязкоупругого слоя.  

Данные, приведенные в табл. 4, демонстрируют, что 
при увеличении площади пьезоэлемента в 6 раз коэффици-
ент демпфирования колебаний увеличивается в 1,85 раза.  

Далее в расчетах аналогично размеры пьезоэлемен-
та приняты 150×40 мм, так как такие размеры обеспе-
чивают наибольшие значения коэффициента демпфиро-
вания рассматриваемой моды колебаний.  

В табл. 5 приведены значения оптимальных пара-
метров резонансной последовательной RL-цепи, а также 
соответствующие значения коэффициентов демпфиро-
вания, найденных для оболочки при наличии:  

– только пьезоэлемента, шунтированного резонанс-
ной цепью (ξpz); 

– только вязкоупругого слоя (ξvis);  
– и пьезоэлемента, шунтированного электрической 

цепью, и вязкоупругого слоя (ξpz+vis).  
При этом изменяются толщина вязкоупругого слоя в 

3 раза и в 10 раз тангенс потерь вязкоупругого материала. 
Результаты, приведенные в табл. 3 и 5, демонстри-

руют, что при использовании шунтирующей последова-
тельной RL-цепи различие в эффективности рассматри-
ваемых механизмов диссипации энергии колебаний 
оказывается еще более существенным. 
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Таблица 5 

Коэффициенты демпфирования колебаний, обусловленные действием механизмов диссипации энергии колебаний 
отдельно и совместно при различных параметрах вязкоупругого слоя и при наличии RL-цепи 

Table 5  

Vibration damping coefficients caused by the action of mechanisms of dissipation of vibration energy separately  
and jointly at different parameters of the viscoelastic layer and in the presence of an RL-circuit 

Параметр 
t = t0,  
δ = δ0 

t = 2t0,  
δ= δ0 

t = 3t0,  
δ = δ0 

t = t0,  
δ = 10δ0 

t = 2t0,  
δ = 10δ0 

t = 3t0,  
δ = 10δ0 

R, Ом 239 228 218 240 234 225 
L, Гн 0,151 0,146 0,142 0,151 0,146 0,143 
ξpz 6,60ꞏ10-2 6,60ꞏ10-2 6,60ꞏ10-2 6,60ꞏ10-2 6,60ꞏ10-2 6,60ꞏ10-2 
ξvis 9,26ꞏ10-5 2,50ꞏ10-4 4,85ꞏ10-4 9,26ꞏ10-4 2,50ꞏ10-3 4,85ꞏ10-3 
ξpz+vis 6,57ꞏ10-2 6,51ꞏ10-2 6,46ꞏ10-2 6,65ꞏ10-2 6,77ꞏ10-2 6,86ꞏ10-2 

 
Максимально возможное повышение диссипатив-

ных свойств системы при добавлении вязкоупругого 
элемента к электромеханической системе с шунтиро-
ванным RL-цепью пьезоэлементом составляет всего 4 % 
при значениях параметров вязкоупругого слоя, в 3 раза 
больших по толщине, чем принятое изначально, и при 
использовании материала с тангенсом потерь с характе-
ристиками 2G B     – на порядок выше, чем у рас-

сматриваемого материала.  
При этом при использовании материала вязкоупру-

гого слоя с тангенсом потерь δ < 10δ0 при шунтирова-
нии пьезоэлемента RL-цепью в ряде случаев ситуацию 
можно даже ухудшить, поскольку наблюдается незна-
чительное (около 1–2 %) снижение коэффициентов 
демпфирования колебаний. 

 
Заключение 

 
В рамках данной работы рассмотрена проблема по-

вышения диссипативных свойств оболочечной конструк-
ции, покрытой вязкоупругим слоем, за счет дополнения 
ее пьезоэлементом, шунтированным электрической це-
пью. При этом если слой из вязкоупругого материала 
обеспечивает демпфирование колебаний за счет меха-
низма внутреннего трения, то пьезоэлемент преобразует 
механическую энергию колебаний в электрическую, ко-
торая затем рассеивается в виде тепла и электромагнит-
ного излучения во внешних электрических цепях произ-

вольной конфигурации, подключаемых к его электроди-
рованным поверхностям. Таким образом, при формиро-
вании электровязкоупругой конструкции на демпфиру-
ющие характеристики такой конструкции влияют раз-
личные механизмы диссипации энергии колебаний.  

В ходе исследования рассмотрены все возможные 
варианты размещения пьезоэлемента на конструкции 
относительно вязкоупругого слоя, а также два типа 
электрических цепей: резистивная (R-цепь) и последо-
вательная резонансная (RL-цепь). 

Продемонстрировано, как при модификации исход-
ной конструкции изменяются собственные частоты и 
коэффициенты демпфирования первых мод колебаний, 
коэффициенты электромеханической связи пьезоэле-
мента в зависимости от его размера и параметры внеш-
них электрических цепей в зависимости от характери-
стик вязкоупругого слоя. 

Численно проиллюстрировано, что на демпфирова-
ние первых мод колебаний тонкостенной оболочки 
наибольшее влияние оказывает пьезоэлемент, шунтиро-
ванный электрической цепью. Показано, что вклад каж-
дого их них не является простым суммированием, а за-
висит от ряда различных факторов, а также в каких слу-
чаях использование обоих механизмов диссипации 
энергии приводит к существенному повышению дисси-
пативных характеристик электровязкоупругой системы, 
а в каких усложнять конструкцию введением в нее допол-
нительных элементов с этой целью нецелесообразно. 
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